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^ufsaben  au^  dem  Attraction^calciil. 

dem  Herausgeber. 


Unter  den  vielen  interessanten  Aufgaben ,    u  eU  lje  der  At- 
tractionscalcul daibietet,  haben  vorzüglicli  zwei^    uegen  ihr^ 
■i  intmen  Wichtigkeit  fSr  die  physische  Astrononüe  md  die  Tlieo* 
Ne  der  terrestrischen  Schwere,  die  Mathematiker  vielfach  besdiäf- 

tigt»  nSmiich  die  Aufgaben  über  die  Bestimmung  der  Anziehung 
einer  Knsel  und  der  eines  dreinxij^en  elliptischen  Sphäroids.  Es 
scheint  mir  aber  wünschenswerth ,    das^s  theils  diese  Aufgaben 

•^  vermehrt,  theils  tniher  schon  aufgelöste  nach  neuen  IMethoden 
behandelt  werdeu.   ich  will  daher  in  einer  Keihe  von  xVbhaud- 

^  luDpen,  wflldM  dureii  die  vevliegende  «rCffnet  wird,  dieResoUftle 
meiner  mehtjUhrigen  geleGreiitlit  beii  Basdiftftigungen  mit  diesem 
Gegenstände^  rm'legen,  in  <^er  Hoffnung ,  dass  dadurch  auch  andere 
Mathematiker  mehr  als  bisher  zu  dergleichen  üntersuchiin!jf'n  und 
Mittheilungen  veranlasst  und  angeregt  nerdeo.  In  der  vorliegen- 
den Abhandlung  mache  ich  den  Anfang  mit  einigen  leichteren 
AufgaheDj  die  aber  späteren  Untersuchungen  theihveise  zur  Grund- 
lage dienen,  und  an  die  sich  daher  einige  kfinftig  noch  zu  ver- 

|9nentiichende  Aliliand jungen  sweckmässig  anschnessen  lassen 
werden.  Unter  den  hier  hehandelten  Aufgaben  findet  sich  ühri- 
eens  auch  schon  das  für  die  physische  Astronomie  so  wichtige 
Problem  voo  der  Anziehung  eiuer  Kugel«  welches  ich  hier  auf 


I 

")   Trij  beinene  mich  dieser  zwecVmasRigeOf    voo  Herrn  Professor 
Dr.  Srhlöniilch   in  setner  nenerlich  erschienenen  Schrift:    Der  At- 
!  tractiona cui  cui.    £iao  Monoffraphic  v  on  D r.  O.  Schiö  miich 
K.  «.  w.  Halte«  18ftl.««  eiogelihrteo  Beneanang-. 
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«ine  von  der  bisherigen  ganz  verschiedene  Welse  aufgelöst  habe, 
«ine  AuflOsiinff,  die  sieb  wegen  ihrer  Anschaulichkeit  vielleicht 

vorzugsweise  ftirAnfönger  empfehlen  m«5('hte,  wenn  ich  auch  gern 
zugebe,  dass  die  bekannten  allgemeinen  Formeln,  welche  u.  A 
auch  Flerr  Professor  Schiümiich  a.  a.  O.  niittheilt»  kürzer  suni 
Ztveck  führen. 


Wiricung  der  Anztebnni?  eines  Punktes  von  der, Masse 
fi  auf  einen  Punkt  von  der  Masse  Eins. 

In  Bezug  auf  ein  beliebiges  reclitvvinkliges  Com dinatensysteu! 
seien  ;c.  y,  $  <lie  Coordiuaten  des  aosezogenen  Punktes  von  der 
Masse  Eins;  die  Ceordinaten  des  anziehenden  Punktes  von  der 
Masse  ft  seien  /r»  ^»2;  die  Entfernung  der  beiden  Punlcte  Ton 
einander  sei  r;  so  i.st  die  Wirkung  des  Punlctes  (scifz)  von  der 
Masse  auf  den  Punkt  (jcy^)  von  der  Masse  Eins,  wenn  wir  wie 
gewr»hnlich  die  Anziehung  gerade  der  Ma«^se  und  umgekehrt  dem 
Quadrate  der  Entfernung  von  dem  anziehenden  Punkte  {iropor- 
tional  setzen: 

und  diese  Kraft  niuss  man  sieh  pls  mn  dem  l^unkte  (xy^)  nacfi 
dem  Punkte  hin  wirkend  vorstellen,   weil  der  Punkt  {.t^z) 

auf  den  i^unkt'  (jry$)  anziehend,  nicht  ahstossend,  wirken  soll. 
Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  (jys)  drei' den  primitiven  Coor- 
dbtiftteiazen  pacallele  seeiitid£ra  Coordioatenazeik,  s^iiseen  dia 
Kraft  ' 


•  r 

nach  diesen  secundSren  Goordinatenaxen,  und  l>czeicbneft  die  eiif- 

sprechenden  Composnnten  duicli  X ,  V,  Z,  die  von  der  als  vor 
dem  i*unkte  aus  nach  dem  Pnrikte  hin  «^elicTKl  ^edaeh- 

ten  ueraden  Linie  /*  mit  den  posritiven  Theileri  der  drei  seciindä- 
ren  Couidinatenaxeu  eingeschlossenen,  180'^  nicht  übcrsteigendetj 
Winlcel  aber  durch  (p,  ip  ,  x> 

JC=^cos9p,    Y=z^cosiif ,  Z=^^cos2. 

Bezeichneo  wir  nun  aber  die  Coordinaten  des  Punktes  (or^:)  ii 
dem  durch  den  l^unkt        gelegten  secunUärcn  iSysteme  durcL 


L.iyai^Lü  L-y  Google 


dinateii  bekanntlich:  , 

« 

a'ss^'^fr  jf'jssjf^f*  ä'=:»-.J. 

^UD  ist  aber  ailgemeib 

Vs=rcos9)|  yssrcoeip,  z'srcottx« 


Folglidi  ist  nach  dem  Obigen: 

Bekaniitiich  ist  aber  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 


also 


f  |it(ar— jr)  " 


II. 

■ 

WirkoBg  de?  Ansiebnng  eiaer  gerscteb  Linie  a«f 
eioen  Pnnlct  Ton', der  Masse  Eine. 

Die  Gr«iss(3   niul  Lai^o  der  treraden  Linie,  deren  Anziehung 
aof  einen  Punkt  von  der  Masse  Kins  wir  jetzt  betrachten  wollen« 
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«ei  dnrch  Uire  tieade«  £odpiinkte  (a&e)  und  (a^^iCi)  Iwstlaimt,  «a 

» 


dre  Gfeicfiungen  dieser  gmdeD  Linie  eM;  Uve  Lii^  wette» 

wir  durch  JL  Ibeseidmeo. 

TMIen  ivir  ean  die  gerade  LIele  lo  n  gleidie  TkeBe,  mmä 
•etsen  der  Ktee  wegen  . 

L . 

■ 

00  wie  ^ 

so  sind  die  Coordinaten  der  beiden  Endpunkte  der  geraden  Linie 
urtd  al[er  nnf  Hpr<;elben  liegesdcR  Tlieil|iinirte  vea  de«  Pwkla 
(a^c)  au  uavh  der  Reihe: 

«»  6,  «; 

a-fSi»,  cf-tti.; 

n.  e*  w.  Q.  e^  w,  u»  e.  w. 

a-|-iti«;=at»     6-|-»a=56t»  c-fiitt=3C|. 

Bezekhoen  wir  die  CoordinateD  des  angr/o^enen  Punktes  wie 
früher  durch  ^,  ?;  die  den  Coordinatenaxen  itarallelen  (  ompo- 
santeu  der  xinziebuQg  durch  X,  Y,  Z\  die  Üichiigkeit  der  un^te- 
benden  geraden  Linie  dnrdi  lilreBlBsee  also  dureh  dL,  so  wie 
die  Maeie  eines  jeden  der  si  gleicben  Theile,  In  welche  dieeelbo 
getbellt  weiden»  dnreh  di,  und  aetsen  der  Kflne  wegen: 

>   •  ■  x-X  

tt  w  -  t(*-)t)»+^-r)»+(»-^)»ii  • 

 y — y 


Digitized  by  Google 
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^inil  nach  i.  die  Comyqgaateu  X$  ¥,  Z  iftahar  die  CtäMm^. 

ileneo  die  GröMen 

«y^«)  +  ilvf^a +  U9^a  +2».)  +  +  («-J)^) , 

H^e)  +*l»,(c+«+*^i(«+2«+...+*^c+(»-lWj 

oder,  weil  ^ 

öi.=:  —  =  - — :,«a=r--Ti*  =  r — :-t« 
die  Gränzeo,  deuea  die  Grusseo 

sich  uahem,  wenn  n  in^s  Unendliciie  wliebst*  Weil  aber  unter 
VoraufisetauBg  die  Griifleeii 

^W^>'  ^^^M 

tUk  «Imintlich  der  Null  nähern »  so  ist  aeeii  d«n  bekmnie«  Havpt-  « 
vnm  de»  beetiomteii  lotegralen; 


*  e 

oder,  wenn  wir  die  Masae  unserer  geraden  Linie«  nämlich  dL, 
durch  I«  bezeichnen:  , 


0 

Digitized 


Wir  wolIeD  nun  das  Integral 

m 

SU  entvrickeln  suchen, 
ist«  und 

Ct  — c 

gesetzt  werden  k^iin;  so  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
und 

'«-X=JFi,  *-:y=yi,  c-^r-j,;         '  ' 

*  setzen: 
Aber  also 

und  folglich»  weilf&ro^a,  jfazi  respective  ;ri=:0,  a  itüt: 

«i-«t/      l(ri-f^i)H(Fi+i5;ifi)H(>i-l-y^i)*Ji ' 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


Google 


setzen : 


ELs  ist  über,  wie  man  leicht  üodet: 
9iid 

» 

also  ß—g^f  eben  so  wie  /  viid  eine  positive  Grusj<e.  Dabei 
ict  es  veratattet 

« 

zu  setzen,  woraus 
■ad 

also,  weil  A  uud     — positive  Gri>i»£»eti  sind: 
Ibigt.  ^iacb  geiiöriger  jSttbstitotioaferhÜlt  man: 
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80  Ist 


COS«^'  com'      *  CM«*' 

alsoj  weil  co6<o  positiv  Ut: 

(i+«^>-=(5ii»)  =  5i=i- 

Dahat  M 


folglieh 

* 

also  nach  dorn  Obigen 
Weil  aber 

edeiia=  ^   aitt»=77^  ^  ^; 

d.  i.  Dach  dem  Ubigeo 

1  * 

Cosa  =  ■-p--T—=. ,      Evan = 


ist;  so  ist,  wie  imm  leicb^  Mets  ' 
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Führt  man  niin  ftlr  %  «einaa  «its  dem  Obigen  bekaMittn  W«rtli 
•io«  so  erhält  nao:  ^ 


_Oi±fLl?^i       _    f—9H  4^(<y— Ayi)^i  _ 


«od  es  iet  folgKcb  »ach  dem  Ofaigeii; 

I 

El  iet  mm. 

*"  ^' 

alle»  wenn  wir 
«eben: 

^     B*  Cr         -  H 

Führen  wir  F,  ^,  H  statt  /*,  (7,  A  in  den  obigen  Ausdruck 
ifQUÄfiiu,  60  erhalten  wir  nach  einigen  leichten  Verwandluogeo : 

£•  iet  aber,  wenn  wir  der  Küne  wegen 
rr>lÄ(«-6,)(c-«-(e-«»)#-f), 


Digitized  by  Google 
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J 

oder  •    .    •  *         <  \ 

[jcyj  («6,  -  fiai)  —  (c/-fli)y +(6— 6i)jr , 
[yj]  =  (Äci  ~cÄi)  -  (6-6i)> -f  (c-^,)  jr , 

oder 

«etsen :  . 

►    (F+G)  («i-a)-(G+i5r);fi = -  (6i-y)[jCF] W ; 
also  nach  dem  Obigen 

!.  (^1 -y)[gl-(er-l)[g]  

Es  ist  aber  aucb: 

ibi-r)[j:y]-ici-i)[n]=  («-«.)!  («,-rtH(6i-F)''+(c,-»«} 

-  (Ol— X)  Ko-ai)("i  6i)(6i-F)+(c— Ci)(ci-J)i. 

(6-y)[n']-(c-J)M=-(«i-«)Uo-rtH(6-f )•+(«-»)•} 

r    .  .  +(a-jr)i(ai-«)(<*-Jt)+.(»A->X6-r)+(«i-cX©-J)l; 

und  folglich,  wenn  wir  Jer  Kfln«  w^en 
ferner 

Q  =(«1— o)  (a-rt+(6,-^>(6-y>  +  (ct-c>(c-Hi), 
setzei^,  zugleich  mit  Vem^haelung  der  9eiebcn:  • 


i^iy  u^Lü  uy  Google 


Weil  oach  dem  ObigQu  * 

M  =  -(ei-«a~&-«J)ai--(c-Ci)jr 
ist«  «o  sind  die  abaolaten  Werthe  von 


die  doppelten  Fl^benrfiame  der  Prcjectioneo  des  zwlscben  den 
PlDokten  (a^c),  (Oi^^Cj);  Hegenden  Dreieeks  anf  den  Ebe« 
Qco  der 

♦ 

ud  bezeichnen  wir  also  den  Flächeninbalt  des'  in  Hede  stebeo« 
dco  Dreiecks  dnrdh       so  Ist  nach  einem  bekannten  Satze 

ßezeiehneu  die  Entfiftman^en  des  Punktes  (^))  von  den 
Pookten  (abc)  und  (a^6iC^)  respective  darcb  R  und  J^i»  so  ist 

also  nacb  dem  Obigen : 


■  » 


I 


Google 
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Bezeichnen  wir  die  an  den  Spitzen  (abc)  und  (nihiCi)  liegen* 
den  Winkel  de«  swlMhen  des  Panktm  («6c;),  (</j6,c,),  (ffl)  lie- 
ffendM  Draiecks  ^  re^peetif«  daich  mmuä        «•  bl  m« 
Lehm  d«r  «Ime»  TrlgoMiBetif«: 

2LJIeMfli=5  («HHh)t+(6-6i)*-|-(«^)* 
aUo,  wie  man  leicht  findet:  • 

UtoM»  Ä-(«t-«)(«-r)  ^  (A|-6)(*-f)-(<?i-tf)(«-f)» 

4  L  aadi  dem  Obig^en 

LReoBm = ^  Q>  LRieim»i  as-—  <^ ; 

folglich 

-X= l(iii^)  -|-(a— riJLco««+(a|— jc)X«o»ci»i|, 
J'=^K6|-^)(Ä-Äi)+(6-f)i;«o»»+(6i-y)Jt^ 

"HiRg  =«inci)|;sina), 

4 

R  iJj  =8in(Di  :8in(o>-f fiii)> 

i«t,  »o  kann  man  mit  den  obigen  Ausdrücken  noch  verschiedene 
einfache  Transformatiooeu  vurnehmen,  bei  denen  wir  aber  jeUt 
nicht  yerw«ileD  woUeii.  Maa  kaiiii  anch 

aetxeu. 

Bezeichnen  wir  die  Resultirende  der  drei  Kräfte  JT,  K»  Z 
9»  «nd  die  aof  gtwOliallehe  WeiM  ifimmmmm  Yiwm 


Digitized  by  Google 


w«leb«  imea  RIefatung  mü  dea  drei  C«^iMtoMzeB  ümMemt, 
dncb      i^,  i;  iat 

3Kco«^=sJir,  ^osv^sF»  Xc«i»x=sZs 

also 

■ 

Wird  femer  der  an  der  Spitze  des  Dreiecks  A  liegende 
Winkel  ' dieses  Dreiedce  &n&h  $  liezeiehDet«  90  bt 

elio»  wie  am  leicht  imdet; 
Daiier  i&i  uach  dein  Obigeo: 

«fälii^ieoMKoeaieeik^ 


Well  aber 

ist,  so  ist«  viie  man  leicht  findet: 


eed  folglich  nach  de«  Verhergeheadee: 

(iSe<MDo*+i2t%»inc0i»-2i2i2|SiaM«ia%«oe4. 

Beseichnen  wir   nun  die  in  Bezug  auf  L  als  Grundlinie  gS* 

Boname  Höhe  des  Dreiecl^s  ^  durcii  Hf  so  ist  • 


* 
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iiiüü  ist 


oder»  weil 


bt:  ' 


und  folglich 


Aber  Ud^^^^  ako 


J 


Nehmen  wir  jetzt  der  Kurze  uegen  die  Ebene  des  Dreiecks 

\  als  Ebene  der  tt/,  den  Punkt  (aöc)  als  AnTaTiij;  der  (^^:) ,  und 
die  Linie  X>  als  den  pe«itivea  Theii  der  Axe  der  :r  an;  so  t«t  i» 
Obigen 

assO^  6.sfi.0,  e=0; 
ai=JL,  6i=s0,  Ca=0; 

i 

zu  setieD»  lund  es  iet  folglich 

£i»  ist  aber  allgeniein 


folglieh 


Digitized  by  Google 


Ii 


Fes—  4^  f  (cos»  +  cos«i) , 

Nimmt  man  nan  die  positiven  y  von  der  Seite  L  des  Drei- 
ecks ^  an  nach  der  dieser  iSeite  gegenüberstehenden  Spitae  des* 
selben  bin»  so  ist 

//=  7  =  Äsin  w  ^ .s  i  Ii  üj| ; 

also 

A=  (»in»— siDWi), 

r= — (COSOI  +  COSfi»t)  , 

inIgUcb,  weii  Lä=i2^  ist: 

Fs= — j-^  (cosoi + coswi )  =  -  ^  OOS  2  (»  —     cos  ^2  ( ö + ö^) , 


Weil 

und 

ist,  so  ist  auch: 


HiBi^  sine»! :  sinn 


£=:i2C0SS9  |-  A|C0Se»| 


_        (A  L — (B — Ilj  )tQSia 

r=^-^  R,  —* 


Z=0; 
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oder 


Weil  nach  dem  Obigeo 


Ut,  «o  ist 


1  1 
«in  ^(«^  +  ) 

G<IS9=5  i  * 

sin^O 

cosip  =   '  j    [  ' 

Die  Gleichung  der  Richtung  der  Resultirciiden  in  der  Eliene 


der  a^if  ist: 


also 


oder 


co8i|;  .  . 

3      '  C089^ 


i 

y  —  f=—  (.1?— Jf)  cot  5  («—  fi»!  )  » 


^ — fisinco = -  (j?  —  Aeosi»)  cot  g  (  »  -  «i) 


Hezeichnen  wir  die  erste  Coordinate  des  Durcbsclinittspttok. 
tes  dei  Richtung  der  Resultirenden  mit  der  Axe  der  d.  !•  mit 
der  Linie  L,  durcii       so  ist 

—  Äöin«=-  (p  —  Rcosai)  cot^  (ca  —  Wi ) , 


L^iy  u^Lü  L-y  Google 


woraus  lekbt 


Iblgfc  Also  iBt 


.  17 


L — p=^RcOSfO  -|-/i?^C08CD|  — — j—. — '  '  . 


=  i?i  <  cos     +  - 


^     cos|(ca-fa)x)    ISsiii  |(öi  +  ©n)  

*  Oan       (  cosj(»— ©i) 

.    '  1  .1  l 

^  cos  2  (w  4- coi )      2sin2(<ö+ o)ji)cos2 

^  sin»  ^    ^  1 

'  COSg(üi— töi) 


akM»,  weil 


'  1  1 


cos^C^  +  ^^x) 
L-p-Rx  1  -— 


0  V^dl  «-|-fli|»  und  noeli  »ehr  4er  alMolate  Werth  tob  ©— »i, 

'  .  1  1 

immeL  Jcleioer.  als  180*^  ist,  so  siotl  cos^Cw+Wi).  und  cüs^Cw-tui)- 

TheilYTlII.  % 
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«stets  positive  Grossen.  Al^^o  sind  aiicli  p  und  L*»^p  pMMire 
Grösaea«  und  weil  nuo  uach  dem  Vorbergeneiiden 

% 

/ 

iKt,  SO  erhellot  aus  einem  bekannten  i^eometrischen  Satze,  das» 
die  Hichtung  der  Hesultirenclrn  ftpn  der  Seite  h  des  Dreiecks  ^ 
gegeuüber^ttebenden  Winkel  i)  batbirt 

Weil  ii=iiL  ist,  so  kann  man  die  Re«ultireiide  ISi  «oeh  avf 
,  folgeode  Art  aoadrOcken : 


^un  ist  aber 


^     5/.  .  ! 


1  11 

i^ss  ^  i2ß|8iB^    i^i^  sin  ^  0  cos  ^  6  « 


also 


Weil  bekmuOteb 


«»j«=äY  — — jji^  


ist,  so  ist 


/2/?iC0s zjß=,2^Ri^fi^i  +i^A/i  f  i^i  -i) 

folglicb 


Bezeichnet  man  die  den  Winicel  6  Im  Dreieck  ^  halbfreiide 
Linie  durch  q;»  so  ist  . 

% 

t 

jß:  «==siu(^6 cdj  :siaa> 

1  1 
S3 sin  ^^ot« -f-eos 2^:1  >  ^ 

■  *  » 

waratts  '  * 
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eota>=: 


TT" 


fblgt.  Ferner  ist 


worans  aidi 


ergtebt.  Also  ist 


/2:i?,  —  sin(Ö-f-cö):sin«> 


fndet.  Abo  ist  nach  dem  Obigen: 


ben  Fall,  weiui  def  Mgexef^eiie  Pueltt  in  der  aiiaiieiiendeii 
geraden- Linie  liegt»  nrnse  man  naa  noch  beeondcre  betrachten-. 

Die  gegel)ene  anziehende  i^crade  Linie  sei  AB=L,  und  der 
anii^C'zoirene  Punkt  liei;e  in  deren  V  erlätiL' «/rung ,  etwa  über  den 
Punkt  U  hinaus.  Die  Lnilernung  des  ungezogenen  Punktes  von 
dem  Pnnkte  B  sei  e,  Theilt  man  'die  Linie  AB^L  in  n  gleiclie 
TbeÜe  nnd  eetist  '  , 

L    .  " 

->;=•• 

ne  iet  X  eienbar  die  Grinse«  welelMK  die  Qfueee 

dich  nShert,  wenn  ü  ins  Unendlielie  wünhtfU  -Alao  i«t  nach  der  . 
Tbeorie  der  bestimmte  Integrale: 

»  2* 
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o 

Für  c^a:=c,  da:  =  dc  ist 

/(Ä)-       =/''"^"  =  -.--  =  -;  =  -  4 


also 


Für  c  =  0,  <l  h.  wenn  der  an^ezosene  Punkt  der  Endpunkt 
/?  der  Linie  AB=L  selbst  ist,  >vird  2^  =  00. 

Wenn  der  angezogene  Punkt /m  der  Linie  AB  =  L  selbst, 
d.  h.  zwischen  ihren  Endpunkten  liegt,  so  wollen  wir  die  beiden 
Tbeile  dieser  Linie,  in  welche  dieselbe  durch  den  angebogenen 
Punkt  getheilt  wird,  durch  k  und  Ai  bezeichnen.  Nehmen  wir 
dann  die  positive  Richtung  der  Kräfte  mit  dem  Theile  k  als  zu- 
samnienrallend  an,  so  kann  die  gesamnite  Wirkung  der  Linie  L 
auf  den  in  Hede  stehenden  Punkt  nach  dem  Vorhergehenden 
offenbar  desto  genauer,  je  kleiner  e  ist,  durch 

l 


d.  h.  durch 


ek  iki 

\ 

S       £       k  kl 

% 

dargestellt  werden,  was  augenscheinlich 

6(k-^ki)  .  . 

giebt.  '        .  '  ^ 

Ich  erlaube  mir  bei  dieser  Gelegenheit  eine  allgemeine  Be- 
merkung zu  macben,  deren  weitere  Prüfung  mir  angenehm  sein 
ti'ird.  Mall  kommt  nämlich  bei  Aufgaben  des  Attractionscaiculs, 
überhaupt  bei  Untersuchungen,  denen  das  Attractions  -  oder  Gra- 
vitationsgesetz  zum  («runde  liegt,  sehr  hiUiGg  iu  gewissen  beson- 
deren Fällen  auf  das  sogenannte  Unendliche.  Der  Gruml  hiervon 
scheint  mir  aber  in  dem  analytischen  Ausdrucke  des  Attractions- 
gesetzcs,  oder,  wenn  man  will,  in  diesem  Gesetze  selbst  zu  lie- 
gen.   Denn  drückt  man,  wenn  im  Allgemeinen  ft  die  Masse  und 

r  die  Entfernung  bezeichnet,  die  Attraction  durch  ^aus,  so  ist 
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wohl  klar,  dass  dieser  Aasdrnck  in  das  sogenannte^Uneitdliche 
übergeht,  vvenn  man  r  versclnvinden  lä^sst,  urid  dass  dies  woh! 
auch  auf  jede  Untersuchung,  der  das  Attractiorisgesetz  zum  Grunde 
liegt,  ^on  EÜntlus:»  sein  inuss,  unterliegt  gewiss  keinem  Zu-eifef. 
Man  bat;  wie  es  mir  sebelot,  di^seBememing,  dlier  die  ich  mich' 
fibrigens  jefzt  nieht  weiter  verbreiten  will »  bisher  bei  Untersochuii- 

f:en  dieser  Art  nicht  so  Wachtet,  wie  es  hätte  geschehen  sollen. 
vh  niMchte  wohl  ^vt'ins^•hefl ,  dass  die»  kiinftig  mehr  j^eschahe, 
und  bin  wenb^stens  der  Meinung,  dass  hei  UntersucUuii- 
gen,  denen  das  Attractionsgesetz  zum  Grunde  liegt,  mit  iiücksicht 
auf  das  vorher  (»esagte,  wenigstens  jedenfalls  besondere  Voreichft 
wa  eröpfeblen  let 


Wirkung  der  Aeitehun^  einer  Kreisfläche  auf  einen 
Ptto'fct  TOB  der  Maese  Eina^  welcher  in' der  auf  der 
Krelaflftcbe  In  ihrem  Mittelpunkte  senkrecht  atehed* 

den  geraden  Linie  liegt 

Man  nehme  die  Ebene  des  ire<?ebenen  Kreises  als  die  Ebene 
der  J7y  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystenis  der  a:i^z  an, 
deaeen  Anfangspunkt  der  Mittelpankt  des  gegebenen  Kreises  ist, 
dessen  Halbmesser  wir  durch  r  bezeichnen .  wollen.  Der  Theil- 
der  Axe  der  r,  in  welchem  der  angezogene  Punkt  (jcyj)  liegt, 
werde  n!s  der  positive  Theil  dieser  Axe  migcnoninien ,  so  diiss^ 
also  5  •  ine  positive  Grüsse  ist.  Dies  vorausgesetzt,  betrachte  man 
zuvorderst  überhaupt  die  Anziehung  einer  auf  der  Axe  der  a 
senkrecht  stehenden  Sehne  des  gegebenen  Kreises  snf  den  Punkt 
CKf3\ ,  Beseiebncn  wir  die  erste  Coordinatc  des  Durchschnitts'' 
punkte  dieser  Sehne  mit  der  Axe  der  X  durch  x  selbst»  so  Ist 
nr  diese  Sehne«  mit  Ricksicht  auf  U.»  offenbar: 

Also  ist  -  ^  r 


folglich 


•  #  * 
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Ferner  i^t 


all* 


s 


naher  «Uid  nach  IL  die  Compoaanten  äer  AnsMung 
Sehae:  , 

a  4a:  (r^ — x'^) 


0,- 

Öder«  ireii 

i8t>  wie  man  leicht  Met : 

» 

0.  . 

  V^^^^ 

liezeicbnen  wir  nun  die  CoMiposanten  der  Anziehung,  welche  die 
mize  Kreisfläche  auf  den  gegebenen  Punkt  (xy5)  ausfibt,  dnrch 
jSp  Y,  Z;  so  ist  offenbar:  > 


F=0, 


.  Digitized  by  Googlej 


23 

WeikuuU  aber  offenbar 


— r 

tot»  SO  ist 

WO  eb  iiuo  auf  die  Eotwickelung  des  Integrals 

aokommty  die  «icb  auf  folgende  Art  bewerkstelligen  lässt. 
Es  18t 


Setft  man  nun  . 

so  ist,  da  und  «.gleiche  Vorzeicheo  haben  uod  bekanntlich  ) 
positiv  ist: 

»Ich  l«lcbt         -  ' 


ergiebt.   AUo  ist 

Sie  Bu  > 


iiöd  'folglich  nach  dem  Obigen  ^ 

■ 

Setzt  man  nun       .    -  '  '  « 


also 


60  wird,  ir^l  Dacb  dem  Obigen 


■  11 
^  Minnit  man  biw  «die  Bogen  zwischen  —    tzt  iinil  +  ^  ^» 


77^7::==  =  Arcslne  =  Aresin  — V.- 
r7»sr==  =5  Aresinto  =s  Are  sin  — ; 


also 
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^ji^^g-cu:  =  -r^  ArcsiD  — 77.=^=tt-  —  Are  stn  r  >. 


«mI  folglich 


Daher  bt  nach  dem  Obigen; 


JL=0,  F=0, 


2^9 


(—  Ij«; 


oder  auch,  weil  « 


ist: 


■ 

Dass  Z  ne^äfiv  herauskommt,  entspricht  ganz  der  \afiir  der 
Sache,  weil  mai»  den  Theil  der,  Axe  der  z,  in  welchem  der  an- 
sezoge^ic  Punkt  liegt,  als  den  positiven  Theil  der  in  Kede  ste- 
henden Aze  aogenommen  hat' 


IV. 

Wirkoog  der  «\nziefiun^  einer  Kugel  auf  einen  Punkt 

von  der  Masse  Eins.' 

Wir  ^vollen  zuerst  die  Anzicdiung  l>ptrachtpn ,  %vefche  ein. 
Kügelsegment  auf  einen  Puiikt  ati.sübt,  der  aussei  Iinlh  des  Kuijel- 
•eguientis  in  der  geraden  Linie  liegt,  die  durch  deit  Mittelpunkt 
4er  Kugel  geht,  und  auf  der  Ebene  de«  das  Kugelsegment  begrün- 
Mden  Kugel kreiees,  den  wir  dieOrundflSefae  dee  KugeUcsrinente 
MDea,  werden»  senkrecht  etebt 
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Deir  AnTarfg  der  Cooniiiiaien  iegen  wir  in  <\*'\t  Mitfelpitntt  t!e? 
Kugel,  und  oebmen  daä  ¥«»n  detnselbeii  aul  die  üruiiiliiatbe  de« 
iCogeUegiiMlPcefaiSto  Ferpeadilcel  ab  Ax«  4«r  m  «n,  indcn  wir 
zogteick  &9m  ImtU  Statt  Amb,  welclier  4er  Ridrtng  von  der 
CmnMifläche  des  KiiKsbcgMals  nach  de«  —geaflgape»  Punkte 
hin  enfMiificht .  iIs  deren  positiven  Tin  il  annehmen.  Pic  firehürig 
als  positiv  odtif  necativ  betrachtete  hntfernurrg  des  anif'  /'nirertcn 
Piifiktes  von  dem  Mitt«;ipunkte  der  Kusel  sei  e :  die  Entfernung 
der  Grundfläche  des  KugeUei^DieiiU  von  dem  MiüeJponkle  der 
Eagel,  w«Mie  gieiAMm  positiv  md  mm  ksM,  «ei  c. 


Denken  wir  uns  nun  irgend  einen  airf  der  Axc  der'x  senk- 
reciit  ^iteheiideii  »Schnitt  (}f*s  Kugeltiefrinents ,  dessen  fireburi!»  als 
positiv  od<>r  negativ  betrachtete  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte 
di^  Kugel  durch  x  bezeichnet  werden  mag;  so  ßült  nach  UL  die 
g»Bxe  Amiefniiig,  weMie  der  Sdiiiitt  um  des  gegebene«  Pmtkt 
matM,  npd  dalMr  ofenbar  aocti  die  ganze  AuMong  des  Kugel* 
^Segments  aiif  diesen  Pankt»  in  die  Axe  der  j-,  und  die  "Wirkung 
der  AiizirhtinL'  f^f'^  Schnitts  auf  den  gn-rrhrrten  Funkt  ist  Badi 
UL,  vieou  r  den  Ualbmefi^er  der  Kugel  bezetcbnet»  offenbar 


\^oraus  sich,  nf^nu  wieder  2&  die  Anztehnag  de«» 
'  bezeichnet,  aut  der  Stelle 


6fgioiit,  liiid  e«  mdi  avf  die  EnttvidraUi og  des  blegrab  . 
•bo  auf  die  Entiriekeloiig  de«  lategrai«  • 

ankommt.   Setzen  wir  zu  dem  Ende  e~-a;=»j  «4:=:  —  om;  so  i»i 

r 
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iRid  if^oir  ifl^  ■an 


,  90  wird 


p2  — — 


3^ 

X 


3e« 


DüImt  ist  aadb  d«m  Oliigen 


0 

(«  +  r)       2e2  4-  er)  (r*— 2e«+C£)  Ve^+ 


3^  3e» 

•+-5p—  . 


2C  =  -2dÄif-|-—  *   -j: 

Wilf  man-  dl«  AnzMung  haben»  welche  dae  KogeUepiuwl 
auf  deo  Mlttelpnnkt  seiner  Graodllfiche  aneQb't«  «o  mmsa  man 
«etien^waa  nach  leichter  Rechnung 

V 

a=  -  ^  l  r' + 1' -  (r«- »•)  V?=?} 

oder 


X = -  J 1*-« + tM»— *)  V^r'- 


giebt 


Will  man  die  Aiizieliutie  lialien,  ivefchc  die  uarize  Kui;el  auf 
einen  ausiserlialb  lieiyenden  Punkt  uu:Niii)t,  so  nnks.s  man  in  dem 
allgemeinen  Ausdrucke  von  wo  e  die  Eiitferuung  des  angezo- 
geoen  Ponktee  von  dem  Mittelpunkte  der  Enget  beaetehnet»  esrr 
'setzen,  wae^ 

% 

folglich  nach  leichier  Rechnung  , 

m 

giebt.r  Der  lubalt  der  Kugel  Ist  also,  trenn  wir  ihre  Manee 

durch  (t  bezeichnen » 


folglich  oach  dem  Obigen 


TP— 


Da  die€:er  Ausdruck  von  dem  Halbmesser  der  Knsel  ganz  ottali>» 
liiuigig  ist,  d.  h.  eigcfitürh  meinen  Werf  Ii  ;L'ar  nicht  ändert,  wie 
ij^ross  auch  der  Halbn>c:»äer  sein  niai;,  wenn  nur,  natürlich  unter 
Voraussetzung  derselben  Enirernung  e,  die  Masse  fi  uiigeandert 
lideibt,  so  erhellet,  das«  die  Kugel  auf  einen  ausserhalb  ihr  lie- 
genden Punkt  ganz  so  wirkt,  als  ivcnn  ihre  ganze  Massetinihreni 
Mittelpunkte^  conceotrirt  wlUre>  und  dass  dies  auch  von  einer  von 


\ 
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**zivel  coiicenlriscben  KugelflächtM)  be|;ränzten  Kugelscbale  ^\\t,  cr- 
'  uieUt   sich  hieraus   uuniittelbur.    üien}  führt  zu  dem  roigeiiUea 

Die  Anziehung,  weKlie  eine  von  zwei  concentri- 
ächeu  kui^el  flächen  hegränzte  Kugel  schale  auf  einen 
ausserhalb  ilfr  befindlichen  Punkt  ausübt,  ist  je(]er<> 
seit  ganz  dieselbe,  al«  wenn  die  gcisanimte  Masse  der 
KugeUchAle  in  dem  gemeinschaftlichen  Mitteipnnlcte 
der  beiden  begrftnseoden  Kngelfiftchen  coneentrirt 

'  Dieser  Satz  ist  (lir  die  phy.^ische  Astronomie  oder  Mechanik 
des  Uinimefs  wichtig,  weil  man  nach  demeelbeo  bei  der  Theorie 
der  Bewegung  der  Planeten  tim  die  Sonne,  insofern  man  deren 
Massen  gegen  die  Sonnenmasse  als  unendlich  Icleio  l»etrachtet» 
'die  Mnsse  der  Senne  in  dem  Seonemittelpankte  eoocentrirt  an* 
nehmen  kann.  ^ 

Wr  «reMen  mm  anch  die  Anxic^ng  eber'Kitgel  ' anf  einen 
in  ihrem  Innern  liegenden  Punkt  betractiten,  dessen  als  positiir 
betrachtete  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  durch  s 
bezeichnet  werden  mag.  Leeren  wir  durch  den  ano^pzoirenen  Punkt 
einen  auf  dem  durch  diesen  Punkt  gehenden  Du!(  hinesser  der 
Kugel  senkrecht  stehenden  Kugelkreis,  so  thcilt  dieser  Kuget- 
Icreis  die  Kugel  In  zwei  Segmente ,  und  nsTch  dem  Obigen  ist  die 
als  poelUv  ,  mraehtele  Aaalehung  des  grosseren  Kugelsegnenta 
efenbar  -      ;  . 

-  ^  ,  • 

Qud  die  gleichfalls , als  positiv  betrachtete  Anaiehiing  des  kleine- 
reo  Kugäsegments  Ist 

webd  sieh  nach  dem  Obi^^n  ron  seibsl  ▼ersteht,  dass  die  Rich- 
tung der  Anziehnng  in  beiden  Ffillen^  mit  dem  durch  den  angezo«  . 
genen  Punkt  gehenden  Dnrchmesfifer  der  Kugel  ausammenlftllt. 
Also  ist  offenbar  die.  Anziehnng  der  ganatn  Kugel: 

5^  {,-8 + fS  _    _  V^jiä:::!^! 

•    »  O«  '      •  , 


d.  I.J  wie  sich  hierans  auf  der  Stelle  ergiebt: 


Digitized  by  Google 


30 


Bcteiehnet  nrieder  (t  die  Mam«  der  Kogel»  so  ist 

folgHeh  nach  dem  Vorhergehenden  die  Anziehung 

Denken  wir  uns  eine  Ton  zwei  eoneenfriseben  KueelflScfaen 
begrIEflzte  Kugelsehale,  und  in  deren  HOhlnne  einen  Funkt»  no  ist 
die  Anziehung,  welche  die  Kugelschale  aiif  Aeseu  Punkt  ausdbt» 
nach  dem  Obigen  offenbar 

•    4  4 

und  verschirindet  aiso,  was  zo  dem  folgenden  merkwfirdigeü 
Satze  führt:  -    '  '  ,  , 

Die  Anziehung,  welche  eine  von  zwei  eoneentri- 

sch^^en  Kii  j^einärh  en  !>eG:ränzte  h  omo  ßencKii  eclscha  I  e  , 
oder  eine  von  zwei  co  n  cen  trischeo  Kugeltlächen  be- 
kränzte homogene  Hohlkutjel,  auf  einen  innerhalb 
ihrer  Höhlung  befindlichen  PuiiLt  ausruht,  verschvviu- 
det  jederzeit,  und  wo  sich  als4>  auch  dieser  Punkt 
innerhalb  der  Höhlung  befin-den  mag^  sind  die  auf  ihn 
wirkenden  Kräfte  unter  einander  im  Gleichgewichte, 
der  Punkt  he4'tndet  sich  folglich  fiberali  innerhalb  der 
Hühiulig  in  Uuhe. 

Hiermit  will  ich  diesen  Aufsatz  schllesaen»  In  der  Hoffaung 
jedoch,  bald  wieder  auf  den  Attractionscalcul  zurffckzukommen» 


i^iy  u^Lü  Ly  Google 
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II/ 

Die  KrttBiiiiniisstheorie  der  He^el- 

,  selinitte,  elementar  seometrteeli 

Voo 

Herrn  Planck, 

Keyeleuten  an  der  |iol^ieclinUcheo  Schule  zu  Siuitgart. 


Mittelst  einiger  Lehrsätze  über  Cer»fralj)rojection  lässt  »ich 
der  folgende  j  die  KrOmmungstheorie  der  K^gelsehnitte  enthaltende 
Sfttz  aufstellcni.  (Taf.  L  Fig.  L). 

0 

„Zwei  Sehiieit  MP,  31 Q  eines  Kci*olscfinitfos ,  die  symme* 
trisch*  zu  tiesseii  Itauptaxen  iiiL^e)),  «gehören  einem  iieruhrungs- 
kreis  des  Kegelschnittes  iiu  i^unkte  Jki  an.^'  '  ' 

Dae  Projectioiiscentram  C  liei^e  in  der  Ebene,  die  man  durch 
den  l\ittteli)unkt  O  de^  tu  firojlclrenden  Kreises  senkrecht  zur 
.Spur  der  Krelscbcne  i^elei^t  hat.  Auf  tiein  Schnitt  der  Kreis- 
ebene niit  tler  durch  C  yKirallel  zur  Grundebene  i^elei^ten 
Ebene  nehme  man  zwei  Punkte  A  und  A'  in  gleicher  Ent- 
lernung  yon  O,  und  ziehe  an  den  Kreis  die  Tangenten  AM, 
AS%  A'W  i  A*N\  Es  werden  abdaon,  wie  aus  den  S&tzen  >aii 
4er  Polare  folgt,  die  Geraden  iüiV^  M'N  sich  in  einem  Punkt  D 
der  AA*  schneiden,  der  zugleich  auf  dem  zu  AA'  senkrechten  . 
Ihircbinesser  liegt.  Von  /('  aus  ziehe  man  eine  SeTcante,  die  den 
Kreis  in  P  und  Q  schneidet,  so  bilden  die  Geraden  N' A',  N'P, 
A'J/'.  JS'Q  ein  System  harmonischer  Linien,  folglich  auch  die 
Geraden  ilfZ>,  Mi>,  MM\  da  A'N'P^DMP  a.  s.  w.  Es 

{irojicireB  sieb  nun  A'P  und  A'M'  als  parallele  Geraden ,  und 
iqfsinietnsch  gegen  die^Projection  der  Tangente  AM»  Die  Sek» 
Den  Mi^t  nner  ]iropcirGn  sich  ,    f?n  flio   l'rojection  von  D  In 

Mandliche  Entfernung  lallt,  als  zwei  Sehnen  symmetrisch  zur 
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t  « 

Projcctioii  von  MW,  Es  worden  folglich,  wie  der  Winkel  der 
Tangente  AM  mit  il/Q  dem  Peripherien inkcl  MPQ  gleich  ist, 
so  audi  die  Frojeetkinen  beider  Winkel  eiiiaiider  cIMcli  cein»  «ad 
hiernach  ist  die  Tangente  am  Kegelschnitt  auch  Tangente  an 
die  beiden  Sehnen  enthaltenden  Kreiee«  niithiii  ist  dieser  Kreb 
BerObrangskreis. 

,  Lässt  roan  jetzt  beide  Sehnen  sich  um  gleichviel  drehen,  bis 
die  eine  in  die  Tangente  fililt»  so  geht  der  Berflbrunsskreis  In 
den  Krünimnng^kreis  über.   Die  Sehne  MRt  nach  der  dieser  de* 

Kegelsiclinift  schneidet,  ist  die  Projection  von  A'M.  Sie  ist  dem 
Durchnieiiser  zugeordnet,  der  mit  dem  der  Tanirente  ztiueordne- 
ten  symmetrisch  liegt:  conshuirt  n»an  den  Punkt  R  des  Kegel- 
schnitts, 8o  lassen  sich  mittelst  dieses  Punktes  heltebig  viele 
Sehnen»  wie  MP^  MQ  conslrwren,  da  RP  and  JfQ  irieh  Iwjr 
auf  demselben  Durchmesser  schneiden. 

Ans  den  Gleichungen  des  Kegelschnittes  und  des  I>(  rülmmgs- 
kreises  iSsst  sich  der  erwiesene  Satz  auf  so  einlache  Weise  ab- 
leseu,  dass  es  uns  wundern  Rollte,  wenn  er,  da  er  doch  immer 
interessant  genug  ist,  nicht  irgendvro  ausgesprochen  wire.  Ver- 
legt man  den  Coordinatenursprun«;  in  den  Punkt  und  bezieht 
den  Keseisf  fiDttt  auf  Axen  parallel  s 


seine  UJeichung 


parallel  au  den  Üaiiptuen»  so  belsst 

A3!^\Cy^\Dx\Ey—{S  (1.) 

Die  Gleichung  der  Tangente  im  Ursprut^  heisst  Z)jr^£y^O, 
fuJglicb  die  CiileiGtiung  der  Formate  Ex — i^sO. 

Die  Gleichung  des  Kreises  (wenn  Jf,  F sein  Mittelpunkt)  heisst; 
oder,  da  £X — Z>F=0; 

•(II.) 

Durch  VerhinduDg  von  1..  und  II.  aber  erhält  man  eine  Gleichung 
von  der  Form 

eine  Gfcichunc^,  die  zweien  dem  Kreis  und  dem  Kegelschnitt  ge* 

roeioschai'tlichen»  symmetrischen  lehnen  zugehört. 

-  ,  * 

Die  obige  Construction  des  KHImniungsmittelpanltfes  isf  Ali 

die  »Scheitel  der  Kegelschnitte  nicht  brauchbar;  da  aber  i^r, diese 

der  KFfimmungshnlbmesser  ijlpirfi  der  Snhnormale  ist,  so  lassen 
sich  die  von  dieser  bekannten  Eiu*  nschalten  benutzen,  wie  z.  B. 
dass  bei  der  Hyperbel  jeder  Putjkt  dieselbe  Subnormale  hat  mit 
dem  zu  derselben  Abscisse  gehörigen  Punkt  der  Asymptote,  u.  dgl. 
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III, 

INrekter   Bewei;^    der  Xndulation§« 

•  der  Fixsterne. . 

Von  * 

Herm  Professor  Ur*  Ri^cke 

•  •  ■  9 

«II  ^er  Ir^igl«  wArMcnbei^ischen  land-  und  fontwiftNelmftttdMni 

AlcMleioie  sfi  Hohen  heim* 


Die  sogenannte  Aberration  Her  Fixsferne  besteht  im  Wesent- 
lif  ^icn  darin,  dass ,  wenn  die  Frde  JE  (Taf.  I.  Fig.  2.)  in  ihrer 
Üabn  uoi  die  Soime  sich  in  der  Richtung  von  }^  nach  Ä  beivegt« 
«In  Sfeffti  S  dem  A"^®  nicht  In  der  Rlehfung  £5,  «mdern  In  &r 
Richtung  l^Sf  erscheint.  Dabei  hetrigt  der  Abweichhngswinkel 
wenn  derselbe  seinen  grossten  Werth  emiefat,  nfibezu 
20  Sekunden  und  diese  Ahweichnog  ilidet  iiniaer  auf  der  Seite 
gegen  MA  zu  3tatt«  ~ 

Wollte  man  zur  ErklHniDc  dieser  Erscheinung  davon  ausge- 
ben, dass  das  Licht  iiei  seinem  Eintritt  in  die  Erdatmosphäre 
neben  seiner  eigenen  Bewegung  an  der  Beuegung  der  ErdeTbeil 
fpelnnen  roOsse ,  so  würde  steh  darans  svrar  auch  eine  Abweiehung 
von  der  Richtung  ES  ergeben,  aber  nach  der  ents^egentresetzteS 
Seite.  Tritt  nämlich  das  Licht  bei  B  (Taf.  I.  Fiij.  3.)  in  die  ' 
Erdatmosi)hire  und  stellt  BD  den  Weg  des  Lirbts  in  eim  r  Se- 
kunde, BC  (parallel  mit  EA)  die  Geschwindigkeit  des  Ei  dl^örpers 
vor.  so  müsste  unter  jener  Voraussetzung  das  Licht  seinen  Weg 
in  der  Diagenale  BF  des  Parallelosramms  fortsetzen  nad»  ^  wenn 
es  da.^  Au$;e  des  Beobachters  in  E'  erreichte,  der  Starn^in  der 
Richtung  E*S*'  erscheinen.  Für  den  Fall,  den  ich  hier  aliei« 
betrachte,  dass  8£  sealneebt  auf  EA  steht,  wSre  dann 

Tbcil  XMlh  .         <  9  . 
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S  _        _        —  GeBchwindigkeU  der  Frde  

^^  '  i  DBF"^  1ÜD~'  BU'"  Geschwindigkeit  de«^  Licht« 

4  l 

'belteufig  =  -jjgQg  =0,0001  ^ 

und  somit  der  AbwcicfaiuigsfviDkei  SBS'f  wie  bei  der  Aberratioii, 
nahezu  =^1  ^ekuoden. 

Da  die  Beobaciituns^  aber  ielirt,  dass  die  Ain%€iL'han|^  iiei  der 
Aberratioii  der  Fixsterne  nach  der  eatgegeiigesetzteii  Seite  Statt 
findet,  BÖ  folgt  daraus»  dass  die  •Voraussetzung,  wonach  das 
Licht  beim  Eintritt  in  die  Atmosphäre  an  der  Bewe^un^  der 
Theil  nimmt,  nnrichtig  ist.  Man  siolit  sich  somit,  wie  diess  schon 
Fresnel  bemerkt  (venjl.  Gehlcr's  NVörterLuch ,  Artikel  laicht 
S,  338.),  zn  der  Aiinaliiue  genöthij^et.  dass  der  den  Weltraum 
erfiiltende  Aether,  durcli  dessen  Vibrationen  die  LichtempfinduBf; 
entsteht,  im  ruhenden  Zustande  verbleibt,  wbbrend  dieEcdb 
sich  in  ihm  und  durch  ihn  beviegt.  Diese  Annahme  setst  freilidl 
eine  alle  Vorstellung  übersteigende  Porosität  des  Erdkurpers  und 
eine  ebenso  alle  Vorstellung  fibersteij^eiido  f^c'mheit  des  Aefhers 
voraus.  Indessen  erfordert,  wie  Aruijjo  hrnu  ikt  (vergl.  Gehlerts 
WOrterb.  Art.  Licht  S.  339.),  auch  die  Eri^liirung  d^r  astronomi- 
schen Strahlenbrechung  die  gleiche  Annahme,  und  es  sÖnuBt  sol- 
ches zugleich  mit  der  bekannten  Tbatsaebe  fibereUi,  wonach  fast 
alle  Beweguugen  der  Himmelskörper  genau  so  erfolgen,  als  ob 
sich  dieselben  im  leeren  Haunic  neweirter),  ein  >Vi(lerstand  des 
Aetbers  also  bei  astronomischen  Berechnungen  in  der  Kegel  als 
nicht  vorhanden  angeuoauuea  werdeu  darf. 

Etwas  befriedigender  fällt  die  Ertslärung  der  Aberration  aus, 
wenn  man,  den  Aellier  als  ruhend  annehmend«  nur  die  Bewegung 
des  Auges  dabei  In  Betracht  zieht.  Ist  nlmlich  die  Axe  des 
Auges  AB  (Tat.  L  Fig.  4.)  in  dem  !Monient  gegen  den  Stera  S 
gerichtet,  in  welchem  der  Lichtstrahl  SA  in  das  Ange  tritt,  «e 
wird  dieser  sf^ine  geradÜni^rc  F?cwcgung  im  Ano-e  fortsptzon,  wäh- 
rend das  Auge  mit  der  iLide  sich  in  der  Bichtung  .-ICfoiiliewegt. 
Der  Lichtstrahl  trifft  also  die  Netzhaut  nicht  in  der  Mitte  JS, 
sondern  In  dem  Punkte  B',  wenn  nSmIlch  das  'Auge  sich  mit  der 
Erde  in  detseiben  Zeit  von  A  nach  Af  benegt  hat,  in  welcher 
das  Licht  von  A  nach  B'  gelangte.  Das  Ange  erhäK  somit  den 
Find  nick  dos  Steridiehts  in  dem  Punkte  B*  und  versetzt  dann 
den  Ort  des  iSferns  in  die  Verlängerung  der  Linie  /?A'.  Der 
Winkel  AB'A'  oder  Sß'S'  ist  hternacli  der  Abweiehungswinkel, 
und  zwar  findet  hier  die  Abweichung  ubereinstimmend  mit  der 
Beobachtung  nach  der  Seile  Mn  Statt,  nach  weMber  die  Erde 
skh  bewegt.  Auch  ist  hier'ftr  den  Fall«  dnse  SAC  tUm  Rechlsr 
Ist*  wie  fribefs 

c»«/  jd/^*       ('Cschwindi^Iieit  der  Erde 

tg.Äl^Ä  -XB'"^  l^äfiiFMjgkeil  de«  US* 
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'  Eine  ^oirauere  Cnk isnnhung  zeiet  indessen,  dass  auch  diese. 
EffcUlning  der  Aberration  mit  den  Tliatsachen  nicht  ^anz  überein- 
stimmt, indem  sieli'  eine  grössere  Geschivindigkeit  des  Lichtes 
k    ^^Jf  ergeben  wfirde,  als  naeji  andern  nniweiJelhaf- 

ten  Erfahrungen  angenommen  werden  darf.   Aus  den  VerOnate« 
rangen  der  Jtipiterstrabanten  ^vciss  man  nämlich,  dass  das  Licht  • 
im    luftleeren    Rairiii    sirh   mit    einer  ^Gesch^  in  rliijkiit  von 
41560  Meilen  per  Sekunde  bewegt*).    Dies©  Geschwindigkeit  rer- 
'  Bindert  sich  aber,  so  wie  das  Licht  in  ein  dichteres  Mittel  tritt, 
in  demselben  VerbXltnis« ,  wie  die  Sinus  dei  Üiechungswinkel 
AB:  CD  (Taf.  1.  Fig  >50,  da  in  dem  gleichen  Verhilbii^s  äleb 
fli(^  Breite  der  Lichtwellen  AB,  BE  vermindert.    Da  nun  der 
üreeliungsexponf'nt  l)eiin  üebergrfng  des  Lichte 'ans  dem  leeren 
Räume  In  die  l  lik  !itis?keilen  des  Anj?es  (nahezu  wie  heim  Was 
ser)  =  4:3  angenommen  werden  darf  (veri;!.  (Dehlers  Wiirterljuch  . 
1825.  Bd.  L  S.  552),  so  mua^s  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich 
mm  laicht  im  Ange  bewegt, 

=  |.4I660==31170  Meilen 

Metnt  werden.  Berechnet  man  dagegen  diese  Geschwindigkeit 
Meli  Biviaien  des  Wegs,  welchen  die  Erde  anf  ihrer  Bahn  um 
ife  Senne  durchschnitflieh  in  der  Sekunde  aurOeklegt,  mit  der 
Tangente  des  Aherrationswinkels ,  so  erhalt  man  nach  StruTe**) 
eine  (Vcsrhwindijikeit  von  41519  Meilen  per  SeknTulo.  Diose  Diffe- 
renz von  10349  Meilen  ist  viel  zu  gross,  um  sie  aus  Beobach- 
tv^sfeblem  erklären  zu  künnen,  man  mnss  vielmehr  ohictc  Er- 
llltoaag  der  Aberration,  wonach  die  daraus  berechnete  Licbt- 
geneliwindigkett  die  Geaehwindigkeit  deaeelben  im  Auge  wSi», 
als  nvrielitig  verweVfen. 

Das  Fehlerhalle  in  dieser  Erklärung  lag  offenbar  darin,  dass  die 
Art  und  Weise,  wie  die  Grosse  des  Aberrationswinkels  von  den  As- 
tronomen messen  wird,  dabei  nicht  berücksichtigt  worden  i^f 
2war  i>t,  wie  bekanut,  um  die  Grösse  der  Aberration  zu  bestimmen, 
elae grosse  Zahl  der  verschiedensten  \N  inkelmcssungen  erforderlich, 
ins  welehei^  erst  durch  weitlauüge  Rechnungen  der  Aberrations- 
«Uel  abgleitet  wird»  —  indessen  Icann  man  doeh^  fSrdengegen^ 
wärtigen  Zweck  die  Sache  einfach  so  darstellen,  dass  man  zum 
Behuf  der  Winkelmessung  dem  Teleskop  diejenige  Richtung'gibt, 
ia  welcher  das  Bild  des  Sterns  mit  dem  Durchschnitt  des  Faden- 
kreuzes in  der  Rnhre  zusammenfallt.  Dadurch  wird  die  Sache 
vom  Auge  selbst  und  von  der  Geschwindigkeit  des  Lichts  im 
Aage  tinabhSngig ,  ynd  es  tritt  nun  bei  der  Erklärung  der  Aherra* 
—  Fernrolir  wAM  seiner  R&hre  an  die  Stelle  acs  Angea. 


KarJi  Ileraebcl.    Versl.  Fischer'«  Naturlchrc.  1840.   Ba:id  2. 

S.  329. 

**}    Gehler  t  Wärierb.  Sachregi«l<  r  S.  3&3. 
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"Es  sei  AB  <Taf.  i.  Fij?.  ö.)  tflc  HJihrc ,  F  das  Faclenireuz 
und  FC  die  Richtung,  in  welcher  ^itii  die  Uuhrc  zugleich  mit 
der  Erde  bewegt.  Wollte  man  nun  di«  Az«  des  Rohrs  in  gera- 
der Linie  ftfich  dem  8terne  S  richten,  so  sieht  mo  leicht,  dasa 

kein  Bild  desselben  im  Fernrohr  entstehen  konnte.  Der  hei  A 
in  die  Röhre  eintretende  Strahl  SA  bleibt  nämlich  in  der  »era« 
den  Linie  SA,  während  das  Rohr  sich  gegen  C  hin  forthpueet, 
so  d«iss  in  dt^ia  iVIoment,  wo  der  8trahl  nach  F  gelansjen  uünle, 
das  Fadenkreuz  berciU  in  sich  beiludet.  Man  muss  also  dem 
Rohr  ein^  solche  Neigung  gegen  SA  geben,  dass  sieh  Ff  zu 
AF'  (Taf.  'L  Fig.  7.)  verhält,  wie  die  jKeschvindigkeit  des 
Rohrs  zur  Geschwindigkeit  des  Lichts«  Bei  dieser  Stellung  der 
Rohre  wird  der  Strahl  SA,  während  er  seine  geradlinige  Bcwe- 
guDi^^  forfsezt,  imiucr  in  der  Axe  des  Fernrohrs  ideihen  und  so 
den  iiurchschnitt  des  Fadenkreuzes  in  F'  treffen.  Dctr  Ab^vei- 
chungswinkel  Sl^S*  vr'ird  aber  auf  gleiche  Weise,  wie  oben,  von 
dem  Verhältoiss  der  Lichtgeschwindigkeit,  zur  Erdgesehwlndij^keit 
abhängig  sein.  ... 

IVnrh  dieser  Krklh'runcr  ist  die  Geschwindigkeit  des  Lichts, 
wie  tiie  i>ich  aus  der  Aberration  berechnen  lässt,  seine  (lesrhwin- 
digkeit  in  der  Lui't^  ^  wahrend  die  aus  den  Verfiuüterungeii 
der  Joplterstrabänten  berechnete  Lichtgeschwindigkeit  die  Ini  lee- 
ren Uaume  ist.  Die  Resultate  beider  Berechnungen  slimroen 
auch  mit  hinreichender  Genauigkeit  nberein,  wenn  ^nan  envägt» 
dnss  das  Licht  in  der  Luft  *iich  in  demselben  V'erhaltniss  lang- 
samer bewegt,  in  welchem  der  Sinus  <les  B!eehun*r.s\\ inkels  in 
der  Luft,  kleiner  ist,  als  der  Nirms  des  Brechun^su inkeis  im  leeren 
Uaume.  Üa  nämlich  Struve  die  Geschwindigkeit  aus  der  Ab*- 
erration  zu  4181 9  Hellen  berechnet  hat-  und  der  Brechungsexpa- 
nent  beim  Uebergans  des  Lichts  ans  Luft  (von  mittlerer  Uicbtig* 
keit)  in  den  leeren  Kaum  =1,000294^)  i^t,  SO  ergibt  sidi  daran« 
die  Lichtgeschwindigkeit  im  leeren  Räume 

1,00021)4. 4J?19=41531  Meilen."' 

« 

Dieses  Resultat  ist  nun  awar,  da  tierschel  die  Gvschvrindigkeit 
des  Lichtes  im  leeren  Raani  aus  den  Verßnsterungfm  der  Jnpt> 
tersmondc  zu  41560  Meilen  berechnet  hat,  immer  noch  um  !\le!- 
len  zu  klein.  Alter  diese  Üifi^renz  liegt  noch  ganz  innerhalb  der 
.beiderseitigen  Fchlergränzen,  welche  Struve  bei  seiner  Berech- 
nung zu  22  Meilen  angibt,  und  es  dürfte  also  in  dieser  Differenz 
kein  Grund  liegen,  die  Richtigkeit  obiger  Erhlllrnng  in  Zweifel  sn 
aiehen/*) 

/ 

_    _  .    "  - r  r-  - 

s 

_  •)    Ponfllel-MilUera  Lehrbuch  der  Physik,  t845.  ild.  2.  S.  390. 

♦•")  .  Nach  neueren  Untersuchungen  (vergl.  Fischer'«  Xaturlehre 
Bd.  9.  S«  ^31.)  wäre  freilich  die  DiflTerens  der  Beiden  llesiiltiite  öb^  die 
LichCgs«cli windigkeit,  wie  sie  sich  aus  den  Beuhachtnngen  der  Jofiiter«- 
monde  und  der  Aberration  der  Fixiteme  ergibt,  viel  bMentcnder,  n&aii- 

lich  nro  ^  kleiner,  d.  h.  die  Ge<chi»indigkeiC  fände  iieh 
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« 

Hieraus  ergibt  »ick  omi  elii^irekter  Beweis  lur  tiie  Undula*^ 
fiMiallicorie  des  Licht« »  ^^enabcr  der  INeutoii*8«lieD  fioiaiiatioiis«  * 
tlicorie.    Letztere  iitnss  iiäiHlich,  nie  bei<aiint  zur  Erklärung  der 
o|>tischen  ErscfjeiDiKiL^en    eine    vermehrte  Geschwind ii^keit  des 
Lichts  im  (iichteceii  iViittel  annehmen,  wahrend  die  t/iidulations* 
tkeorle  gerade  umgekehrt  eine  Verminderung  der  Geschwindigkeit 
4ibei  voraassetBt»  Indem  nach  dleee^  Theorie  bei  gleieber  Zeit* 
dlMr  die  Breite  der  Licfat^vellen  in  gleichem  Verbältliie«,  wie 
der  Sinus  des  ßewegungswiukels ,  abmmnit.    Diess  veranbssto 
»chon  Arago  zu  dem  Wunsche,  auf  ähnliche  Art,  nie  Wheat- 
stoiie   die    Oeschwindigkeit  iler  Elektrlcitätsbewegurii?   in  den 
festeD  K5r[»ern  g^mos^ieu  hat,  auch  die  Lichtgeschwindigkeit  in 
▼  erschi  edeneu  Mitteln,  messen  zu  können,  um  so  auf  dem 
.  ^^ege  der  Brfabrung  einen  direkten  Beweis  ftr  die  Riebtigkett 
'  diei:  (Jndulationstheom  2u  erh.dten.    Der  von  ihm  vorgeschlagene 
Versuch*)  int  aber,  so  viel  l)ekannt  wurdo,  bis  jetzt  nicht  aiiffe- 
atellt  worden.    Dagegen   bietet  nun   pinn  Vergleichung  der  Ge- 
€schn  indigkeit,  wie  si«*  sich  aus  der  Alu n  ation  dt*r  Fixsterne  er- 
gibt, mit  der  Geschwindigkeit,  wie  sie  »ich  au&  den  Vcrßiisterun* 
l»en  der  Jupiterstrabanten  berechnet ,  ein  «olcbee  Mittel  sur  l^rAfung 
der  UndolatioiistlieerleL  dar,  •  Naeh  obiger  Erklärung  der  Aberratioi^ 
erbalt  man  nnndich  auf  dem  ersten  Wege  die  Licbtgesebwindigkeit 
in  der  atmosphärischen   Luft,   auf  dem  andoron  "Wege  dagegen 
die  Lichtgeschwindigkeit  im  luftleeren  I>;uinie  und  es  ist,  wie  es 
die  ündumtionstheorie  voraussetzt,  wirklich  die  erstere  Geschwifi- 
digkeit  geringer  als  die  letzter^.   Auch  ist  das  Verbkitniss  beider 
GescbwiBdigkeiten .  wie  oben  gexelgt^  wurde,  mit  dem  Breehnngii- 
«ponenten  beim  tJeber^^ange  des  Liebte  aus  dem  leeren  Ränrne 
te  Loll  wenigstens  nlebr  Im  Wldersprneb. 

in  den  Lehrbüchern  der  Physik  wird  fast  durchaus,  auf  die 
Differenz  in  der  Lichtgeschwindigkeit,  wie  sich  dieselbe  auf  den 
angegebenen  zwei  Wegen  fcerecbnet,  kein  \^erth  gelegt; 


mi«  ier  AbenratliHi  ss  41519  Meiftti « 
'  so«  des  Jo|>{tcrmiHin4sn  =  4IT27  Meilen. 

Mme  grosse  Differenx  dlirfte  dasM  führen,   bei  der  Krk Inning  der  Ab* 

errat ion  neben  der  Rohre  auch  das  O  Ii  j  c  c  t  i  v  j[;  las  des  Telcsknp.t,  init- 
telst  drasen   die  Winkfliiic^fitiiig  geschah  ,    in  Hrtrarbf  7tj  7.\vhvr\.  fh'r 
«ro««e  Refraktor  in  Üur|>at  bpi  eine  Kreunweite  tou  i.i,5  1*  uü«  =  Zoll 
nmeift  man  nnn  4lt  Dicke  Sea  Objectita  =  1,37  Zoll,  ao  dnrclitaaft  daa 
^iM^i  iiHcht  xnerat  die  Glaasehiebt  von  1,37  Zoll  mit  einer  Ctaaebwindlg' 

Mt  T#n  V^=M74S  McHen,   aodmw  die  LnflMhicht  In  der  lUbre 

Jy56 

41727 

TM  163  Zoll  mit  einer  Gaaehwiodigkeit  von  ; — — — -  =:  41714  Haile«. 

Mea«  gibt  für  die  granae  Strecke  von  163,^7  Zoll  eine  mittlere  Ge- 
•cbwindigkeit  Ton  41519  Meilen ,  fdierein«(iinmend  mit  olii^er  von  Str nve  ' 
in  Oor|Nit  aoa  der.  Aberration  gefondencn  Lieh Igetch Winzigkeit. 

•>    VeraK  Pmendorfe  Annalen  Bd.  46.  S.  88.  nnd  Gebier  «  IVor- 
isi^nch  1B45.  Saeliregleter  S.  3»», 
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ReMiUale  werden  vielmehr  al«  flbereiwiiminend  *)  bezoichmt  uiiil 

der  fferinge  Untersdiieil  den  nothirendigen  Unvollkoninieubeiten 

der  Beo!);ic!itnnj^cn  und  IVlessiiTigen  7:ur  Last  »rclej^t.  Indessen  Kst 
es  £ichon  /um  \  oratii^  auflfuUend ,  dass  von  den  verschiedensteu 
Berechnern  die  aus  der  Aberration  abgeleitete  Geschwindigkeit 
imaier  kieitier,  nie  grosser  gelundeu  worden  ist,  und  au^  den 
nenesten  sergfiiltigsten  Berecbniingen ,  bei  welebeii  zugleich  die 
Feblergriifxe  angegelieii  let,  tmft  sich,  du«  die  Differenz  jede» 
falle  bedeutender  ist,  um  aus  einer  Ungenauigkeit  der  Rechnung 
sich  erklären  zu  lassen.  Dieser  Unterschied  ist  ;ilsf»  nicht  zufai- 
lig,  er  ist  vielmehr  in  dem  Umstand  wohl  he^rüiidet,  dase  die 
Geschn  iudigkeit  selbst  in  beiden  Fällen  eine  andere  ist. 

Eine  vollkommeee  Uebereinetiromnng  der  Beobachtang  ailt 

den  Voraussetzungen  der  Undalationstbeorie  hier  nachzuweisen, 

ist  allcrdin'gs  schwierig,  —  denn  setzt  man  die  Geschwindigkeit 
des  Liclhts  im  Vakmim  zu  41500  Meilen  und  den  Brechungsexpo- 
nenten fiir  Xiuft  seibbt  zu  l,()0ü3,  wonach  die  Geschwindigkeit  aes 
Lichts  ii)  4er  Luft  —  41547  Meilen  sein  miisste,  so  beträgt  der 
ganie  Uuterecfaied  doeb  »er  13  MeUen»—  al«e  viiA  weeiger  ale  die 
Fehlergränzeo  bei  der  Rechnung.  ZiebC  mo  aller  aiiderereeits 
in  Erwägung,  dass  die  Emissionstheorie  eine  um  so  ?iei  gros- 
sere Geschwindigkeit  in  der  atmosphärischen  Luft  voruissetzt. 
so  muss  man  doch  iu  dem  Unistanr! ,  duss  aus  der  Aberration 
jederzeit  eine  kleinere  Geschwindigkeit  des  Lichts  bere«  hnet 
wird,  eioen  vollen  duckteu  üeweis  iür  die  lücbtigkeit  der  Uudu- 
i_  ^.  _   ^m.  _  _«  anerianaee. 


Endlich  sei  nocfi  bemerkt,  dass  nach  dieser  Darstellung  der 
Aberratiofjserscheinungen  zwar  aus  der  (iieicfiheit  des  Aberrations- 
viinkels  lüi  alle  Fixsterne  gerollert  werden  darf,  dass  das  Licht 
aller  äterue  in  der  atinospb arischen  Luit  gleiche  Geschwin- 
digkeit beeitzt,  —  nicht  aber,  wie  man  eeliee  folgern  wollte,  dass 
das  Licht  überall  im  Weltall,  tou  welchem  naben  oder  fer- 
n<^n  Sterne  es  auch  komme,  eicb  mit  derselben  Geecbwindigkeit 
he%vege.  Letzteres  darf  zwar,  Tinter  der  Voraussetzung  luftleerer 
Rfiunie,  aus  der  f hatsächlichen  Gleichheit  seiner  (Geschwindigkeit 
in  der  Luft  mit  Wahrscheinlichkeit  ansj;eni)iniiien  werden,  aber  ein 
direkter  Erfahrungsbeweis  für  diese  Debuuptuug  liegt  iu  der  Ab- 
erration der  Fixsterne  nicht. 


')   \  ergl.  K«a«clUe,  Koimoi.  Bd.  1.  9Sk, 
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IMe  jDMBercMttottoM  unter  'deai  late- 

gralzeiclieii. 

Voo 

Herrn  Oskar  Werner, . 


^  Y 

detBsen  Grenzen  von  ?/  nb?i3ngig  slnfl.  Jnit  der  Fonlorimcf  gegeben- 
ist,  es  nach  ^  einmal  zu  diierentiireu,  so  hat  maa  dazu  liereit». 
die  Formel 

4^7...«  *     Ar-.  *  -^Ar.  ,> 

gefunden«  Der  Umstand  nun,  dass  man  diese  Differentiation 
idcbt  weiter  setrieben  |iat  und  daiw  das  GeeeCn»  unter  welebeni 

die  bolleren  Differentialquotienten  des  ol)i(^eii  Integrales  stehea» 
durch  geringe  Kunstgriffe  auf  einen  einfachen  independenten  Aus- 
druck gebracht  werden  kann ,  hat  mich  zur  Redactiep  der  -folgcur 
geoden  icleinen  Untersuehung  l^timmt*  _ 

Vimtttelflt  dMi  Salm  / 

dm  d(ut)  dp 

« 

erweltoni  wir  »ioSeb«t  dl«  obige  Formel  m  folgender; 
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,  Um  den  z\vpitpn  DiffereT^tiafquntieiiteii  ll!lser(  ^^  !fit<  iir.Th  s 
TAX  crhalteTi,  dlffereiitüren  wir  die  Gieicbuag  l)  uacli  ^,  uudurch 

^  f  fi^  A.-    r''IMjL  V,  • 


Addlm  vrlr  hiersa  die  GleleiiaBg 


^yeiche  aus  1)  hervorg^,  wir  ^^^j^^^    aufitatt    /  (*  ,  y  > 

•elseiij  »o  erbftiten  wir 

^  f '     w   n'^n^^  y) , 


'Eine  weitere  Differcnftiiruiig  dieser  iiieicbtttig  gidlit 
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^       4^      ^      dy'  dg  - 

weidie  mU  4cr  aiw  17  '4*/^^^^  anatuU  A«>9)I«ick  ws">>en- 
iI«M)  GteiekDOg  .  . 

durch  Additioa  Terbtncktt  sogWich      det  FovmI 
mhrt. 

•  ■  «  . 

Wie'  wir  diesen  einfacheD  CulcOl  weiter  fortfilhren  konnm, 
ist  klar.    Betruchteil  wir  aber  die  Resultate  iintfr  1),  2)  und  3) 
einigermassen  mit  Aurmerksrunkeit,  so  werden  wir  zur  \'erniutbinig  , 
bingeieitetj  dass  der  nie  Jiifterentiaiquotient  des  Integrales 

Y 


folg«Mier  Vwm  sein  trerde: 
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+ — liy»  ^  ^""'^  •  355^       <^  • 

Um  die  volle  Gewigsheit  dieses  vor  der  üaud  noch  bypotheti- 
schen  Resultates  zu  haben,  differentiireo  wir  dasaeliie  aacb  jf» 
«fvdttteli  wir  erhaltm 

+  - 

Aus  1)  leiten  wir  eher,  wenn  wir  dareb  ^^^^  er* 

setaeu,  leicht  die  (jieiciiung       ^      ^  ^ 

+  ^  Y.-^g^. 

•b,  w«IcIm  sa  ibrar  V«rgSii(|wl«  addirl,  auf  di*.  F«iiMi 

flibrt  Danelbe  Resultat  gewiimeii  wir  a«cli>  weivo  wir  In  4^ 

ßir  n  setzen,  wodurch  das.  in  4)  aobgeapreeliea«  Geeeti  Ten  |i- 

dem  2^welfel  frei  ist 

In  dem  Falle  Y^^a,  wo  a  eine  Constante  beMichuet,  folgt 
aus  Gleichung  4) : 
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«ad,  wem  Ks^  MM  d«n«lbm  GMcbMigs 

Wenn  endlich  gleichieitlg  P=if  ua4  r=6  gesetzt  trird^  so 
«rbalten  %rir  «lur  4)  Ae  bmito  MMwnto  F«nufl: 

■  7.  .'|./-^<..,)^=/--^^-^-- 
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IMe  Umforipiiiiig  der  irrafioiialen  ^e- 
broehenen  F«iiet|onen  In  änderet 
welclie  einen  rationalen  üTenner  . 

haben« 

Von 

Henm  B.  Sommer^  - 


Z 

1.   Hat  man  die  crebroLljcne  Function  j^jt  wo  der  Zühler  Z 

ein  ganz  beliebiger  irrationaler  Austlruck  sein  mag,  ilessen  ein- 
zelne Glieder  aber  keine  iSeparatiienner  haben  spllen,  in  wifichcn 
'Wurxeiwerthe  vorkommen,  so  findet  sich  in  jedem  Lebrbuclie  der 
ÄrltlineUk  dara^tHaii,  wie  man,  soImiU  N'dle  Form  ri-aVa  oder 

aya-^lfyß  hat,  t  ine  Umlormuug  von  beiTerksteiligt,  in  «el- 
cher em  rationaler  j^ienncr  vorhanden  ist.  Man  multiplicirt  näm- 
lich Zähler  und  Nenner  der  gegebenen -FonctHMi,  reap«  nttl  r^^-^V't 
öder  aVtit^bVß. 

%\9k  Z  derselben  Bedingunfr  iintenrorfeti,  d.  h.  iet  X  ein 
tmfionaler  ganzer  Ausdruck,  so  Insst  sich  auch  (lir  die  masge- 

dehnteren  Formen  von  N,  nänilicli  (Vir  r  \  n\'cc  \bVß  und  selBst 
r -\- aV(i-\- f^Vß  \-('Vy  '^'^^^'^^  die  verlangte  Umlbrinun«;  anstiiliren; 
man  geht  dant»  itui  i»uct.e8^4i^  o  zu  Werke  und  schafit  eine  Wurzel 
nach  der  andern  Tort,  indem  man  sich  den  gegelveneu  Nenner  in 
swei  gleich*  o<ler  doch  möglichst  gteichgliedrige  Anedrieke  a«rkgt 
denkt,  die  man  dann.  ataU  wie  kn  Nen6er  iV  dnrck*-p-  zn  veikki 
den,  eulwtmctiv  nimmt, 

iSo  gibt  die  Multi|)licatiou  von 
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•  J    •  ^ 

_    -  .  N=ri  ayuiöVß  ' 

«iraii  Werth,  der  nur  noch  eine  Warzel  enthält,  so  wie  fär  ^ 
ottt  '  ' 

aV»  llesultat  einen  Ausdruck  liefert,  der  nur  iioch  zwei  Wiirseln  hat* 

In  diesen  Falleti  kann  m»n  initiiin  durch  fortgesetzte  Multiplication 
»letzt  2U  einer  UmCiirniung  koniaien,  die  gar  keine  Wurzel  ent- 

mt 

Den  Factor  F  als  Differenz  zweier  möglichst  gleichgtiedrigen 
darzosteUen»  ist  uuerläs^Uch ;  hätten  wir  z.  ß.  iur 

ihn  nicht  gieiebgliedrig  gema<*bt,  sondern  etwa  ^ 

genommen,  dann  würde  das  Prodiict  F.  N  auch  wie<ler  drei  Wur- 
zeln enthalten,  die  ganze  MultipHcation  hStta  dann  mithin  nicht 
das  Geringste  gxmiitzt.  ' 

3l  Enthftit  nnn  aber  N  als  Glieder  vier  Quadratwurzeln  aus- 
MT  dem  ratienaAen  Glinde  r  oder  gar  nslob  mehr  als  vier  Quadrat-- 
wurzeln,  dann  Kisst  sieb  das  Verfahren,  nach  wel(4i6m  man  st^hi 
eise  Worzsi  weniger  erhhit»  nicht  mehr  anwenden;  denn  man 
kit  für 

dso 

F=  (r + II  Vo+ ÄVj3)-(c  Vy + dy6) , 

im  Prodiicte  F.iV  auch  wieder  vier  Quadratwurzeln,  indem  deren 
drei  in  {ri-aV^^äVß)^  und  nech  eine  in  (cv'y  ^dVÖ)^  enthal- 
in  ifaid/  (Wir  nehmen  nämlich  r  als  von  Null  verschieden  an, 
db  irir  den  allgemeinen  Fall  betrachten  wollen).  —  Ebenso  laset 
*ith  leicht  zeigen,  dass  l)ci  einem  2«gliedrlgen  Ausdrucke  die 
MaUiplication  mit  der  f)iffere«z  lier  beiden  ngliedrigeu  Werthe 
uulüpücirt  (und  dies  i^t  noch  der  günstigste  Fall)  nur  fiir  2n  =  2 
wd  2«  =  4  einen  Werth  gibt,  der  weniger  als  2» — l  Wurj^eln  ent- 
^t,d.  i.  weniger Waraehi  als  der  gegebene  2»gliedrige  Ausdruck;  — 


ebeimo  dasa  bei  einem  '2114-1  glMrif^  AnsdnielGe  die  MellipBaUiMi 
mit  der  Dilerens  aus  einem  u  -  und  einem  (n  + 1)  cliedrigen  mm 
rnr  2/H  1  =  1,  oder  3  dies  noch  gibt.  —  Wir  unterlasi:en  es  den 
Beweis  hier  weiter  aiiKznführen,  da  derselbe  sehr  leicht  ist.  so- 
bald tun  II  nur  die  Anzahl  der  ComblnationeB  anr  aweiteo  Klasae 
einführt.  ^ 

4.  Um  nen  einen  An«idruel^  Ton  der  Form: 

der  n  Quadratnersehi  enthalte»  mag,  durdi  MeltlpllcatkMi  Mit 
einem  noch  unbekannteM  Factor  P  rational  m  madife,  wüilea 

wir  F  von  der  Form:* 

+  — 

w  o  niifliiri  die  erste  luiiiic  alle  Coridiinafionen  der  Wurzeln  er» t- 
haii,  die  in  N  vorkoiumea,  zur  ersten  Kla^iiie,  jede  mit  einem 
noch  unbeatimniten  GoelBclenten  rouHiplIcirt,  die  aweite  Reihe  die 
Comblnatlonen  zur  zweiten  KJasi^e  a.a.w«faio  aor  uteft'IÜaaee.-*-- 
Im  Gaoaen  enthält  daher  der  Factor  F 

^  ■  J  ■  w(fi— l)  ,  . 

d.  L  2»  Glieder. 

Bildet  mnn  nun  das  Prodtirt  F.!\\  so  werden  bierin,  wie  man 
leicht  erkennen  wird,  mir  Wur/elri  voiUomnien  können,  <lie  auch 
in  F  vorkommen.  Macht  mau  nun  die  liedingun^,  da»8  alle  Coef- 
Qcienten  dieaer  aXmmtiicben  Wurzeln  Terachwindeu  aollen,  ee  er- 
halten u'ir  hierdurch  iSs*— 1  Oleichtingen,  die,  weil  9*  nnbekaonte 
CoelBcienten  vorhanden  («ind,  noch  einen  de/selben  fvillkährlich 
anzunebnie  i  gei^latton ;  dies  letztere  werden  wir  wohl  am  geeicr- 
net^ten  dadurch  heiuit/on,  da^.s  wir  (f=l  anuebaien.  Der  neue 
rationale  iNienner  wird  nun  lür  (^=1:  >  , 

'  's' 

wo  nir  die  x  ihre  Werthe  aua  den  Gleichungen  einauaetaen 
aind*  *  -  . 

Die  ^  VVerthe  sowohl  wie  diejenigen  aller  anderen  nnbekaiuit 
angenommenen  Coeffielenten  kSnoen  aber  nicht  WurtelanadrOcke 
enthalten,  da  sie  sich  ja  sfimmtitch  ans  Gleichungen  vom  ererea 
.  Grade  herleiten,  die  Constanten  aber,  welche  iti  diesen  Gleichungen 
verkommen^  aelhat  keine  anderen  als  rationale  Gröaaen  »iod. 
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B«i«|ilel.  -FBr 

■ 

F.iVi=x(3 + 2^4 + (fcr,) + (3ar,  4 1  +  %)  V2 + (3a:g + 2  +  2^)  v3 

Ute  Coeflicieuteif  JTi»  ^r^»  ^  ergeben  »ich  daher  au«  den  drei  Glei* 
cliuugeii :  '  ^ 

I>ie  erste  dieser  Gleichunge»,  mit  2  mnitiplicirt,  hierzu  die  2te 
addirt  und  won  dieser  Samme  die  mit  9  muitiplieirto  drifte- rabtra« 
hlwt,  gibt 

A 

nad  daher  ans  der  erste«  nad  aveiteii  aon 


OO       \Q  71 

F.2V=af  2*i+toe=34:  ß  -  ß  = 


wird. 


5.   Sind  unter  den  Quadratwurzeln,  die  ia  N  enthaften  sind, 

auch  solclie,  welche  Comhinatiansfotmen  von  andern  gleichralls- 
vorkoDimenden  sinr! ,  so  kann  man  diese  bei  der  Aur$telltnig  der 
Form  V€Mi  F  aii$  gar  Dicht  vorhaudeu  ansehen»  so  hat 

A'^=r  +  a  \  afOs/ß-^cV  aß 
der  Fader  die  gaa«  Shnlsche  Form 

die  er  aucli  haben  würde,  wptih  das  Gtied  c\  (xß  gar  nicht  in  N 
vorkäme,  oder  wenn  c~0,  d.  h.  ,v\eiiu 
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* 


trifft 


ß.  Enthalt  iV  nun  alier  nirht  nur  Qiiailrahvurzeln .  sonderi» 
MIIgIi  habere  Wurzeln,  so  bleibt  das  \  erfahren  doch  can%  da>^^*elfip. 
nur  wird  die  Form  von  F  etwas  ausgedehnter  iveroen.   Sei  z.  Ii. 

m  n  j» 

Dan»  indssen  itir  u\  der  torni  von  F  liei  der  Combinatton  der 

m  m 

Wurzehverthß  Vft,  Vßf"  auch  stets  diejeiijeen  Ausdrucke  b«« 
riicksif  htii^cn,  die  man  aus  jeder  ekiicliifa  C^nlbiaatifMMi ffi m 
hält,  neuu  man  au  die  6telie  von 


m 


ebeiitto  6tatt 

•tati 


Vii  setzt  V^P*,  Vß^  V/^«-'; 


f  I»      J»  1» 

Vy  «etat  Vy*,  Vy",— V)^*; 


uml  zwar,  wie  sich  son  selbst  versteht,  ist  jeder  dieser  Ausdrcicke 
mit  «inem  eigenen  unbekannten  Coeflicienteu  zu  mtiltipliciren. 

So  «lud  mithin  z.  u.  ki  der  einen  Form  V«  •  Vß  die  Foriuea 
•iitlialteo: 


n  m 


•n      M        'II     ti  M       n  m  m 


Ea        lilmac^  Oer  Faetor  #*  dit  Fora  arWiaiit 

F=zl  f  Uli  a+«'iV«*  -|--^,«'«-i%%»-i 
j        *  «  ■ 

>   
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I  m     «  m  II 


+ 


«  - 

Die  Anzahl  der  verecfiiedenen  Wurzelwerthe  In  F  {»{iULdenelBeo 
rationalen  r.lieHo,  das  w»  ^ciH>»  der  fiM«!!  gkicb  i^mMliI  ba- 
beii>  wird  daher 

HU'»-»)+(»-l)+(p-l)  +  I 

+  

-Il(fli-l)(f.-l)(p-l)  ]. 

  ^ 

Es  Ut  lim  AeMT  Werth  taich  der 'Algebra  nlchta  andorM  «W: 
£1  +  (»-l]d£l-f(>»-l>J£t-f(p-l)l ....... 

d.  !•     . . 


•  • « • 


Der  Factor  F  ontliiilt  mitbin  m.n. })....  minus  1  unbekaTirite 
Coefficienten,  die  w  ir  auf  dieselbe  Art,  n  ie  in  Nr.  4.,  durch  ebenso 
viele  Gleichungen  ermitteln. 

«  « 

Das  Verfahren  in  Nr,  4^  selbst  ist  nur  ein  besonderer  Fall 
▼OB  denueheo  behandelten  flir  m=iis^s..* 

J>ie  Bemerkung  in  ]^ir•  5.  tässt  sich  auch  .hier  leicht 'fiber- 

•i  m 

tragen;  kommen  hier  s.  B*  Glieder  vor  wie  V«»  V«^»»***  uad 

m  n 

Combinationen   mehrerer  Elemente  wie  V«»  V/S*  etc.,  so  be- 

•I  « 

achten  wir  auch  nur  die  Werthe  V«,  Vß  als  Elemente,  berüclf- 
sichtii^en  aber  wohl«  dass  lllr  jedes  Element  auch  seine  steilver^re 
tenden  zu  setzen  sind. 

BeinpleL  Für. 
wird 

und       AF=:(3-2^a;a)  +  (aari— 2)V5  +  (aca— 2a:,)V5«, 

**      »  *  - 

daher  für 

Tbell  SVllI..  4 
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oder  '  , 

7.  Sind  nun  Im  Nenner  «neb  Glieder  von   der  Fotm 

V  vorbaftdea,  wm  wir  bis  Jctil  «le  »lebt  etetlfiiidoBd 

angenoninien,  so  lassen  sich  indessen  ancb  diese  wegsdiaffeB» 
soMd  wir  nnr  dem  F  eble  ooIcIm  Form  geben»  daee  wir  onler 

eehien  Elementen  nneeer  V  u-^yß  vnd  denacn  etelkerlieieadem 

m    m   

P6tei»enV  («+V/3)^,  .  ..V  («+V/?)«**'*ii€b  Boeh  -vli  mH 
Stellvertreteru  v/^^'^V^""^  aufnehmen. 
Man  elebt  daber  bleramu  daaa  i.  E. 


m. 


ganz  dieaelbö  Factorform  bat  wie  der  Nenner 


r 

m 


Man  behandelt  also  hier  \'ß  n  ie  die  Wurzel  ans  cim  ru 

rationalen  Werthe,  nur  dass  man  noch  seine  inuerbalh  stehende 

Wwwei  berffcbsalebtlgt» 

▲nalog  sSblt  der  Aoadmek 


m 

V 


ffic  die  drei  Elemente:  ^ 

m 

9  * 

'  ,      m  n   

\         iß-^evi)\  ß\eVi>Vy 

I 

jedeaimit  a^loen  Stellvertretern. 
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8.  Koflunen  Wurzeln  vor,  in  dencr)  sich  die  innerhalb  stehtadeil 
Wurzeln  nicht  steU  bis  su  Eutie  er&tredcen,  wie  a.  B.  b«K 

m 


V — ^ — ^ 

M  gllt'itteser  flir  die  M  Eleaente 

jedes  aiit  den  eleUferlFetMiden  PotonxeiL 

Mae  «Seht  hlMM  ii|id'aee  deriretigee  finetiiir,  daee  wibiend 


die  Elemente  vertritt: 


dagegen' der  Aasdrodk: 


die  ElemiBDte  bedingt: 


-I-6V  P+cVy+(/i/d,  V^P+cVy,  Vy,  V* 


Hiermit  sind  alle  FfiÜe  vorgesehen,  die  in  irrationalen  Aiib- 
driickeii  vorkommen  künneri.  — ■  Wenn  nun  anrfi  die  Austiilirung 
in  den  meisten  Fällen  eine  sehr  complicirte  ist,  da  man  so  viele, 
iVellich  nur  lineare  Gleichungen  zü  lOsen  hat,  so  ist  es  doch  nicht 
efcae  iatereMe  die  MOejiebkett  aDhetn  gestellt  su  haben,  die  Ina^ 
tioaafitif  gebteeiieaer  Foaefloscto  gana  anebi  aaf  den  Mkkt  aa 
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u  oirei),  <1a  Ja  belcatintilch  bei  BHteb«ii  der  2iMer  rW  biege oier 
i«t  all»  der  Neuser. 

* 

9.  Das  Verfahren,  welches  wir  ge^dgt  hui  tu  ,  ist  natüriich 
auch  tjultig,  wenn  man  »tatt  der  Con^tanten  r,  a,  0,  ,  ,  ,  «,  ß,  y 
Funciiouca  irgend  welcher  Variablen  bat.'  Um  beottem  in  rechneBi 
wird  man  sogar  sieh  diese  Foaotlonen  doffcb.Jtekhe  Bacbataben 
ersetzen,  dann  die  unbekannten  Coeflicrenten  ganz  auf  die  gezeigte 
Art  bestimmen  und  erst  ilnnn  ^virdcr  dio  eegebcncn  Ftmc-tionen 
einRihrerr  Will  ninn  auch  hier  wieder  ^  =  1  annehmen  odor  will 
man  es  t^leich  denn  kleinsten  Vielfachen  aller  >ienner  der  ermittel- 
ten Coefücieuten  annehmen,  um  jiämlich  diese  Coedfioienfeii  selbst 
aU  f^nze  and  nicbt  als  gebrochene  mtfonale  FsneÜoiiMi  mi  erhal- 
ten; das  bleibt  natürlich  gleiobgAltiir  ;  am  vortheiihftftesten  deirfie 
es  hidessen  aneb  hier  sein  den  ^ -Werth  gieieb  i  «n  wühlen. 

Es  folgt  biemiMi  s.  B.  fiir  «  ^ 

% 

und  f  und  f  als  rationale  Fnoction  von  x,  sobald  der  Zähler  auch 
nnr  solehe  Wurzeln  oder  deren  GombinntioneA  eotbSlt,  dass  die 
eompllcirteste  Wurzel  Im  umgeformten  Ansdrueke  nut  ihrem 
€oeificienten : 


sein  wird,  wo  <p  und  FN  rationale  FunctioTien  sind.  Verniitfplst 
der  Zerlegung  in  Pattialbnu  he,  div  wir  auf  den  CoefKirienten  noch 
anwenden, können,  wurden  wir  noch  weitere  Vereinlacliungen  vor- 
nehmen können;  es  hätte  dies  Bedeutung  für  die  Integration  ge- 
brochener irrationaler  Functionen»  «renn  es  üir  eist  gehingen 
wKre.  das  Integral  van 

V(ir— «)  («— c9 .  •  •  • " 

in  endlieher  Form  zu  ermitteln«  wenn  man  mehrmals  zwei  Factoreii 
unter  dem  Wurzelzeichen  hat. 

10.    Es  kann  zuweilen  geschehen,  das.s  wenn  man  dit  sw^te 

Factotforni  von  Nr.  4.  oder  diejenige  von  Nr.  6.,  hei  welcher  q—\ 
ist,  benutzt,  man  iur  die  unbekannten  CoelBcienteo  Ausdrucke 

von  der  Form  ^  oder  ^  erhSlt.  Geschieht  dies  nun  aneb,  so  den» 

tet  dies  doch  Iceineswegs  dahin,  dass  eb  Factor  nicht  existirt, 
sondern  nur  darauf»  dass  die  angewandte  schon  redncitte  Factor- 
form  (für  g  —  l)  unter  dieser  reducirten  Form  nieht  aufgestellt 
werden  kaoo.  £«  ist  nämlich,  die .  zivait«  Form  Ton  F  In  Mr»  4 
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«M  entMi  h«nrorgc^aiigea«  Mm  man  q  henumahm  jtnd 
«ehrieb 

•P  +  Jva+I'VH  ] 

und  hier  nun  den  ^Wertb^  als  ganz  rationalen,  nicht  mehr  berück- 
sichtiget -~  Ein  solclic»  Heramtidteen  nm  f  ist  aber  bieht  xa* 
Utelff»  w«on  ^  selbst  verschwindet,  wenn  also  mit  anderen  Wor- 
das  ganz  rational«  .Glied  des  Factors  F  gleich  Mail  Ist;  dann 
mflMettj  wie  nun  dies  ancb  am  dem  Ausdracke 

scbol»  endebt»  wenn  man  trotzdem  dfe  redncirt^  Form  ron  F  an- 

1  0 

gewandt  hat»  sich  die  Coefficieuteu  unter  Formen  %%  ie  ^  oder  q  er* 

geben^,  und  zuar  unter  j^,  wenn  sie  nicht  in  VVifklichkeit  in  ihren 
cprrespondireoden  Werthen  in  der  ersten  Form  von  i*^  verschn  lu- 
den, dagegen  voter  ^,  weon  Ilire,  eohvspottdiienden  Wertbe  ver« 

schwiuden. 

£s  gibt  dies  uns  daher  die  Regel: 

Nimmt  bei  der  früher  angegebenen  Regel  bei  derüestimmung 
des  Factors  einer  also  alle  Coefßcienten  Bruch  formen  mit  dem 
l>Ienner  Null  an ,  so  hat  man  nur  die  Factorenform  in  der  Art 
modiiiciren,  dass  man  alle  Coetficlenten«  die  unter  der  Form 

Q  eracbeineo,  ao  wie  ancb  da«  cooatante  ratloDale  jGIIed  I «  ^eg- 

JSast,  nnd  nun  die  Rechnung  mit  einer  fcleiaeren  Anzahl  .ron  na- 
bekiumten  Coelficienten  vorzunehmen.  (Einen, dieser  CoefBcieoten 
kann  man  nwi  wieder  der  Einheit  gielcb  tinaehmen). 

.  Beispiel.  Fdr 
wfirde  IBr         '  *  , 

% 

1 

filr  jPi,  0%  ond  y  die  Form  ^  resnitiren ;  wir  wftblea  daber 
Zur  Bestimmung  von     und  ^  resultireu  die  drei  Gleichungen: 
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t  » 

/ 

3+7y=30. 

zwoite  von  <1er  ersten  subtrahirt  zeii»t  schon,  wei)  sie  die 
mit  3  mulii^iicicte  driiic  ist«  dass  diese  drei  Gleidiuugeu  iu  Wirk- 
liebMt  nur  si^«i  iwaliblingig«  GMcbungea  «hid. 


Wir  finden 


80  da«»  also 


^>  3 


ivird  uud 


Dies  Verfahren  lindet  auch  seine  Anwendung,  wenn  statt 
coHstantcr  Cuei'ücienten  Functionen  verhaudeo  i^ind«  wie  dies  in 
d«r  Torigea  Nummer  bttlhit  wurde. 


m 

\ 
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-  •  .  -VI. 

Vcber  den  Winkelspiegel. 

Ton 

Herrn  Doctor  Julius  Hartmatui, 

G^moastallekrer  zu  Hintelo. 


Oer  Winkelspiegel  wird  Ton  den'  Physikern  als  ein  unwiehtt- 
geres  Instmment  gewöhnlich  nicht  sonderlich  beachtet;  daliet 
lidi  in  den  meisten  Compendien  über  dehselben  entweder  nur 
kurze  specielle  Fälle  berönrende,  oder  gar  unrichtige,  —  weil  zu 
ailgeueni  ausgedehnte^  —  Angaben  findeo-O    Deshalb  erlaube 

•)  Z.  B.  Müller  (l'oulllct)  2te  Auflage  1844.  pag.  SM.:  „Betrfige 
itff  WinlLel  ganzen  Umfaoget,  so  hatte  uian  6,  8,  10  Bilder 

ntehen.'^  ,       ,  «  . 

Gehl  er.  Wörterftoch.  Art.  Kaieid  o  skop  ,  Tan  Brandes,  5.  Band 
p.  815,  enthält  nur  den  Fall,  wo  <p  in  360«  aufgeht.  Im  Art.  Spiegel 
T.  Manoke,  a.  Band.  pag.  932,  ist  wir  Ton  parallelea  Spiegeln  die 


Clemene.  KÜni^sberg  1839:  „Ist  der  Neigangsvin^cl  seist  die 
Indil  der  Bilder  ^—1«  wenn^  gerade  ist.  Itl^  ungerade,  9« 


sal«  teh  e  n  1  oder  —  BUder,  jenachdem  der  Gegenstand  gleich 

H  II  ^ 

ficr  vnirieich  weit  von  dem  Spiegel  steht-'.   Aber  wieviel  sieht  man? 

Koppe.  Essen  184T:  pag.  395.  „Wenn  fp  in  360«  nicht  ftufseht, 
tnndern  zwischen  M  und  ;i-fl  mal  darin  enlhaUcn  ist,  können  uud^-f  l 
Bilder  erscheinen  ,  was  vom  Ort  det  Geirenataniea.  abiinafft.  Wenn 
f  in  900  nmal  aufgeht,  so  siebtem  an  den  Gegenstand  n  mal*' 

Mnnck<9.  1830.  p.  558.:  „Zwiaclim  einer  Neigung  Ton  180^  bis  0 
(*3  liegt  also  eine  der  Grösse  de«  AcigungswinkcU  umgekehrt  propor- 
üsoale'^Ateii^e  von  Bildem.^'  [??] 
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ich  mir  in»  Folgenden  ^einige  Bemerkungen  darüber,  nameiUUch  um 
zu  zeigen,  das«  in  den  meisten  Füllen  tot  einen  bestimmten 
Neigungswinkel  der  Spiegel,  je  mch  d^ni  Standpunlite  des  An* 
ges»  dt  ei  verscbiedene  Anzahlen  von  Bildern  gesehen  werden. 

Um  die  Erscheinungen  zu  sehen,  kann  man  sich  sehr  leicht 
einen  Winkeispiet^el  anu?rtii?Hri.  IMan  befestige  <Iie  S[mp<;o!*)  — 
etwa  in  Form  von  Rechtecken  von  2  und  4  bis  5  Zoli  Se'iU'  ge- 
sclniitten  —  aui  liecliterUen  von  Pappe,  die  am  obern  und  vordem 
Hände rahnienartig  überstellen  küiiueu,  durcb  aufgeleimte  Pa- 
pierstreifen ;  und  klebe»  die  Spiegel  mit  der  spiegelnden  Seite 
aufeinander  gelegt,  über  die  Schnittlinie  ein  Stück  Leinwand,  das 
das  Charnier  bildet.  Den  einen  Spiegel  befestigt^^*)  man  nachher 
mif  der  Linie  MO^  eines  eincretfieilten  Halbkreises,  während  der 
andere  auf  der  Einiheilung  her  bewegt  werden  kann.  Ein  Papp- 
streifchen,  rechtivinklig  umgebogen,  mit  einem  Schenkel  an  che 
Eintbeiluog  sieb  anschliessend,"  und  mit  einem  Index  versehen,  auf 
dem  andern,  anfreehtetebenden,  eine  Oethuog  senkrecht  Ober 
•  dem  Index  tragend,  dient,  den  Ort  des  Anges  sn  fiziren. 

Im  Folgenden  wird  vorausgesetzt  dass  die  Spiegel  von  der  Schet- 
tellinie  aus  nach  drei  Seiten  unbegrenzt  seien.  Die  in  prali  nü- 
thi'^e  Beschränkung,  kann,  ohne  der  Allgemeinheit  Einfrag  zu 
tbnii,  diidurch  unschädlich  gemacht  werden,  dass  man  nur  das  Auge 
naiie  genug  an  die  Scheiteliiuie  und  dem  eiugetheilten  Kreise  bringt^ 


§.  1. 

Aus  dem  Reflexionsgesetz:  *„Der  Ausfallswinkel  ist  dem  Ein- 
falbriokei  gleich  u.  s.  w,*'  ergiebt  sieb  bekanntlich: 

(1)  Dass  das  Bild  hinter  einem  ebenen  Spiegel. so 
weit  liegt,  als  der  Punkt  vor  ihm.  —  Der  Ort  des  Bildes 
zeigt  sich  als-^Spitze  eines  Kegels,  dessen  Basis  die  Pupille  ist.  — 
Hier  soll  der  Einfachheit  wegen  bloss  die  Axe  dieses  Kegels,  mit 

Baumgartoer.  Ste^Anfl.  1846.  p.  SfiO:  „Di^shalb  g«bea  solche 
WinkeUpiegel  auch  nur;2— l  Bilder'*.  [Y?]. 

Kisentohr.  4te  Aufl.  44.  p.  849:  „l«t  SWO'der  »to  TlioU  TM  34Kto, 

so  entstehen  »— T  Bilder'  [??]. 

Laakes  ch  lüge  r.  FigureaUfcln  1841.  V.  Fi<^.  8:  .,E8  cr^rli einen 
die  Rilder  »m  oft  (weniger  ein)  mal  vervielfacht,  alt  der  'Kci^iingswia«-»^ 
kol  in  8eo<>  cnthnltcn  isf"  [??]  u.  s.  w. 

*)    Am  besten  nir^fallne.    Gewöhniiehe  <rf'l»pn  keine  seh nrfc  Scheitel 
tinie  auch  doppelte  Hildcr;  geschwnrzte  Gluftspiegel  zu  weni^  Li^t. 

**)  Der  hintere  die  Scheitellinfe  hildende  und  der  untere  Kaad  mu««» 
6cn  ohne  Rnhmcn  sein. 

•'*)  Gcsrliicht  die«  bloss  etwn  durrh  2  ntis?  r1rr  Linie  ßfO  hervorra- 
gende Stecknndet^pit^cn.  M-elche  in  die  l'apprahnieii  ('in(lrin<>:cn  ,  so  la«a|| 
sich  der  Spiegi'l  ubiu-hmen,  aufklappen  und  bequem  auibcwuhrco.  ,^ 


t 
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welcher  der  sehr  schlanke  Kegel  ohne  dies  f^ist  eanz  zusammen- 
fallt,  in  Betracbt^gezogen«  d.  h.  das  Auge  als  Punkt  betrachtet 
\TerdeD, 

*  *  • 

(2)  Aoge  ujnd  Gesenstaod  liegen  immer  t«r,  das 
Bild  hinter  d«r  t^piegeJebeue. 


Bilden  zwei  Spiegel  RJU  und  AJU  (Taf.  II.  1.)  einen  Win- 
kel (=9))  mit.  einaader,  so  sitid  die  vier  WinlcMräume  swiseben 
Üioeo  biid  ibreb  Erweiterungen  so  untersebieden,  dass 

1  (ßiV-^)  vor  und  vor   AiH  - 

11.  (AMR*)  v.ot    •  •  hinter  * 

III  (RMjif)  hlutet  '  -  vor,  - 

IV.  (R'AiA )h in  tei  -  •  hinter  -  liegt. 

(3)  Au^e  und  Gegenstand  müssen  daher  immer  Im 
Rainii  1.  (hiMA)  zwischen  den  Spiegeln  selbst,  die'Bil* 
«ieraber  in  II.  III.  und  IV.  liegen. 


§.  3.  . 

Ein  Gegenstand  CPunkt)  B  (Taf.  11.  Fig.  I.  und  2.)  zwischen 
UM  und  gilit,  im  Spiegel  UM  sich  sploirelnd hinter  diesem 

ein  BUfl  Dies  vertritt  ijleichsai»  <iie  Ntelle  eine«  neiitii  (ie- 
genstafitles  und  gibt,  in  AiM  sich  spiegelnd,  das  Bild  ß.>'^)  woUei 

Bbi  senkrecht  zu  UM  steht  und  von  IlM  haibirt  wird 
j8j6,         -     •  -  AM     '      -      •  AM 


§.4.  '  ' 

Um  den  wirkliclicii  Gang  der  Lichtstralen  zu  übersehen, 
liehe  man  (Taf.  II.  Fig.  2.)  vom  Aug©  O  nach  dem  letzten  Bilde 
die  Gerade  Oß^t  welche  ylM  in  triflft.  Von  diesem  Punkt 
MKS  der  letzte  otrui  Ins  Auge  gelangen.  Ferner  ziehe  man  von 
2|mch  dem  vorjiergehenden  Bilde  die  %ffii  ^reiche  RM  in  2i 
trilt,  nnd   endlich  '^so  ist  ii'liI^O  der  Gang  des  zweimal 

r^ecttrten  Straics.  —  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  dadurch 
Wiakfii  2i2.Als=  022^  und  ^^ü/^^ii/i;  wird. 


^  Die  Bilder,  die  sich  hinter  Jtßf  geliildet  haben,  «ind  mit  ö  (latei« 

uch).  die  durch  S|>iegchin^  in  A.U  entstandenen  aber  mit  ß  (griechisnh) 
itMiclwet.    Die  angehängten  Zahlen  geben  die  Sskl  der  Ueflesioaen  an. 
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Das  BUd  (Taf.  IL  Fig.  1.  nüA%)  kann  nnn  wiedei  dk  Stelle  ejne^' 
GegeDStaodes  fär  BM  vertreton  und  hinter  ^mem  ein  Bild  6^ 
geben»  wenn  wieder 

ßjf^  senkrecht  zu  RM  steht  und  von  RM  hatblrt  wird. 

Der  wahre  Gang  des  dreimal  refiectirten  Strales  ergibt  sich  wieder, 
wenn  man  (Taf.  II.  Fig.  3.)  ^ 

'  0&3  zieht,  welche  RM  in  3^  triflft 
3a/3a  in  3»  .  - 

g^Äi  .......  .  Äilf  in'3i   -  nnd 

3ii7  zieht 

Er  ist  ^3i3stßsO.  .  , 

Ebenso  kann  63  wieder  als  Gegenstand  für  den  Spiegel  M 
gelten  und  hinter  diesem  ein  Bild  geben  o.  8.  w.  Der  wahw 
Weg  der  Lichtstrahlen  wäre  BiiAi/i^i^O,  n.  8.  w. 

'  - 

Wie  wir  hier  eine  erste  Folge  ron  Bildern 

bi  ß%  6g  ^4  65«.«. 

betrachteten»  die  dadurch  entstand,  dass  wir  abwechselnd 

zuerst  bios  RM  als  vorhanden  dachten,  worin  61 
4ann  blos  AM  -  *  *         '  h 

dann'  blos  BM   :     '  -  -         -  fi* 

jgich  bildeten,  erhalten  wir  noch  eine  zweite  Fol^e  von  Bildern* 
die  dadurcli  entsteht,  'dass  wir  abwechselnd  (Tal.  Ii.  Fig.  1.) 

zuerst  blos  AM  als  vorhanden  ansehen,  worin  ßi 
dann  bios  RM   .        •  •  bn 

dann  bios  ^^üf  -       -  -  -  ßni 

sich  bildet 

(4)  Die  beiden  Folgen  unterscheiden  sich  blpsduxe 
den  Antangsspiegel.  . 


Die  Bilder  der  ersten  Fol<^o  tiad  ■  mit  «rab it  chen,.  die  cl 
sweiten  Folge  mit  röiaitchcn  Zoliiea  veMebes. 
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'  Alle  •■t«teii«BiM  Bilder  liegen  In  Ueifattg  eines 
KreUieflMs  JV  yeaiRedias  MB^  loien  (Tef.  II«  Fig.  1.) 

MB.  uua  Mbi^  Mb^  und  Mh»  Mß^^b^   u.  a.  w. 

ab  Hy^eteoueen  je  iveier  emgiecfiter  racbfwiokUser  Dreiecke 
^ekk  fnod«  Ebeoeo.lst 

BfB^M§h  Mßi:^mu  tt«  e.  w. 


....  §.& 

• 

Die  in  §.5.  angedeutete  farteebende  Entstehung  neuer  Bilder 
ist  nicht  ohneEnde.  Die  Fof^c  j^chliesstsicb,  sobaid  ein  Bild  i  n  oder 
hinter  die  Ebene  dce  Spt^^  tritt»  in  der  ee  sieb  sueSehet 
spiegeln  müsste. 

Ifenr  Uegee*  die  lateiaiseben  Bilder,  b,  blnter  BM,  alee  im 
Ramne  HL  oder  IV.  Die  in  III.,  welche  zugleich  vor  AM 
liegen,  ffeben  hinter  A3I  weitere  Bilder.  Nicht  ßo  aber  die  in 
JUA'unadie  in  dem  Räume  IV.  Ues^enden.  Die  c^riechischen,  hinter 
^31  iiesjend,  sind  im  Räume  II.  oder  IV.  In  Ii.  sind  sie  zugleich 
vor  /i^ill,  püanzen  Vicb  also  weiter  i'ort;  nicht  aber  die  in  MR' 
und  den  Kavme  IV.  liegenden. 

(G)  Das  erste  Rild  einerFolge  also,  das  in  den  Sehe i>  ~ 
telraura  IV.  doi  Spie^iel  (die  Schenkel  desselben  mit- 
gerechnet) gecäth,  i»t  das  letzte  (Scbluss-)  ßiid  die- 
ser Folge.  "  •  ^ 


«.9. 

Das«  aber  von  den  aufeinanderfolgenden  Bildern  jeder  Folge 
eines  einmal  in  den  Scbeitelraum  treten  mnes«  eiebt  mee  lelcnt. 
Da  die«  Vetbiodangettniea  (Taf.  IL  Flg.  1.) 

£üi        ß^b^        ßjp^        senkrecht  zu  RM 
Ptß%  ^iß$  senkrecht  zu  AM 

eMhM«  ee  iMehee  je  awei  bemcUwrle  dieser  Lhiee  denaelbeii 
Wietel  (PeriplieiieiilnkeIX  dee  BM  und  AM  melMn»  also  9.' 

(7)  Der  liogen  z wise hen  je  zwei  aUemirende aBii- 
dem  derselben  Folge«  wie  ^' 

^>  ^^i.f..*  Bf^^  Ai^  
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ist  also  z:2<p.  Von  tlcn  lateinischen  Bildern  bi  6^^  6^  z.B.  inu$.<: 
ilaher  emes  einmal  um  i^eniger  als  1<p  von  R'  abstehen.  —  Ist 
dieser  AMand  iiuii=0»  <cp  oder  =qi7,  so  liegt  das  frasliehe  BiM 

sefbst  im  Scheltelrnume  una  Ist  Schlussbild ;  stellt  es  aber  weiter 
als  <p,  aber  weniger  als  2*jp  von  H'  ab,  so  liei^t  mn  weni^jer  aU 
Iqp  rechts  von  A*  im  Haunie  Iii;  es  ctitstelit  ilaDti  noch  daä 
l'otge?)(Ie  (i^riechische)  Hihi,  das  alier  dann  um  weniger  uU  J9>  Uoki» 
von  A\  also  im  tScheitehuuiu  liegt. 

GtttiK  GMehes  gilt  tso  dM  Bildeni  der  tveMep  Felge. 

(8)  Im  Schcitciwi  nkelran  \\\  (di  e  Sche'nkel  ui  i  rech- 
net) gibt  es  daher  Immer  zwei  Bilder^  von  jeder  Folge 
eines. 


§.  10.  "  .  • 

Ist  der  Gegenstand  B  von  RM  am  den  Bogen  entfernt,  von 
AM  aber  em  ^—^"7»^  ^  Bogen  für  die  erste  -  Fsige: 


fiir  die  xvreite  aber: 


• 

■Büi  i~jf-\-Y      IL  ».  ir. 


«.II. 

m 

Wa^  von  einem  Punkt  /?  j^ilt,  gUt  von  allen  im  Bogen  AB. 
Neben  einander  liegende  Punkte  werden  sich  auch  neben  einander- 
liegend  abbilden,  da,  wenn  y  um  zuiuinmt,  die  Bogen  des 
6.  10.  um  z/^  ZU'  res]),  abnehmen.  Es  werden  sieb  also  die  ganze 
Heike  ren  12  bis  A  (d^  bps  (p^^),  der  ganze  Bogen,  isi  Allgemei 
nen  ebenso  wiederholt  abbilden,  wie  der  Punkt  B.  Auch  werden 
die  Bilder  aller  Punkte  der  Stralen  ßJR  und  BiA  in  den  Straleu 
von  JU  nach  den  Büdem  der  Punkte     und  A  liegen ,  also 


Digitized  by  Google 


(9)  FacfH>r  fSertorft«)  mit  dar  Biiilli«Uaii§Biii«ck<»n^ 

Ii  und      eiitstebeD.  i 


5.  121. 


Betrachten  w!r  der  Finfachbeit  wegen  neben  ß  nur  norh  ei- 
nen Funkt  A  im  Bogen  Rvl,  so  eutstclicu  auf  Taf.  Ii.  die  Figu- 
ren 3.  bis 8.,  Fig.  3.  und  6.  Tür  die  erste  Folge,  Fig.  4.  und  7.  Yür 
die  zweite  Folge.  Mao  ubersieht  dabei  sogleich»  dass  bei  jeder 
der  beidee  Folgen 

(10)  die  beiden  ersten  Fächer  (elas  Ote  und  Iste, 
Ote  und  Iste)  und  die  beiden  letz  ton  an  e  i  n  a  11  d  ersto  s - 
seil,  durch  eine  6pie^elebeiie  resp.  deren  Erweiterung  getrennt 
stall  ^  dasiHseben  aber 

(IT)  ab  :v  ec  h  s  e  1  n  fl  allemal  eines  leer,  das  andere 
mit  einer  liilderreihe  ertülit  ist  (vergl.  §.  10.),  dass  aber, 
wenn  man  beide  zusaninienj^ehorrp^e  Folgen  auf  einander  gelegt 
deiikt  (Taf.  II.  Fig.  5.  und  8.)^  wie  es  der  Wirklichkeit  entspricht: 

(12)  ein  Fach»  das  b«i  der  ersten  Folge  leer  ist»  bei 
der  2ten  Folge  fsilne  Bllderreihe  enthält'  and  vaige 
kelrrt;  / 

* 

(13)  l^mer  dass  die  Ordeaag  der  eriecfaiscben^  Bilder  im 

2eigergaiig^  aei  erster  Folge:  ^aßl , 

zweiter  Folge  Iß't^ 

der  la.te in i scheu  Bilder  i^a  Gegengaag  b«i  erster  Folge  rabl 

'   ^    zweiter  Folge  War 

ist,  also  die  * 

griechisch  eu  io  der  Ordnung  (Taf.  II.  Fig.  5.  und  8.) 

.0         •        V  0  9 

die  lateioischeu  in  der  Ordouag 


•  V.  0  9 


-folgen,  wobei  die  elngeklamaierten  in  einen  Punkt  sasamaMafal« 
lea  and  die  darnater  stabende  Gradsahi  entbaltea,  aad 


*)  Z'eigef^aagi  ia  AeoMalbea  8iass  barsnif«s&blt,  wK 
Zeiger  efoer  Uhr  «mlaafen;  Gegavgang  im  ooigelcalirtaa  Slaae. 


Igergaagi   la  AeoMalbea  8iasa  baranif«s&blt,  wie  dia 
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es  . 

(U)  dA8s  die  gerAdslelllgeii  Bilder 
bei  der  ersten  Folge  im  Räume  II«-  und  IV.  (linke)  grlcchiacb 
-  zweiten    •  III.  oDd  IV.  (rechts)  latelniadi 

die  un-geradstel Ilgen  aber 

bei  der  ersten  Folge  In  III.  nnd  IV.  (rechts)  lateibiseh 

•    •  zweiten     -     -   ü.   •    IV.  (links)  griechisch 

sind. 


(15)  (Ferner  ^vird  man  bemerken,  dass  die  j?era 
ste)iiir<^n   Bilder   £6e?<bilder«   die   ungeradste Hige 
6'  £^  e  7t  b  i  1  d  e  r  s  t  n  d.) 


t 


$.  13. 

DnhQ]  nhrr  bedarf  die  Gegend  nm  den  ScbeiteiwIok^lrauB: 
noch  einer  näheren  Betrachtung. 

Wenn  man  lW=g(p^-i-v^  nininit,  wo  ff  dne  ganze  Zahl  nnc 
9»  Dicht  aber,=;0  sein  &qü,  so  hat  man  von  ^  an  im  Gegengan^ 

nnd  von  12  an  im  Zeigergani?  allemal  g  Fächer  (Hauptfächer 

(deren  erstes  allemal  das  mit  0  hrzoichnete  zu  isclien  den  Spiegcb 
ist)  —  die  nicht  bis  an  den  Seh  eitel  r  au  m»  .noch  weni 
ger  hineinragen. 

Das  dann  folgende:  „Endfacb''  reicht  nir  v=g>  bis  an, 
Ifl  den  Seheitetranm  hinein.  Ist  nnn  ' 

g  gerade  (Taf.  II.  Fig.  3.,  4.  und  5.,  g)=70V)-  ist  das  letzt- 
Hauptfach  ungeradstellig  (weil  das  erste  mit  0  bezeichnet  ist 
das  Endfacn  also  ge  r  adstellig.    Dies  liegt  aUo  (14)  fÖr  die 

erste  Folge  hinter  AMj4f,  (auf  der  linken  Seite  von  AMA*] 
ist  griechisch  und  endigt  mit  kg  (tp^)  (s.  14.  und  13),  welches  r 
links  von  A'  lieat.  —  För  r^gj  stiisst  es  bis  an  MR';  fü 
t><9?  liegt  3JH'  in  diesem  Fache.  —  Oer  Theil  des  Fachs,  (Bc 
gens),  welcher  nach  links  von  JUR'  liegt,  kann  sich  (als  griechisch 
noch  einmal  in  MR  spiegeln,  gibt  also  darin  noch  ein  latelni 
nisches  „Schlussiach"  (ein  ganzes  für  r  =  (p,  ein  Stuck  fC 
v<9>),  welches  sich  mit  r^+i(0®)  endigt.  Letzteres  liegt  e*' recht 
von  &\  also  <p — links  von  A'.  —  Ffir  die 


Zor  leichteren  Vfberaicht  ilnd  die  mit  g  riech  Ii  eben -Blldei 
erfüllten  Bogen  stärker,  alt  dt«  lateinischen,  die  der  ersten  Folg 
angehörigen  ganz  ansgeiogeo,  die  der  sweiten  aber  aoterbrc 
chen  geeetclinet. 
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zweite  Folge  liegt  das  geradstellige  End  fach  hinter 
i^Jfß'  (auf  der  rechten  ^Seite  von  RMR'),  ist  tateinisch  und 
codigt  mit  (0<*),  welches  üuks  von  ^  liegt.  —  MA'  stüsst 
furv=9>  gerade  an  dies  Fach»  fSx  v-=(p  Hegt  es  in  demselben.--* 
Der  Tbell  des  ßogens,  welcher  noch  rechts  von  M  A*  liegt,  wird 
in  diesem  Spiegel  MA  ein  griechisches  Sclilnssfacfi  geben, 
vrelcbes  sich  mit  Ig^i  (9^)  endigt.  Dies  liegt  links  von  A'' 
Man  hat  also 

W^geraUe:  erster  Folge  griechisches  Endfach  endigt 

mit  Xg,         links  von  A' 

lateinisches  Scblussfach  endigt  mit 

r^^-i  ,  £^  links  von  A' 

zweiter  Folge  lateinisches  Endfach    endigt  mit 

Tg,     £^  links  von  A' 

'  •       •       griechisches  Schlussfach  endigt  mit 

Kg-\\  >      links  von  A\ 

Durch  ganz  ähnliche  Betrachtangen  findet  sieh  für' 

♦ 

07)  ff  ungerade  (TaR  II.  Fig.  6.,  7.,  a,  g)  =  480) 
erster  Folge  latein.  End  fach    endigt   mit  lg,  (9  links  von 

grtech.  8chlussfach  endigtrait^^i,      .  .  •  .  •  . 
miiter  Folge  griech.  Endfach  endigt  mit   e«*  '       .  .  .  . 

latein.  Schlussfach  endigt  mit /gf^,   

Milass  sich  also  für  beide  Fälle»  (d.  h.  fär  jedes*  9) 

fl8)  erster  Folge  Endfach  mid  zweiter  Folge  Schluss- 
'^cb;  ebenso  zweiter  Folge  l.urlfach  und  erster  Folge 
Scblussfach  aneinander  anschiiessen. 

(Kl)  Dadurch  enthält  der  Schei telraiim  gerade  zwei 
TollstäDÜige  ßiiderreihen  von  0-'  Iiis  jede  tlicilvveise  latei- 
onI  and  fneilweise  griechisch ,  ans  dem  Schltissfach « und  einem 
ttkh  seines  Endfaches  bestehend,  um  resp*  «m  gleichsam 
Wanengefaltet  nud  auf  einander  gelegt. 

-  Iffira  gerade  griechischfi^rr+l)..9)*^l9>^..(f-fl)£0|i|riechisch 

lateinlschl^i;^'..  imsn  ^«Mateiniscb. 

^«r^uugerade  lateinisch  ^i.^{z^'[),,tp^  (p^((p — 1)...t;^>|^ lateinisch 
^  griechisch  ifc«  10^  0 '1 .....      l^griecbiscb.  ' 

f  '  ^ 

;         (Von  M  nach  l  nnd  nach  Q  (9®  und  0^)  entsteht 

|lifik  allemal  eine  Facbliuie  (Radius). 
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Will  man  jetzt  bestimmen,  wieviel  Bilder  (den  orsprfiii!;licbe( 

Gegenstand  niitgerechnpf)  entstehen  können,  so  fjrancnt  niaf 
nur  nachzusehen,  wie  viel  mal  cm  bestiiuiuter  Grad  in  deo  ver 
schiedeuen  Fächern  zusammen  genommen  vorkommt 

Zuerst  sieht  man  sogleich,  dass  ein  Hauptfach  jeden  Punk 
zwischen  0  and  9  entblit  Haoptfllcher  «ind  es  aber  2^ — 1=A 
Im  Scheitelranm  kommt  jeder  Gradpnnkt  sweimal  vor.  —  Fu 
die  beiden  äaeeerhalb  des  Scfaeitelranroes  Kegenden  Stöcke  de 

< 

£udrächer  aber  muss  man  nnterscbeideu,  ob  v=€  ist*) 

Ist  v  =  F  (wen?!  (p  in  300^  eine  ungerade  Ä.n2ahl_von  Male 
au  1  geht),  so  erhalten  die  heiden  Kndfachstücke  zusammen ^erad 
einmal  die  ganze  Gradreibe  von  0^  biä  9^. 

Ist  v  <  £ ,  SO  fehlt  ihnen  susammen  das  StOck  von  v  bis 
(T&r.  II.  Fig.  iL,  9»==ao»). 

Ist  i;>e»  so  enthalten  sie  zusammen  eine  sanze  Gradräbe^  nn 
ausserdem  noch  die  xwischen  t  and  1;  liegenden.  (Tnf.  II.  Flg.  I 
nndIO). 

('21)  Zählen  wir  nun  zwei  zu^aninienfallende  gleicbUuiteuil 
Bilder  nur  einmal,  so  entstehen,  wenn 

1)  t;  <  s  ist  (rp  in  3f)0  zwischen  einer  geraden  und  die  M^em 
ungerade  Anzahl  von  Malen  enthalten  ists.  (Taf.  11.  Fig.  11.)  v< 
Punkten :  '  ^ 

znlschen  0  und  v 


zn-isdien  0  und  v  1  .  ,  _  . 
«wischen«  und  9}^^ 


oder:  zwischen     und  ^ 


»  +  2  Bild 
• "  y      und  9> 

««riceben  v  und  t     '    1  ,  .  „  „-u 
von     rumli  «Jbstr'  +  ä  ß**«' 

zwischen!  und  9 — fj 

^  fn-f-lüild. 

ran     ,y  und  9— 
von  0  und  <p  seihst  ^-^(ss^^-l)  Bilder  von  0  und  9  .  ^-j 


*)  In  der  aDgehfisgteo  Tabelle  «lad  fpr  die  verechiedenen  (p  dei 

?  nnd  f  7ur  bequemen  Ueber«icht  anirr^rcben ,  ebenso  noch  die  ?t  un 
nu8  der  liclatioii :  360=:S^-|-^,  —  wo  iür  »=2^,  f  für  »=2>j 

aber  q-=z2v — y  ist. 
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^  « 


i]  v=t  ist,      lii'dQO  eine  ungerade  AraaU  von  Malen  aufgeht) 
fOQ  Pmikteii 

zwißclien  0  und  £  oder  vi 
wischen  e  oder  v  und  9)i    +  ^ 


»  \ 


oder  xvriscben  0  und 


fi  4- 1  Bilder 


von  9  «der  c   .  . 


A  +  2  Bilder 


9> 


von  2  ....  n  Bilder 


von  0  und  q>  


^  Bilder  • 


vou  Ü  und  (p 


~2" 


Bilder; 


3)  v>{  ist,  (9  in  360  svriselien  einer  nn^raden  «ad  der  folgend 
{geraden  Anzahl  von  Malea  enthalten  ist)  von  Punkten 

ztriacben  0  und  c 


en 


zaischMi  V  nnd  tp 


Bilder 


oder  awiachea  0  und 


swiaeben         und  9^ 


ft  +  l  Bilder 


zHischen  £  und  v  Bilder  .  ,  « 

>     '    zwischen  und         «+2  Bilder 

e  ond  v  A-f-S  Bilder 

\      von  und  S^^lVi  Bilder 


aiOand  ^  BUder 


♦von      0  nnd  9  Bilder; 


i|         frrO,  (9  in  ^  eine  gerade  Anzahl  von  dlalen  aufgeht) 
von.  Punkten 

M  XVIII  6 


Google 


swMm  CTiina  ^  A^a  od«  Ii  BIM«r 


J.  1«. 

'  Haben  wir  mi  Vorlien^eheiHlen  gesehen,  welche  BiMer  sich 
Oberhaupt  bilden  küniieii,  i»u  komuit  e«  dach  eigentlich  darauf  ao, 
welche  von  ibnm  man  von  ein«?  Imtimmton  8lelle  tm»  (für  einet 
bestimmten  Ort  den  Auge«)  auf  «Imnal  ubersieht.  —  Von  den 
auf  einander  fallefiden  lateinischen  und  griechischen  Bildern^  des 
ScheitelrRHino^  wird  das  Aus;e  allemal  nur  eines  «cheBt  aber, 
welche,  bedarf  noch  der  näheren  Untersuchung. 


Damit  da»  Ange  ein  Blid  nelien  k^nne,  mnan  die  Grade  ven 

fraslichen  Bild  naeh  dem  Auge  den  Spiegel  treflen,  in  welchem 
sich  das  Bild  zuletzt  gespief^elt  hat|  nach  unseren  Figuren  sind 
d*»shAlb  die  lateinischen  Rilder  nur  sichtbar,  ivenn  die  Wr- 
bindungslinien  derselben  mit  dein  Aui^c  den  8pie^el  MH;  die 
griechischen  nur»  vvcim  sie  den  Spiegel  treSen. 

Denkt  man  .^ich  durchs  Auge  und  den  Scheitelpunkt  (eigentlich 
Scheitel  Ii  nie)  M  eine  CerrLttc  fKbene),  welche  den  Bild-»rlM»jjen 
des  Scheitelwinkels  in  <S' trifft,  so  treffen  rtlle  Linien  von  Punkten 
auf  der  rechten  Seite  von  .S  nach  irgeml  welchen  im  S|)iegelrauni  I. 
liegenden  Punkten  der  geduciiteu  Linie  (Ebene)  (als  Orten  des  Ao* 
ges^  den^Spiegel  Ritt,  von  Pnnicten  Üngavon  ^den  Spiegel  u^Af. 

C^O)  Wenn  der  Winkel  a.  den  dir  «redachte  Linie  (FJ)ene) 
mit  d^m  Spiegel  I\  M  ujndif,  sich  ändert,  und  das  Au *;e  sich  in  der 
Richtung  von  H  nach  -i  bewegt,  so  lindert  steh  auch  der 
Ott  S,  mithin  wechseln  im  Scheiteiraum  die  «ichtbc^ren  Bilder. 

en  macht  es  keinen  Unterschied^  ob  das  Airge  in  jener 
Li*iie  (Lbene)  bei  unverändertem  tt,  sieb  bewegt»  und  den  ädM- 
tel  M  näher  oder  ferner  steht 


fi.  16« 

Sehen  wir  nun,  welche  Bogentheile  sichtbar  sind,  so  ko. 

zu  den  h  ganzen  Hauptfächern  noch  die  mit  drm  Winkel  « 
änderlichen  Stücke  der  beiden  Rnd-  und  S chiussfiieber 
Daruber  hat  man  z.  Ii.  folgende  Uebersicht: 
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(23)  fflr  g  gerade:  «.  ü.  9=70«,  SF=%  v=40o.  e«=30o  (Taf.  II. 
Fig.  9.)  ,  " 


Bar  AiM  Pvilrt  Jf  MÜtMlc  Bogen  im  8«!l|ftUel«riiiirel  enthiilt  4im 
iMi',  Wo  i9  «irli  biAodet,  wenn  dfaii'Aii^e  in  den  glcichnaniigmi  Pnnfctoi 

^''ht.  — ■  Rechts  vt)n  den  betreffenden  T'iinktrn  frlir  nfso  r^ruissrr- 
iu«««n  die  Orte  des  Aii(;*  8  reprft«enttren)  hind  daher  die  cl  li  n  n  ez ei  cli - 
lt(e>  (lateiuitf cheu),  iink«  dir  atitr k g«zeicli iie ten  (gricchi- 
tele«)  Bilder  so  nohniMi. 

")  In  den  an<^f>meinen  Ausdrucken  die  DifferemKen  nur  herab  liia  0^, 
lieSammen  nur  hinauf  bi« 

"')  För  bat  man  von  *  I»i8  (p 

-     g~y — d  hat  mHn  von         Iii«  ^ 

alMr^=a) — a  u.  «.  w. 
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»  t 

C23)  t  iir  q  nngerad«:  ».  B.  ^?=4««,  ^=3,  v=3ö»,  e=l-:J<' 
(T«f.  ».  i'  ig.  10.)  . 

Ii  (1 


OD 

+ 


f 


tu 

1 

91 


I  I  1  i  I  I  M  f 


I  I  I  I  1  i 


ooO 

1  I  I  l  I  I  II  « 


I 
I 


I  I  I  I  I  I  f 


•  9 

IC  <^ 

 ^  99 

80^  S 


Wie  nmiJ  steht,  so  beschränkt  sich  der  rnterschied  zwischen 
den  Fallen,  wo  tj  gerade  und  ungerade  ist,  darauf,  das«  latei- 
nische und  griechische  Bilder    wml  9—0   und  a   ihre  ^KoUtt 


tauschen. 


fi.  19. 

Solche  üebersichten  für  andere  9  können 'wir  leichter  «iurth 
eine  Art  graphischer  Darstellung,  d.  h.  durch  Figuren  ^Winnen, 
die  dasselbe  GesctR  befolgen,  aber  leichter  211  cengtrairen  mid 
abmlesen  sind.  . 
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Zeichiretcii  u  ir  iiHiiilicli  fiir  jedes  der  4  Fächer  (die  zwei  End- 
nndzwei  Schliissfacher)  je  eiu.Quudrat  von  der  Seite  =9,(Tar.II.  ¥\^. 
\t  bis  )5  uod  m  bis -19)^).  iiähmca  auf  der  Grundlinie  gleichsant 
to  Abscissen  die  Wlfllcc(  ttf  za  Ordinatoii  aber  die  för  das  frag* 
ficfae  «  sichtbaren  []o<^en:«itucke  (Orte  der  sichtbaren  Gegenstände)^ 
so  bekamen uir eine Iveibe  von  Ordinatcn^für  die  aufeinanderfolgenden 
Abscissen,  die  «ezoichnct  eine  schraflhte  »SfoHe  des  Quadrats  ge- 
ben. Fällt  dann  <lle  KrcMjzunijslinie  von  a  und  einem  Winkel  y  (<Ien^ 
<i«r  Gegenstand  mit  dem  6pie&el  RM  macht),  in  eine  schraflirte 
Stelle,  so  ist  der  Gegfenstand  sichtbar  ^  sonst  nicht  Lest  man 
nm  diese  vier  Quadrate  auf  einander^  so  erblllt  man  Taf.  II.  Fiff; 
:iQ.  und  21.  ((lir  g  gerade  und  g  ungerade)«  die  djß  Bilder  in 
den  vier  Fäcberih  stMaminen  repräsentirt. 

(25)  Es  zeigen  sich  darin  in  2  Ecken  I,  in  den  beiden 
anderen' 3,  iii  der  Mitte  2  scbraffirte  Stellen  auf 
einander  liegend» 

Oer  fjnforsobfed  zwisrfipn  tTicsen  zusammengesetzten  Qua- 
draten liir  f/  gerade  und  ungeratie  i^t  der^  dass  v  und  s,  nicht 
aber  die  Gradbezeiclinung  umgekehrt  ist.  ^ 


Mittels  eines  solchen  Quadrats  (natürlich  mit  Weglassung 
der  nun  unnnthii;en  .Schraffirurig)  (Tat.  II.  Fig.  22.)  beantworten 
«icb  dann  sehr  leicht  die  beiden  Fragen: 

1>  Wenn  das  Aoge  [ffir  <p=^70  s.  BJ  In  einem  bestimmten 
€rade  steh^  s.  B.  ()4"  (von  RM  entfernt),  in  welchen  Bo> 
^      gentheilen  innss  der  Gegenstand  stehen,  wenn  man  In 
*      jenen  vier  Fächern  1,  2  oder  3  Bilder  sehen  will? 

Die  Dreiecke  «  64  40>  so  wie  6  6^'  30'  sind  gleich- 
fichenidig»  daher  * 

64.a3rei.  40=24  Grade 

Ä.64'=(>4'30'=^34  - 

.Steht  also  der  Gegenstand  B 

awiscbeu   0*^  und  24»  (von  RM)  so  gibt  es  1  Bild  **) 

240  „nti         -  -     •  •  2  Bilder 

•       3»<»ttnd70o    -      -     -     -  •>  3  Bilder. 

2)  Wenn  der  Gegenstand  in  einem  bcslimmten  Grade  steht 
z.  B.  7=13,  wo  sieht  das  Auge  1..  2...  3  Bilder? 


*)    Die  Figuren  enUprerhen  Nr.  (SB)  and  (24)  imcb  den  |(lelrhlau> 
Me«  Uuchstabcn.  (a)  {ö)  a  w. 
*♦)    S.  iNr.  (27)  naU  (28).. 
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£s  ist 

13  m  =13  4(r=77  Grade 
aUo  siebt  das  Auge 

swIschMi      und  2f7<»  (von  /^Jlf),  3  BMer 

wd  fid»  -      •      ...  2  Bilder 
591^  mid  7(F  •  *         •  1  BHd» 

(26)  Zu  diesen  1,2  od«r  3Btld«rn  komraen  non  a.tle- 
mal  noch  die  h  Bilder  in  den  fiaaplfftchetn  (den  Ge- 
genstand B  mitgezählt)  hinzu,  so  dass  man  für  alle 
•iclitbaraa  Bilder  k-k-l,         oder         zu  Debm^n  bat 

Hiervon  machen  jedoch  die  Punkte  0^  und  (als  Gegenstand 
aogeseben)  eine  Ausnabma.  Wenn  man  dte&e  Punkte  ao  der 
Grease  der  Haupt-  und  Bnd*Fftcber,  {wo  aie  im  (23)  und  (24) 
bei  den  Quadraten  inltberOcksichtlgt  werden)  nidit  aiitsSblt,  ao 
kommt  jeder  derselben  in  den  Hanptf&chem  nur  l)nial  Tor» 
weil  Immer  je  zwei  zusammenfallen. 

(27)  Für  die  Gegenstände  und  qfi  bat  man  also 
statte  blos  g—l  zu  lesen. 

'  Einer  besonderen  Beachtung  bedfirfen  aueh  noch  bei  unsero 
Quadraten  die  Grenzl^lle«  wo  die  Kreuzungslinien  In  die  Ecken 
oder  Grenzlinien  des  äussern  Quadrats  oder  Inneren  Rechtecks 
fallen«  Man  sieht  nämlich  bald  (am  ieicbsten  an  Taf.  II.  Figi  9.  und  10.) 

(82;  neun  der  Kreuzuugspujütt  fällt 

1)  in  die  Ecken»  oder  die  obere  und  untere  Grenzlinte 
des  äussern  Quadrats,  man,  wo  3  Bilder  angegeben  sind, 
'        our  2  zu  nehmen  [weil  von  den  Punkten  0  und  ^  zwei 
gleichlautende  zusammenfallen]; 

^  2)  In  den  Ecken  des  Reehtecka  (resp.  Inneren  Quadrate) 

immer  2  zu  lesen;  [weil  fifir  das  Angocin  0  oder  q> 
2  Punkte  v  oder  für  das  Ai^  In*«  oaw  v  2  Punkte O 
oder  ^  zuaammenfallen] 

fi)  in  den  Grenzliuieo  des  Rechtecks  resp.  inneren  Quadrats 
die  grOeate  der  zu  beiden  Seiten  angegebenen  SSahlen 
zu  nehmen  hat. 

In  praxi  modificirt  sich  dies  sogar  noch  weiter,  weil  die  hier 
»nütgezänlten  Bilder,  welche  dem  Auge  gerade  In  der  8cheitellinie 
.der  Spiegel  zu  stehen  scheinen,  wegen  Unvollkotnmenheit  äen 
Apparates  nicht  leicht  wirklich  zu   sehen  sind.    Dann  hat  man 
also  in  den  Grenzlinien  und  £ckcn  das  Rechtecks  z.  B.  immer  die 
kleinste  Zahl  zu  nehmen. 


♦ 


i^iy  u^Lü  L-y  Google 


n 


§.,ai.  .  ... 

Den  Uebergano^  dieser  Verhaltnisse  hei  fliessendem  (p  über- 
sieht man  nu^  Her  Tabelle,  noch  tiesser  aber  durch  eioe  Reih« 
Quadrate  (Taf.  11.  Fig.  23.)  ' 

Bei  180^  hat  man  eine  nach  links  oben  gerichtete  Dia^ookle. 
Bei  abnehmendem  (p  kommen  an  den  Enden  derselben  zwei  Eck- 
dreiecke  zum  Vorschein;  die  Diagonale  verbreitert  sich  zu  einem 
Rechtecke.  —  Di^  Eckdreiecke  werden  grösser,  das  Rechteck 
Mter»  die  fräheren  Dreiecke  kleiner  hi«  hei  120*^  das  Rechteck 
zum  Quadrate  sewordeo.  In  demselben  Sinne  geht  es  fort, 
das  Quadrat  wird  wieder  zum  Rechteck,  dessen  Länge nrichtnnji 
aber  jetzt  nach  rechts  oben  geht;  bis  bei  90  die  fräneren  Drei- 
ecke ganz  verdrängt,  das  Rechteck;  zur  Diagonale  zusammenge- 
schmolzen und  die  neuen  Eckdreiecke  den  ganzen  Raum  einge- 
QcmMii  haben  u.  s.  w. 


{.22. 

Ä-Is  ResiiUate  kann  maTi  also  xusaiunicristellen :  Weuu  (p  19 
dßü^  ^  ganze  Male  mit  oder  ohne  Rest  enthalten  ist  und 

(29)  II  -lal  aB2,  4. 0,  8....(=s4f— 2)  aii4  ^0; 

'  '  f  0 

ilio 

9=180,  90,  00,  45  u.  s.  w.  . 

♦ 

fe  «ieht  das  Avge  O  an  jedem  Ort,  W9m  Gegenstand  B  än  jeg- 
iehem  Ort,  ausser  in  und  9®,  nur  eine  Anialil» von  BiMem,  nSm* 
lieh  »,  «.  (27);  ^  .  , 

(30)  n  ist        5,  7,  9...(=  42^1)  und  <>=0 

9=120^,  72«,  51 1,  40..M  und  v=e 

M  Stellt  man 

*  a)  wenn  das  Auge  der  Mitte,  des  Bogens  näher  ist,  a|.s 
der  Gegenstand  dem  nSchsten  Spiegel,  n(— A-i-2)  Bilder; 
6)  wenn  aber  umgekehrt  der  Gegenstand  B  dem  nächsten 
Spiegel  ullher  ist  als  das  Aiige  O  der  Mitte  des  fiegens, 
fÄlls 

■  .  -1 

a)  ff  ungeradti,  also  / 


und 
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1)  Auge  und  Gegenstand  in  deriselben 
Hälfte  des  Bog«ns  sich  befinden  n  -  I 
(=h\\)  Bilder; 

2)  Auge  und  Gegenstand  in  entgegenge- 
setzten Hälften  der  Bogen  siuu  n\i 
(=Ä  +  3)  Bilder; 


ß)  !)  gerade,  also 

13 

und 


1)  Auge  und  Gegenstand  in  derselben  Hallte 
sind:  w  +  1(=A +3)  Bilder**) 

2)  Auge  und  Gegenstand  in  der  entgegenge- 
setzten Hälfte  n — \{—h-{-\). 

Als  specielfer  Fall  von  r/)  hebt  sich  heraus: 

Steht  das  Auge  in  der  Mitte  des  Bogens,  so  sieht  für  jeden 
Ort  des  Gegenstandes  und 

Ist  der  Gegenstand  in  der  Mitte  <les  Bogens,  so  sieht  dns 
Auge  an  jedem  Ort  n  Bilder. 

* 

(31)  qp  lässt  in  360  einen  Rest. 

er)  g  ist  ungerade,  n—Xi_^Yy  V  zwischen  180**  und 
90«,  W>  und  45«  360  „„a  30% 

Gegenstand  h^"*^^^'^^"^"-^ 
und  B  näher  an  0** 

als  O  an  I  ^.  j 

Auge  j  zwischen  t;  [  Bilder 

•  ^  Gegenstand  i      ""d  (p 

undj^  näher  an  (p^ 
als  O  an 


•)  Die  erste  Anzahl,  wenn  w  gerade  =4(5—2 ;  die  zweite  (die  der 
ersten  gleich  ist)  wenn  n  ungerade  =4a— 1  ist. 

**)  Um  die  grösstc  Anzahl  vort  Bildern  zu  sehen,  wird  ninn  also 
im  Allgemeinen:  für  j^erade  Auge  und  Gegenstand  nnr  nnlic  genug  au 
dasselbe  Ende;  —  für  [/  ungerade  aber  Auge  und  Gegenstand  nur  nahe 
genug  an  entgegen  gesetzte  linden  des  Bogcus.  bringen  dürfen. 


Google 
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♦  * 

^  zwischen 


imd  /?  gleicfi  nahe  oder  nahorl    m  +  2 
an  9)  '  aU  O  an  ü^'  T 

Uegetistaod  f  Ou.v 

iid4^  gleich  nahe  oder-n&ber 
80  Oft  als.O  ao 


I 


In  den  (jes^ensätzen  dieser^     w-f  1 
'4  FälUe«il.h.  „ivenniS^ehcDsof'  u 
weif  oder  welter  von  0^  ab  (  =:/i-f  2 
stellt  etc.  /  BiMer 

ß)  9  gerade,  n^iz^y,  9  awlachen  W>  and  60^^ 

4i}<»  und  30^»  und  25^-  ähnticfa  wie  Ar  ^  rnige- 
ffäde,  nur  «  «nd  v  vemeclMelt.    (Vorige  Seite^*) 

(32)  (Jeher  die  GrenzfiÜic  s.  §,  20.  Nr.  (27)  und  (28). 

UeMs«w  lamMB  ßß)  od        ab  «pMille  FiUe  von  (U) 

angesehen  werden;  in  (»iO)  ist  t;  — s=^»  in  (29)  v  =  <p,  e=0«  in 
heideo  9=0. 

1>leae  Resultate  lassen  sich  jedenfalls  anders,  symmetrischer 
oder  kürzer  zu^aninienstellen,  schwerlich  aber  >vohI  die  einrache 
Uebersicbt  gewährend  wie  die  Reihe  der  (Quadrate  lai.  IL  Fig.23. 


j.  23. 

Einiges  Interesse  bieten  vielleicht  noch  die  Winkel  dar, 
unter  denen  der  vom  Gegenstand  ausf;cliende  Stral  die  8pi^el 
abivechselnd  trifft«  im  enoUch  aos  A^ge  zu  gelangen. 

Fällt  ein  Stral  Büg  (Taf.  II.  Fi^.  24.)  unter  dem  Anfangs' 
Winkel  Bf^  Jfes6|  ein,  so  der  refleetirte  OiO^  unter  dem  Winkel : 

der  hier  reflcctirtc^  6iml  G^O^  trifft  den  S|>iGgel  UM  wieder  nn^ 
ter  dem  Winkel 

u.  s.  w.  d.  h. 
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(33)  die  Reflexlönawltikel  eines  mehrniBls  pebro- 
eheoen  Strales  wachsen  hei  jeder  neuen  Reflexion  um 
(p.  —  Ist  der  Wjnkel  dadurch  grosser  ab  90^  geworden,  »o  kann 
man  auch  statt  seiner  die  Er£rl<nzung  zu  l^JO®  nehmen,  —  wobei 
nur  Ein-  und  Ausfalls»trul  verwechselt  wird,  —  dann  himmt  von  da  an 
jeder  Reflexioiiswiokel  um  <p  ab.  Ven  letaten,  End -Winkel, 
an  gerechnet,  aber  aoeh  aHenal  um  <p  zu.  —  So  lange  der  Win- 
kel unter  W  bleibt,  nähert  sich  der  Stral  dem  Sebefiei  if*  frird 
er  grosser,  se  entfenit  er  sieb  wieder. 

Für  die  Winketfolge  desselben  Stralet»  hat  man  also  nur 
nOtbig  den  Anfangs-  oder  End-Winkel  an  *~  


§.  24. 

Suchen  wir  die  Endwinkei  Un-  Zuerst  fifr  den  Fall,  dass 
Gegeostaod  und  Auge  gleicbweit  von  M  eotterut  sind. 

Da  ^  ßn^  (TaC  II.  Pig.  25.)  senkrecht  an  KRf  (resp.  ßn  6m^ 
senkreeht  an  ^0  steb^  se  ist  der  Endwinksl 

34)  »«=90»-^ W,ßn-i  =  BogSB  Oßn^i. 

Die  Wertbe  dieser  ßoeen  stellen  sieh  aber  se  dar:  Sei  der 
frfihere  Bogen  BR:=zy,  OK^Uf  so  iutt  man«  frenn  cur  Abkfir- 

auog  gleich  d  (Ur  ^^-^  und  i  für  geacbriebeu  wird,  fdr  die 
erste  Fo%e: 

i 


*)  •  i«l,  wenn  wie  in  Taf.ll.  Flg.  2.  B  mit  ß^i  ß^  alfff  eiitgcgcngecetstci 
Saite  ▼«§  0  liegt,  negativ.   Her  Gleidilornif  keil  m  (36)  wegea  ist  hioi 


negativ  ttehea  gebMeen. 


Google 


 w 

^Q^^^-^M     II.  «.  w. 

I 

«  Somit  werden  die  End  winket: 

(90)  l4s:OlaJ^»90-*(H><0 

I  U.         W.       '         ;  ' 

Ffir  die  sweiU  Folge  mIw  MM 

(\vorau8,  beiläuüg  bemerkt«  i'  =  ip—s  und  d'^^d  lolgt);  so 
werden  die  Bogen 

« 

* 

m 

1 

i 

1' 


vad  die  EndwiDkel 


Digitized  by  Google 


7Ü 

4 

Fr=  O  Vf  A    Uü  -  (29  f  f /') 

F/ri=  O  VhiH  =  9Q-  (29  +  #') 


II.  g.  w. 


§.  2Ö. 

Daraus  erae'»eii  f^it-'h  auch  leicht  die  End- EntfernaDgCD*) 
de»  MlttekpuDkto  Vff  vaoi.  Scheid  cWr  KuduiiiM 

(39)        iöt  nüiiilicli  (Taf.  II.  Fig.  25.) 
also  z.  U.  iNuueotlich  (36  uuU  M):  ' 

miQ        C08(y-f5)       jj^..  cos(<jp+*') 
/rioa  =  r.  7 — »      9t Iii iux:r.  y~t~J7\  i. 

*  «r^    ^    cosC2ip+c/)        M,«—  C08C2y-f  ^) 

•      cüfci(9?  +  s/  cos(9J-f-r) 

■  cos(2<p  cw^JjHjO 

» 

co8(3(p -f  -         cos(  3y  4  //Q 

iW<>6-'*  -^^2y+^  ^  V^'*-*^*  C0SC29  + 


"  •)    KigciilluJi  deren  Frojrolionen  auf  die  Eb<>ac  4cf  cingelheiltfi 


,  ■  Digitized  by  Google 
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§.  2».  • 

Aus  tlieseu  E  u  d  cntfjßrnuogen  folgen ,  weiter  leicht  die  vorher- 
eeheiHlen  Entfcrnungeo  der  Hinte  Mi  von  den  Dnrelisehnitten  de« 
MB  und  her  geworfenen  Strales  mit  den  betreffenden  Spiegeln : 
jeni  min  liat  n.  B  - 

l  )      "»-i     8iujia_,       siD««_i;       8iD(na-|-fl)  ' 

>beii6o 

1 


r.cosr*  Oön 


1. 8.  w.»  also  nameotJich  s.  B.  (35);  (36)  . 

(42)    iWtig  —  r,  cüi>(d(p  -|-     4sec(2<jp  -|-  s) 

j|f04=  .     C  eeci. 

ü/53=         C       iecrf  . 

ilf5|=        C  aec(29h-^), 

^44=:r  co&(29>  -f  j  sec(9  ^-  *) 

ilf3i = rcoa(9 j)8ec(9>  i- <^) , 

'JUi^isz        C*        sec(^— s) 


')  Der  in  der  ganzen  Folge  vorkommende  Factor  rcüBQ^^(f)—€ 
«UL    üclinliclies  gilt  auch  für  die  anderen  Folgen. 
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M  Ii  =r  coBgmecd 


US)  Für  die  zweite  Folge  IftttteD  die  entsprechenden  Lange»- 
wertne  g»iw  eheiiee  iwr  mit    «litt  $  mdl  df  •lirtt'A  . 

(44)  Diese  Aiiftritts<»ntfemutipen  lassen  sich,  da  sie  steh  %vi« 
eine  Folge  ¥on  öecauten  verbatteo»  auch  durch  (T«f.  11,  Fig.  26») 
darstellen. 


J.  87. 

Wenn  endlich  Auge  und  Get^cnstand  nicht  gleidi  weil  n 
M  abstehen  z.  B.  AfO  ==P,  3fB=:r  Ist*  4K»  hat 
Dreieck  MO  I^m  (Taf.  il.  Fig.  25)  wegen 


mifl 


*j(p^)=]f:pcotg^Ofc 


dfiä  Anfangswlnksl  n'nssiO^t^mR 

(45)  +  v  =  a  +  (ÜO-g  0%)-arctg  Ls^,*^"^5ä^^'*J ' 

vrns  für  /i^— r  in  die  IVüheren  Formen  ubergebt. 
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TU. 


BesUmmnti^  der  seo^raphisehen 
Breite  und  üän^e  au§  geodätischen 

messunsen. 


Von 


Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

nn  der  polytcrlinischm  Schule  zu  Cnrisrulie. 


§.  t. 


Nehmen  wir  die  Erd^  als  ein  Rotationsellipsoid  an,  in  dem  t 
der  Halbmesser  des  Aequators,   b  die  haihe  Kotationsnxe,  neh 
men  wir  ferner  die  letztere  zur  Axe  der  ar;  die  Axen  der  y  und 
in  der  Aequatorebene ,    so  ist  die  («Icichung  der  Erdoberfläche 
(mathematisch  gesprochen): 


+  ^,-1=0. 


(1) 


Die  geodätische  Linie  auf  dem  Erdsnhäroid  ist  aber  ein 
kürzeste  Linie,  daher  ist  ihre  Gleichung,  neben  (l): 


(2) 


worin  c  eine  Konstante. 


Heissen  wir  Breite  eines  Ortes  auf  der  (matheniatischei 
Erdoberfläche  den  Winkel,  den  die  Normale  In  diesem  Punkt 
mit  der  Aequatorebene  macht,  so  ist,  wenn  sie  durch  B  bezeicl 
net  wird:  \  ^  \ 
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wobei  il  von  0  bis  ^  auf  der  nordlichen  ErdhSlfle»   von  0  bis 

—  ^  aof  der  eOdficbeo  geiiblt  wird.  Die  Lftngtf  eines  Orles 

ist  der  Winkel,  den  die  Ebene  des  durch  ihn  gehenden  Meri- 
dians (d.  h.  die  Ebene  durch  jenen  Ort  und  die  Erdaxe)  mit  der 
Ebente  irgend  eines  bestfanraten  ersten  Meridians  macbt  Wir  * 
zählen  die  Llnge  von  0  bis  960^  von  West  gen  Ost»  wie  wir  «ncli 
die  Ricbtnng  von  der  positiven  Axe  der  z  zur  positiven  Axe  der 
V  in  derselben  Welse  zählen,  und  die  Axe  der  %  in  die  Ebene 
des  ersten  Meridians  verlegen.  Ist  X  die  Lauge»  so  ist: 

sioi  =   JL 


cosi= 


Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  üjidet: 


a(\  —  c-jsiag  ,_oa--&* 


also  ist  ^ 

V 

l/"^    ^  .  ,  asinleosÄ 


Vl-e^sin^ß' 
acosicos^ 


Bestfanait  man  ß  so»  dass 


so  ergiebt  sich: 


tg^=VTi:?tgÄ=^tgÄ,  ($)- 


«=6sin/}» 
3rs=ncos/}slnX,>  (4) 

z  =  a€os^cosX. 


rheU  XTIII. 


♦ 


1 


Digiiizeci  by  LiüO^lc 


* 


Führt  man  mm  die  neuen  VerSnderlichen  1  nnd  ß  (die  rede- 
zlrio  üreite  de«  Orte«)  In  die  Forttel      «Uit  «o  iet  dieselbe: 


«roraua  roaa  al«  Gieichung  der  geodäüäcben  Linie  Eiebt: 


—  2     c^ö^o^^ß  +  aH'm^ß) 


€06^^  («*CO«*jJ— C*) 


00 


Die  Länprf  dio«;er  Linie  zwischen  zwei  Punkten,  den«i  die 
redazirteo  lireiteo  ßi  und  ß^  {ßi>ßi)  sugeb^en»  ist  al«o: 


^»^eo8*|34-gV!n^^ 
Ao«2^J— c« 


iß 


Die  Konstante  c»  die  in  diesen  Formeln  Torkommt,  wird  durch 

die  anfrinirriche  Richtung  der  i^eodätlsehen  Lifiie  hestimmt,  weiche 
Richtuti!;  Itekanntlich  bei  dem  uns  vorliegeudeu  Problem  unaer 
«U  bekannt  angenoHiaien  werden  dar^ 

iBt  diese  «nljfogliebe  Rlehtoiig  die  des  Aeridian«»  ee  ist  an 

(aoglieb  ^=0«  d.li.  man  bat  czsQ,  und  also  ist  die  Gieicluiiig(2): 


Ol 


wo  c'  eine  Konstante.  In  diesem  Falle  ist  also  die  geodätische 
Linie  eine  dbene»  und  der  Meridian  «ellist  Was  die  Llsge  aa- 
belangt,  so  l«t  In  diesem  Falle  aus  (6)  dieselbe: 

ßx  ßx 


üigiiized  by  Goog 


weoo  aUgemeiii 

In  jedem  mderen  Falle  tot  die  gtodättoche  Linie  fnn  dop 
IMlIer  KfdiBwng. 


§2. 

Sei  (z'j/'  z  )  der  Attbngmudit  der  gnodttlMlien  Linie  (5),  ao 
sind  dto  CneieluiDgen  dnr  onrch  dienen  Pnnkt  gellenden  Merl* 
dinnknrre:  ^ 

S«i  nuo  a  der  Winkel,  den  die  MeridiaDkurve  und  die  geodSti- 
ecbn  Jjfatie  nHwben,  ao  ladet  nma  l^cbt; 
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Führt  naa  bier  dieWinkelkoMdiiMteD  (4)  ein,  m  «rgMM  «idi; 


tiiw^a  —   - 


«ko  ist 


Vergleicht  mao  dies  out  dem  iirühereD«  so  ist: 

acos/Ssincrs:«.  .  (8) 

Ist  alj*o  die  reduzirff'  Breite  eines  Punktes  der  Erdoljerflädie, 
a  der  Winkel,  den  die  tlurch  ihn  gehende  geodätivsrho  J/inie  mit 
«einem  Meridian  macht,  so  ist  die  6russe  cos^sina  für  alle  in  die* 
ser  geodätischen  Linie  liegendeD  Punkte  konstant 

Kennt  man  also  den  Winkel  ai ,  den  die  geodätische  L>nie 

in  ihrem  Anfanfj*spnnkt  mit  dem  durch  jenen  Punkt  gehenden  Me- 
ridian nt.icht  (ihr  Azimuth)  und  Ut  j^x  die  reduzirte  Breite  die- 
ses Anfangspunktes«  so  ist 

cssocosj^siiiai .  (9) 


Nachdem  nun  c  bestimmt  ist,  bietet  die  Berechnung  der  Länge 
einer  geodätischen  Linie  keine  Schwierigkeit  dar.  Aus  Formel  ip) 
lolgl  naomehr ; 

J       1  cos^f^'-^cos^jS^sin^a^'      r^'P  — 


J       1  l-^os^ftsin^-sin^^^^*'^'' 
Pi 

Sei  mm 


ed  by  Google 


8i 

WM  ioMr  müglick  tot,  da  l^em*ßiak^>0 ,  «o  M: 
9t 


worin        gp^  befiÜmmt  üiod  iluich 

810^  =  cos9^  .VI  —  co6'^|«ia^% . 

Man  igt 

B€ite»t  mub  ahio  /  «Bd     so »  dsw 

4»o  ist 

mul  9t»  9^  «bd  bestUmt  aus 
•o  da«!  «ndttcb 

Dadurch  ist  nun  unsere  Aufgabe  gelöst.  Hat  man  Tafeln  der 
elUptischeD  Funktieseii«  ao  eatnimmt  nao  ikaen  uaaiittelbar  s. 


üigitized  by  Google] 
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Die  EotwickloDC  der  ISäherungsformein  ist  hier  nicht  unsere 
Auigube,  auch  Ist  oieselbe»  nach  aen  mifjetheilten  f^enaiien  For- 
"lefai  leicht.   Mau  wird  die  JNalieruüg  uicht  über  die  vierte  Po- 
e  treiben. 


Id  der  Regel  Hegt  in  der  Geedieie  die  Att%abe  nicht  so,  viefmebr 

keriot  man  die  geographische  LSnge  und  Breite  fAtea  Orten,  den 
Winkel  a,,  den  dre  geodätische  Linie  von  dieeem  Pnolrte  aus  an 

einen  annern  mit  dem  M(  riiHati  des  ersten  macht,  so  wie  die 
der  geodätischen  Linie  z^vischen  helden^  und  soll  daraus  Ltänge 
uud  Breite  des  zweiten  Ortes  linden. 

In  Formel  (12)  dürfen  also  als  bekannt  ani;eno[naien  w  erden  * 
und  cp^  neben  lien  jedenfaiis  bekannten  Grusöeu  tv  />  /i*  Daraus 
eigiebt  sieli; 

E(^,         =E(9,  .  (13) 

Tai'eln  der  eUiptischeo  Fuoktiooeu  vorausgesetzt,  entnimmt  man 
ihne»  des  blersus  folgenden  Werth  des  Argnmentee  worane 
naeh  (11)  eicii  ß%  und  dann  uadi  (3)  ergiebt 

Man^slelit,  wie  bliebet  einfiM^b  die  Saebe  aieb  gestaltet,  «rean 
man  Tafeln  der  elliptischen  Funktionen  besitzt,  und 
wie  iTünschenawerth  eben  deesbaib  aneb  io  dieeem  Betreif  seicbe 
Tafdn  sind. 

Dtp  Entwicklung  der  Näherunffsforniel  fÖr  9^2»  wenn  man  die 
über  die  vierte  hinausgehenden  Potenzen  von  e  vernachlässigt« 
unterlieL^t  aus  (13)  keiner  Schwieri*(keit.  Wir  komnjen  vielleicht 
tiaraul  später  zurück  und  bemerken  hier  nur  noch ,  dass  man  dazu 
dea  Iiagrange  sehen  Cmkebrungstheorenw  fceioesM  egs  bedarf,  wie 
dies  gewübaiicb  geschiebt»  aendera  mit  dem  Taylor'aehen  Satxe 
voUbonunen  aiiareiebt 


$.  5. 

Eine  iweite  Frage  ist  nun  die  nach  der  geograpbiacben  Länge 
(jy  dea  aweiten  Ortes.  Die  Formel  (5)  gietit: 

o^cos'ft 8in»g| (6^008«/?  +    sin^g  _  cos«y(6*  ^^flVslaV) 


^  Digitizeci  by  LiüO^lc 


worin  das  obere  Zeichen  gilt,  weno  A^>A|,  das  untere»  weun 
^8  ^  ^  • 

SSetet  mn  wMer«  wie  ia  3»: 

eai^=eui]fcoe9« 
■o  ist  da«  in  (14)  voriranmende  Integral: 

9t 

# 

Nm  iet 

aUq  i«t  obiges  lutegral: 

<^8in^  .  . 

(HtgVsinV)y  1-  "^M^ 
BeieicliDeo  wir  allgemein 

'  TTt — r^.^r, — TTTT'-  durcli  i2(®,  n»  it),  (15) 
^    (1  +  m\fk\)\  l  -  i&SetoV  . 


so  iet 


______   

(1  -l-nsii 


1  /"^         (1  -f  iMilw*y)ay  1  /  

(l  +  ftßiii^g?)  V"  1  — 811129)  (If  »sinVV^l-"^*'^^i"-y 


Dameh  iet  obigem  Integral  3 


üigiiizea  Dy  LiOO^lc 


Ntm  M 

also  Ist  eodiich; 

(1«) 

womit  nun  unsere  Aufgabe  gelöst  ist 

Die  genaue.sten  Werthc  von  a  und  b,  die  in  dieseu  Formeln 
vorkommen,  sind  iiekanutlicb : 

a= 3272077,14  ioisen, 

6  =  3261139,33  Toisen. 

Die  Formel  (13)  setzt  voraus,  dass  ßt>ßi.  Ist  alier  nnig«- 
kehrt  ^<A«  so  erhäit  man  statt  (12): 

■  ,=-asiny. '^)] >  (12). 
aUo  statt  (13 : 


igilizeci  by  Ljüo^Ic 


wahrend  die  Formel  (16)  allgemeiD  eilt»  wnn  mtm  i»  ihr  das 
Doppelseichen  so  speziabeirt,  wie  et  die  Dlfferens  i«— Ii  erhäacht 

Die  Formel  (16)  ISst  audi  aoftleich  die  Aufgehe«  dieieoigeii 
Punkte  auf  der  Erdoberfläche  zu  bestirameD,  durch  welche  eine 
bestimmte  geodätische  Linie  hindurchgebt.  Diese  Linie  sehnet* 
det  nämlich  den  mit  dem  Aequator  parallelen  Kreisschnltt ,  des- 
sen reduzirte  Breite  ß*  Ist,  in  eioem  Punkte,  dessen  Länge  1' 
bestimmt  ist  durch: 

(17) 

worin  9'  liestfanml  ist  doreh  die  Gielchang: 

sin^'  =s  sinycos^ « 
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V] 

Veber  M  Oleidiiuiffeii  der  Bewe- 
truiis«  Anwendanseii  derselben« 

(Ibch  JnlM  Tkilk  b  JmimI,  J«UI«t  1819.) 

Von  dem 

Hena  ProfeMar  Dr.  J*  Dieager, 

au  der  pol^technU«iien  Schule  zu  Carlftruhe. 


Sind  :r,  y,      :r',  die  3n  Koordioaten  der  n  2asammefige< 

burisen  Punkte  eines  Systems  in  Bewegung,        Y,  Z   die 

anf  dieselben  wirkenden  bewegenden  Kc&ue«  so  i«t  die  Gleichung 
der  Bewegung: 

(l'-m-J)j*+(Ä-«.£)&]=0.  (1) 

worin  m  die  IM.isse  dee  Punktes  {x,  y,  2),  Sx,  Svi  St  gewisse 
Veränderungen  der  Koordinaten  x ,  y ,  z  sind  und  das  Zeichen  £ 
«ich  auf  alle  Punkte  erstreckt   (Poisson,  Mechanik.  $.  531). 

Angenommen  nun,  es  besteben  zwischen  den  3n  Koordinaten 
die  I  Gleiehungen 


XrsO,  ifsO,  i^ssO* 


80  kann  man  mittelst  dieser  Gleicbuns^en  die  Grossen  x,  ... 
als  Funktionen  von  Sit  — t  derselben  oder  anderer  Veränderlichen 
Mwdffekenf  und  wenn     fp»        dkie  nnnUiftigiMn 
indetlielien»  i  die  Zelt  iet«  eo  wird'iBin  «iigemeln  eetieD  kGanen: 


u*  9.  w.   ist  nuoj  zur  Abkürzung, 
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BS         hq>       ,  a^/ 


so  wird  mau  also  baben: 


de 


worin  a,  ß,  v  die  [»arlielleii  Diäereuzrulquolienten  von  j:,       z  in 
Bezug  auf  ^  uedeuteu,  wShrend  a,  b,  c,  «...  Funktionen  von  t,  6, 
...  siod. 

Da  man  iiat 

-lfw-+^.+^')-^((i)•■^ö5)•<D•) 

so  wird  die  Gleichung  (1)  sein: 

Man  setze  nun  in  diese  Cieicbunp;  die  Werthe  aus  (3),  so 
muss  man  schliesslich  die  Koelüzienten  von  öß ,  ...  Noll  i^etzen. 
Da  aber  diese  Veränderlicben  offenbar  in  derselben  Weise  in  die 
Glftichmig  (3)  eintraten^  s«  wird  es  gMÜgen,  den  Ko^tkamitm 
von  d$  ze  berecliDeii. 

Maa  findet  leicbt: 


WO 
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Uleravs  folgt: 

Setzt  luaii  dies  in  (3),  so  verschwinden  Mip  mit  öß'  behafte- 
ten Güeder  uod  man  hat  aU  KoeiÜzientea  von  ößt 

> 

Ist  nun  7'  dieihalliie  Summe  der  lebendigen  Kräfte  des  Sy- 
stems» so  ist 

also  wind  (4)  sä 

^'\dd'J  dT 

— dr^^Sä"  * '  ' 

Was  das  Glied 
anbelsiigt»  so  aoi 

was  in  der  Kegei  wird  angeDomraeD  werden  künnen ,  mid  man  bat 


so  dass  der  Koeffizient  von  6$  in  (3)  Ist: 

Si     "53""  ba  ' 

Man  sieht  hieraus»  dass  (3)  sich  in  folgende  — t  Glei- 
chungen auÜOst: 
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^•(  ao  )     BT  BF^^ 
Bt        b$  Ö^*"" 


'^•(1^)  BT  tr 


^=0 


Wem  7  die  Zelt  i  Mbit  eafiriekelt  enthält,  so  findet  man 
aus  diesen  GleicbeiifMi,  «en  mtm  eie  biflglifh  mit  d%»  df» 
difi«...  mnltipUziri« 

F=Coiiet    ^  (6) 

bekanntlich  daa  Prinslp  der  Icfttndigen  Krittle  anasprechead. 

Von  diesen  SStzen  eoUee  non  \m  Folgenden  einige  Aswea- 
togan  geoMcbt  werden» 

1.  Aufgabe, 

Man  aoll  die  Bewegung  einer  acbweren  geraden 
Linie  bestimmen,  die  sich,  frei  im  Ranmo  am  eiaai 

featen  Punkt  in  ihr  drehen  kann. 

Sei  (Taf.  I.  Fig.8.)0(der  feste  Punkt)  der  Anfangspunkt  derKoo^ 
dinaten,  die  Axe  der  z  vertikal  im  Sinne  der  Schwere,  die  Stange. 
Die  Veränderlichen,  die  den  Zustand  der  Bewegung  bestimmen, 
sind  nur  zwei  an  der  Zahl,  nän\lich  der  Winkel  ö,  den  ^i?  mit  der 
Axe  der  z  macht,  und  der  Winkel  A'OX^'^,  den  ihre  Uorizoo* 
talpro  jektlon  mit  der  Am  der  »  macbt 

Sei  M  die  Masse  der  Stange  (Shf  Gewidii;  divldlrt  dareii  dte 
bescnlennigende  Kiall  der  Schwere)»  a  die  Entfiiniung  Vtam 
Schwerpunktes  von  O,  r  die  Entfernung  Om  eines  Punktes  m 
von  O»     die  Uorizontalprojeklion  OP  von  r.  Man  bat  oiipdbsr 

FaJKpj^.cosd. 

«,     1^    /dT'^-\-r'^^\)^     /özV\     1  ^  . 


irenn  ME^  das  Trägheitsmoment  der  Stange  in  Boing  aaf  

Axe  ist,  die,  senkrecht  auf  ihrer  Richtung,  durch  ihren  ScbfV«^ 
punkt  gebt   (Poiaaon»  Medmnik.  Die  Gleicbnog  (6) 

giobt  auo 
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Setzt  man  eine  der  Geichtm^n  (5)  hinzu,  so  wird  die  Auf- 
gabe gelobt  sein«   Da   T  und  V  die  V  nicht  enthalten«  «o 


wShIe  man 


^'(ä»^)    BT    BV  ^ 


die  giebt 


d.  b. 


Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  lösen  die  Aufgabe.  Wäre  die 
Stange  ein  blosser  Punkt,  dessen  Entfernung  won  O  gleich  /  wSre, 
so  wäre  M^O,  a=l,  d.  h.  die  Stange  bewegt  sich  wie  ein  ein* 

ladM»  Penddi  von  der  Ling*  /ss«-!^  ^  . 

(7)  «ad  (9  folgts 

di  sin  0 


y  (C-|--|^cosÖ)sin2ö  — C« 

siuö  Y  C 4- cos  6)  sia  2ö 

weleTie  Formeln  auf  elliptische  Funktionen  surfickgeffihrt  wer- 
den können. 

Um  die  Konstanten  C  tttu!  C'  zu  heKtimmen,  ^ei  (Taf.  I.Fig.9.) 
et  der  Anfangswerth  de?«  Winkels  6*,  C/)  die  Kiclitiini^  des  Stesses, 
welchen  die  Stange  an fäni^Hch  erhalten,  di(3  man  senkrecht  auf 
annehmen  dart.  Die  Stange  wird  anläoglicb  in  der  Ebene  OCD 
aalhogen  an  drebon,  welche  Eben«  man  als  die  von  aw«t  Hanpt- 
axon  der  Stange  in  Heiug  auf  den  Ptankt  O  botradilen  kann 
(Poisson,  Mechanik  5  380,  m).  Ist  a>  die  WinkelffeschwindlgWl 
im  Anfang,  die  IntensitSt  dea  Stosaea»  f^QC,  ao  hal  man 
(Poiaaons  Machaaik  §  38^  s 

 l^^'f 


Die  Aalangsgeichfnndigkait  e  einen  Paaktte  m  dar  Slaage 
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iat  rm.  Bn«Ut  mm  alt«  in  ^  Gkteliiiiis  (7)  4m  mie  Glied 
^  dufcli       io  i«t 

««äC  +  ^co»«,  (9) 

wodurch  C  bestimmt  Ut.   Nach  (8)  hat  mau 

wo  sio  a  (^^i^^       Aiilasig9ge«ch«indigk«it  der  HonaoMtalpM- 

lefctiofi  dds  Panktwt  dm  Stange  Ist,  de«t«ii  BntfennniK  von  0 
cleieh  1 ;  ist  £  dor  Winkel  der  Riebtung  CD  wS^  du 


giei 

ton  aof  der  Ebene  sOÄ.  m  Ist  also 

•iiia(^j  =acost,  Cssflieeatebcu  (10) 


Wir  «teilen  nun  die  Frage,  wie  muss  (o  besdiaffen  aeio,  da- 
mit  die  Stange  t&nm  geraden  Kegel  xm  €h  beedifetbef 


In  diesen  Falle  let  beetBndig         also  ^  =0  tnd  somit 

cd 

Diese  Oleielmg  drflekt  aber  nor  ans*  dass      =0  lol  flb 

6=a,  d.  h.  im  Aofange  der  Bewegun<^.^  Soll  es  allgemein  statt 
baben»  so  muss  mm  die  Gleicbong  ^i'^i^^  danH  Terldndea. 

Diese  giebt 


Cosa  sin^' 

sin 

Diese  zwei  Gleichungen  geben  «=0,  0*  =  ^^^^—,  d.h.  der 

Stoss  muss  i«cnl<rrr^t  niif  der  Tprfiknlrl>pnc  srcin,  flif  flurch  die 
Stange  gebt  Aus  der  Gleichung  (8)  Iblgt*  dass  der  Kegel  wit 

gleidifomiger  GeacbwbidigheiC  5=  besebrieben  wML  Ap- 
seist  «an  «  dereb  seinen  Wertb,  so  ist  dieselbe  4/— * 

Zur  vollständigen  Lösunt;  der  Aufgabe  bleibt  nun  nocb  die 

T?prochTiTiTi^^  i^c«  Druckes  nuf  O  fibrig.  Zu  dem  Ende  denken  wir 
uns  in  O  eine  Kr.ift  ariL^eijraclii ,  die  dein  Drucke  P  direkt  ent- 
gen  wirkt;  aKsdaiui  können  v  ir  die  Ntaui,'eal§  frei  l)etrachten.  Sind 
jCif  Ft,  Zi  die  Komposantcu  von  P;  21,  die  Koordinaten 

den  Scbwerpnnktes  der5tange>  so  werden  dfe  rerlornen  Kräfte  selss 
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-  ■*  ^  •  -  *    » —  *  (^§f  -  ff )  • 

Da  nun  dl*  verhmM  Krlfte  oad  der  Druck  sich  im 
gewicht  halten,  ao  krt  wm  (Paiaaw,  Machaaih. 

rt+M  ^=0,     !  —  (") 

^1^=  a sind  sin •  •  •  .  (H*) 

Die  Gleichungen  (11)  bestimmen  Xt,  Yt,  Zj.  da  i9  ond  ip  als 
Fiinktiotiea  voti  i  bekannt  abd.  Für  den  Fall  der  Bewegung  auf 

einein  geraden  kegel  iat  ^  =  rrrL  4-'4'e»  d=o^  wenn^a  der  an- 
fUngliehe  Werth  von  ^  ist  Man  findet  aladano 


Qiailieh 


2(e  Aufgabe, 

Man  soll  die  Bewegnsg  eine«  biegsamen  uoaus- 
dehnbaren  Fadens  hestinimen,  der  an  einem  festen 
Punkte  O  (Taf. I. Fig.  10.)  aufgehängt  und  mit  zwei  schwe- 
ren Punkten  tn  und  vi'  beladen  ist.  Man  setzt  voraus, 
daa*  zu  AnTafi^  der  Bewegung  die  zwei  sehwereu 
Polikte  Toa  der  vertikalen  entfernt  werden  sind,  eline 
dass  sie  aus  einer  durch  O  eebeoden  Vertlkaiebene 
heraus  getreten  wäreut  nnddass  sie  sodann  sich 
seihst  überlassen  wurden  ohne  Anfangsgesehwin- 
digke  it. 

Die  schwingende  ßewesung  eines  jeden  Punktes  hat  ofien- 
bar  in  der  Vertikalebene  ^Oj:  Statt,  die  durch  die  anfönglicbe 
Lage  des  Fadens  geht.  Set  Om  =  a,  mm'ssubp  ml>yss(^»  si'siy 
ss^y  wenn  tny'  parallel  der  Vertikalen 

Man  hat  (ür  m: 

drssasind, 
für  m'.  ' 

Tbail  XVUI.  7 
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«'salin  6 -f  ^  xiu^» 

« 

(m  +  mf)ga  cos  B  +  m'^  cos  9 , 
Aho  erMt  miB  ans 

+  afin  (9>  -    ^  (^y+^eltt  ^s«^ 

Man  konnte  die  Gleichung  (6)  in  Anwendung  lifingen,  die 
nur  vom  ersten  Grade  i«t^  altein  obig»  Gleidimignn  notifMci» 
unnenn  Zwecke  mehr. 

« 

Angenonmen,  die  Schwankungen  aekn  nehr  kleb,  so  niii 

man  die  Quadrate  von  d,  (p,  -^f  ^  und  die  Produkte  dieser  Yei* 
Snderlichen  vernachiäMigen  können,  and  findet  dann: 

Dnrch  VeiWndnng  b^er  findet  sm: 
Man  findet  als  Integrale: 

^j|>  A>  sind  willkührliche  Kontaateu;  r^y  sind  letttaiA 
poaitiv;  die  Wonein  der  Gleichni^ 

lim  +  mf)0^mar]  (ff—br)  ^m'a^ssO  (16) 

fit,  1%  ^nd  die  entsprechenden  Werthe,  die  ans  der  Gleicfauv 


(13) 
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falgea.  Da  filr  <sO,^=:^sO,  so  ist  1^1=0.  »lud  fer- 
nor  ff,     die  Anfangsworthe  too  0  imd  9»  00  ist 

woraus        A%  folgen^  so  dass  nun 

^szÄifi^eoiaSfri'k-A^<GifMiyfT%^ 


Man  küuute  die  Frage  aufnerfen,  welcbe  Bedingung  erföllt 
sein  müsse,  damit  jeder  Punkt  wie  ein  einfaches  Pendel  schwingt, 

d.  b.  damit  s.  B.  ^=:Q.  In  diassm  Fall«  ist  4a=s«*  u 
also  ans  (Ifl) 

und  dies«  in  (15)  gesetzt^  giebt  ais  gesuchte  Bedingung : 

(wt +niO  a«*+(m  +  »0    — «)  «/^  ~«»'6jfcaO.  (18) 

Für  a=s^  ist  diese  Gleichung  unmuglich ,  da  aMaao  m^ssO 
sein  aoUte.  Sei  s.  B«         so  folgt  aus  (18) 


•+«••'        -1?-'  «n+i/TZIV 

Im. AllgenelneBt  wen«  die!Bedingung  (18)  orflfllt  ist,  bat 

ess«eoalVnt  vs/JeoalVfTi 
SS  dass  die  Scbifingnngsdauer  beider  Punkte  gleich  ist 

Zle  Aufgabe* 

Ein  kreiSTaade«  Rad  (Taf.  I.  Fig^  11.)  bat  an  seinem 

TJmfanp:  einen  ri  n  i:;f  0  rnn  j»en  Kanal,  in  dorn  sich  eine 
kleine  Kugel  m  beHndot,  deren  Durchmesser  gh  if  h 
dem  des  Kanals;  diei^es  Rad  stützt  sich  in  B  aui  die 
liorizuntale  Ebene  AOB  und  in  i»einem  Mittelpunkt  S 
auf  die  Tertikaie  SO,  die  mit  der  Ebene  des  Rades 
den  Winkel  Jii90s:«^macbt  Mao  Iftsat  das  Rad  so  auf 
der  horizontalen  Ebene  rollen,  dass  B  einen  Kreia 
Tom  Halbmesser  OB  mit  unveränderlicher  Gescbwin - 
digkeit  beschreibt.  Der  srerade  Kegel,  dessen  Axe 
OS  und  dessen  lialber  Winkel  an  der  Spitze  u  ist, 
wird  also  nach  und  nach  in  allen  seinen  Erzeugunga- 


I 
I 
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linien   von  der  F.bene  des  Hadei»    ite  rührt.    Man  ver 
langt  die  Beu  egiuii;   des   Mittel|»ui)kts  der  Kugel 
a  U  g  e  8  e  Ii  e  II  von  der  H  e  i  1>  ii  n  g. 

S«l  OS  die  Axe  der  r,  eod  e«  sehe  die  Eiiene  der  imtk 
SA,  \n  irelcher  Linie  das  Rud  den  Kegel  im  Anfanire  der  Bewe- 
gung berühre.  Sei  Sß  die  Berfihrungslinie  am  Ende  4tif  Zät 
U  SC  iWe  Stellung  der  Ebene  des  LVtdes,  die  in  diesem  Augen- 
blicke der  artfängliehe  Radius  SA  einnimuity  Smzuzr  sei  der  Halb- 
memet,  der  der  Kugel  zugehurt»  uod 

mSOssp,  PSx^it, 
weDS  PS  die  üoriscoDtalprojektUNi  von  Sm  mU 

Sei  CSm—6  und  es  bedeute  Ä.'  die  bekannte  Geschwindig 
keit,  mit  der  der  Winkel  AGB  befischrieben  n-urde»  so  Ist  ACi 
asKtt  tmd  dft  aiie.ilBsarc.fiC,  ao  iet 

BSCszEt.Blü  a,  mSB^e^Kimu, 

Bezeichnen  wir  also  mSB  durch      so  ist 

Aua  der  kurperlichen  Kcke  SOmB  ergibt  akh 

cos  9  =  Cosa  cos  CO.  (19) 

lat  SBf  die  RorixontalpToJektion  von  SB,  ao  iat 

^=  FSB' \B'Sx=^  PSB-hBOAszPSB'  +  Ki  ; 

aber  PSB'  iat  io  der  geoennten  Edte  der  flächeowinkel  an 
50/  alao  iat 

1|,=Ä<  +  arc(tg  =  £).  (20; 

Mao  bedarf  also  jetzt  nur  noch  einer  der  Gleicbungeo  (5),  da  Ci 
aicfa  bloaa  um  die  Beattnuniuig  von  <a  bandelt.  Man  iiiidel 

P=  niffr  cos  qp  =;  mgr  cos  a  tun  w  , 

oder  wenn  man  aus  (19)  und  (20)  substttuirt: 

r=  ~ Mir«  (lö'  *  -J-  2  siu  «Äö'  4-  (l  -  coa    cos  '^a  )  Ä  »] . 
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IVenflet  mtm  non  die  diifte  der  Oleiehungen  (5)  an  und  in 

igrirt,  Dacbdem  mau  mit  2 ^ mulUpiicirt  bat;  so  erhält  man: 


r 

nniis 


)  *  —  Ä>rco»\f  CO»*»  —  2^ cos  «cos  c»  +  C^O»  (21) 


2g  cos  a  cos  co — Ä*r  cos    cos  *w  — C* 
(iidb  besonderer  Fall«  im  Anlange 


(22) 


kr,  was  dumelbe  ist. 


«Statt  haben  wird,  wenn  die  Kugel  anranglicli  in  A  ist,  und 
m  sie  dort  eine  Geschwindigkeit  erhält  gleich  der,  mit  der 
i  den  Anfang  des  Rades  durchläuft. 

AbdaDn  gieht  (*21): 

C=  2^  cos  a — iL  V'^  cos 

«4(22) 

_  Boj   _ 

^nJ  V^(l  ~  CüÄ  w)         COS  '^a  (1  4"  cos  Ol)  —  2//  cos  «J 

i^t  man  hier  tg  4yo>=tf,  /C%*co8%  — cosa=a,  gQQsa=ö,  so 
ietiäeh 

i 

c'e      '  =s  1  .  , 

teirt  man  hier»  um     au  bestimmen,  .f=0,  (o=:0,  so  ist 

utid  tu,     03  ist  aUo   fürlwaiirtiul    NuU.    In   diesem  Falle 

I  wurde   die  Kugel  die  Horizonlaleherie  nie  verlassen  rind  sie 
rfe  den  Kreis  um  Omitder  Geschwindigkeit fTrsiu «hesclireiben. 
In  allgemeinen  Falle  wird  t  C22)  durch  die  Quadraturen  ge* 
ka  »erden. 
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Aaflö^iin^en  der  Anfisrabe,  liei  einem 
C^assemeiiffe  you  viererlei  brennbarai 
Oa^en  die  unbekannten  Criieder  y,  Cx, 
€}g^  und  Cn  su  besliniineB. 

VOD 

Herni  Professor  Zenneck 

zu  Stuttgart. 


Es  iei  das  Gasge  Inzell g«    Jf  bcstelieiid  dem  Voln«»  üi 

•IM  Wasserstoffgas  =  y , 

Kohlenoxj^dgas  =  Cr , 
Einfachkoblenwasserstoffgas  =  Cy* 
und  Doppeitkolileuwasser- 

titüAgas  =  Cy ; 

•0  erMlt  mtm  dnteh  Dsto«atiw  alt  SMierstoffgas  in 

flsdiometer: 

1)  Kohlensaures  Gas  aus  Cx  und  aus  dem  Kohienstoff  der 

Ctf'  und  Cy  mit  einem  Theil  von  0\ 

2)  \Vassergas  im  Auii;enl>lick  des  erbrennungsjprocesse!«  nu« 
y  und  einem  anderen  Tbeil  von  O,  das  aber  bei  einer  Tem- 
peratur unter  R.  sich  alsbald  in  li(|uides  Wasser 
▼erwandelt; 

3)  einen  Rflckstand  von  dem  was  Detonatloo  binreiclmd  ge- 
nommenen Sauerteoi^as  0\ 

Naeh  Erbaltang  dieser  dieieiM  €Sase  (»JT-I-  IT-f  O')*}  in 


A' =  Volumen  tlcs  kohfcnsanrcn  Gnses. 
ir  =  Volnmcii  des  Ix  i  SO"  R.  bestehenden  Wasiergasci«. 
O'sc  Vuiuluea  lie«  voa  der  Detonation  de«  U  mit  0  suruekgd^ 
besea  SeQentofljiaiM» 
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Ewliomctpr  durch  diese  Detonation  als  ein  Volumen  =  kann 
nao  mn  die  Vofumina  clor  vier  in  3J  sfegebcnen  unbekannten 
Grögsen  Co; -f- 6^' 4- C^)  unter  gewissen  bediogOBgeo  auf 

irei'erlei  Weise  bestimmen  und  zwar : 

A)  Wenn  l)  das  Detonationsprodukt  (=7?'^)  im  Fndiometer 
bei  der  Temperatur  =80^11.  erhalten  worden  ist,  .so  dass 
man  mit  dem  Wasserj^as  (}V)  messen  kann;  2)  das^ 
kohlenj>aure  Gas  (K)  mit  Aezlau^e  absorbUt  und  den  Kück- 
stand*)  (RP^K^W-i^  OO  niiisst;  und  3)  das^aisergas 
durch  Erniedrigung  der  Temperatur  verschwinden  iSsst, 
sodass  nur  der  messbare &iuerstoftest  (O')  übrig  bleibt. 

B)  Wenn  sich  1)  M-i-  O»  das  seinem  Gewicht  nach  ist, 
wägen  lasst ;  2)  das  nach  Verschwinduni:^  von  TV  ont- 
steneTKle  rückständige  Volumen  =  /?  j^emes^en  wird  bei 
irgend  einer  Temperatur;  3)  die  Kohlensäure  K  absor- 
hirt  wird,  so  dass  nur  O'z^R'  (letzter  Rückstand)  zu- 
rückbleibt. 

1)  Wenn  man  1)  das  Doppeltkohlen wasseratoffgas  mit 
Cblorgaa  absorbirt,  ehe  man  Jf  detonirt  hat;  dann  2)  den 
Ruckatand  il/'=^-f  Cx  +  Cy'  mit  O  detonirt;  3)  den  Rücic- 
stand  R  nach  seinem  Volumen  misst  und  4)  die  Kehlen-* 
säure  ^  absorbirt  u*  e.  w.  wie  bei  B)» 


L  Bestimmungen  der  vier  unbekannten  Gase  nach 

dem  Verfahren  bei  A). 

Bat  man  eine  Einrichtnng,  bei  welcher  der  Eudioraeter  in 
Khendem  Wasser  steht,  so  dass  das  entstehende  Wasser  gas 
Detonation  noch  in  seinem  Gass nst  and**),  bis  man  ge- 
IBsen  hatp  bleibt,  so: 

1)  Detonirt  man  M  mit  O. 

2)  Misst  den  Rückstand***)       nach  seinem  V^olumen. 

%)  Lässt  diesen  Rfielcsfand  erkalten,  so  dass  das  Wnsseriras 
sich  verdichtet  und  man  dann  einen  zweiten  Rückstand 
si2  erhalt. 

4)  Misst  dieses  7t  unter  Bemerkiin}^  seiner  Temperatur. 

5)  Absorbirt  hierauf  in  R  die  Kohlensäure  K  mit  Aezkaii, 
so  dat>s  nur  noch  0'=  3tr  ROckstand  s=  R*  Obrig  bleibt, 
der  semessen  wird»  und  der  Terbrauchte  «Sauerstoff 
0*==0— Ä'  ist 

l^emn^e  dieser  fänf  Operationen  und  ihrer  Produkte  eriifilt 
Hwn  die  vier  Gleichungen -[-): 


♦)    Da  Ji'^  —  h  -k-W-^O'  ist,  «o  Ist  n*'  -  h  —  W-\-0'. 
**)    Zur  genauem  BcstiniTminia;'  (iKw^oluniens  miis«   in  dem 

uaergefä««  ein  Thermometer  beohacblet  werden  können,  dessen  Stand 
ihm  Beremetentmd  sar  IMaetion  des  Gasvolnmens  auf  leln  Vo- 

im  bei        Th.  and  28''  Bar.  ku  dienen  hnt. 

Oder  viclraebr  ri;js  vpr;inr1<*rte  Resultat  der  Ortonation. 
t)    D.enn  zur  Bildung  ihrer  L'roduktc  mit  0  fordern  von  0  ip  nnd 
'äat  Halbe }  Cy'  das  Do|ipc>tte  uud       das  Diciiaclic  ihres  Volumens; 
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und  au8  diesen  durch  EÜMlMÜmi  mi4  SoMlliit&Mi  dte  Tier  ■ 
bMtiwBiendeii  GasvolomiBa: 

.V = (2  i)/  +  4  O )  *-  (4  ^  +  3  ly )  oder = C2    + 4  O)  —  (SÄ»  +  Ä), 
Cr  =  (2AC+lf)-20''.  .  oder=(i2o  + /?)— 20. 
Cyss(5£-|-tf  If)  -  OJr + 60'')  oder =(ftl{<»  4-  il')  -  (2ilf  4-60), 
6V=(iir +40")  -  (3iS:+  3  W)  odera(ilf+40)-  (Ä* -f  ÄO ; 

wenn  man  sie  nach  den  Grössen  3t  und  O,  sowie  nach  den  Rück- 
ständen R^,  R  und  R'  hcstimnion  \\  \\\ ,  wnhrrtrd  P  ogiif  e n d orlT 
bei  seinen  Formeln  zur  Autliisuni;  dieser  Aufgabe  in  seinen  Ad- 
nalen  der  Physik  (Ud.  XL  Vi.  p.  622)  xum  Theii  nur  mit  an- 
dern Zeichen*)  die  ersten  Gleichun;;eu  aufgestellt  hat  Da  vm 
aber  (nach  dem  «n^eg^enen  Verrabren  ikii  RflcMmid  der 
Detonation  nothvcendig  eelnem  Volumen  nach  ni essen 
musSj  wie  die  nachherigen  Rfickstfinde  Äund  R'  (nach  3  —5),  m 
sind  die  z^vcitcTi  Gleichungen^  >vp!the  die  nach  diesen  Rückstän- 
den hczeichneU-ii  Grossen  enthaiteät  zu  den  Bestimmungen  voi 
Cx  u.  s.  w.  tauglicher. 


C9  «all  Cp*  g«beii  m\%  0k  ela  Uiiwn  bleiche«,  Cjr  alier  da  dop|ielaw  M. 
koUsM.  G  t^t^ ;  ^  liefert  mit  0  eia  uini  gleicbes»  C^ß  oad  C2r  nb«r  ^ 

defpeltp  Vol.  WaiMrgaa  ihres  Voluineni. 

*>   Poff  Kinder  ff  beseicbnet     mit  i?» 

Cx   -  ^, 
Cy*  -  tf, 
I».  Cir   -  rf, 
if  mit  m  a«  0"  -  «  oad 

gMt  üe  CMelchaagtu  : 

<r=  —  2///  —     +  .'i      5  ir, 
—  üA  —  3ir. 

Po  u  f  j)  d  «»  r  f  f  Hüirt  ^"i'i  il<  n  /.nr  Annlysr  n  i Orrlrr! irhcn  0{HJ- 
raiioDen  nur,  das4  der  UucksUnd  der  üctonauun  zu  messen  sei,  bei 
i«r  aicb  der  WasMrteipff  bilde  «ad  wieder  reirttchte,  ae  4a«r  mm 
das  dadiirib  Vciadtwoadeea  al«  Waimifdeiyf  aoMMalMa  habe,  «bcr 
nicht,  fftiss  ffieser  Wa«Äcrdampf  nnrh  vor  sftnetn  V  er«  c  h  vr  i  n<l  f  ß 
luic  den  andern  (lastüi  (A'  o.  0')  deä  HücksUiHds  geiDt^srn  ^rrr(f<  tt  uiu««« 
noch,  wie  dieser  liäck«(and  so  uiessen  «ei,  das«  diecei»  nehuilicii  eatve- 
der  «aadttolbar(bai  derwbca  angegebeaeo  EuNicblniij^  Am  IMIesMlMr») 
•der  mitielbar  (aacb  II.  vanallteUt  Wigeag)  tai  TiIbim  nacll  bü* 
aaiibiaa  au. 
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il.  Beatimmangen  der  vier  unbekannten  UrOssen  nadi 

dem  Verfahren  bei  ß). 

Durch  die  Detonation  von  31  mit  O  entsteht  zwar  eine  Ver- 
änderung der  darin  enthaltenen  Gase  nach  dem  Volumen*), 
aber  nicht  nach  dem  (lewicht,  so  lanae  da.s  Wassergas  sli  h  noch 
uicht  zu  Wasser  verdichtet  und  mit  dem  Sperrwa&ser  vermischt 
liat;  itiiil  unter  dieser  Bedingung  ist  daher  aem  Gewicht  oach 
jlf+0=ir+  O'-f.  }V=R^;  wenn  man  daher  IU+0  wfigt*»),  «o 
erhält  Mn  damit  ancb  da«  abnoluteGeirieht  von  JR^sstJÜ+O. 

Vikd  Mm  (naeb  der  UeiriditibflatiamM^  tau  M-^O) 

l)  M  mit  Q  detonirt ; 

2}  der  Rud^stand/i  nach  dem  Verschwiftden  des  JF  bei  irgend 
eioer  gegebenen  Temperatur  dem  Volumen  nach  gemeseen ; 
3)  K  mit  Aeakall  absorbirt  vnd  der  Rückstand  R*  gemessen; 

80  geben  diese  Messungen  (2.  u.  3.)  die  V  olumina  von 
AyndO,  und  also,  da  mfm  die  spec.  Geuirhte  dieser  beiden 
Gase  kennt,  durch  !\li!lti[)rK  ation  ihrer  erhaltenen  N  olumina 
mit  ihrem  spccif.  Geuichtu  auch  ihre  a  i)  s  ol  u  ten  G  e  vvi  cli  te.  , 
Zieht  mau  nun  vou  dem  ahsol.  Gen ichte  des  R^^M O 
dw  Summe  der  absei.  Getricbte  ven  K,  und  O'  ab;  so  Ist 
der  Rest  dieser  Sublraefton         O)  — (AT-f  OO  =  abseh 
Ge nicht  des  TT,  dessen  Volumen  vermittelst  Division 
*;ctnci5  abs.  Ge«icl)ts ***)  durclj  seit)  spectf.  Geiricbt  (bei 
der  gegebenen  Temperatur)  erhalten  ^vird. 
Ai    Indem  man  daher  (nach  2  —  3)  dieV  oluniina  \nn  K  ,  O'  und 
IF,  die  zusammen  —  U'^  sind,  und  die  Vuiuiütüa  von  it'und 
R,  wie  die  von  M  und  O  bestimmt  bat,  so  kann  man»  da 
0?=0— ist  (1.  6.}>  die  vier  unbekannten  Grössen  nach  . 
den  obigen  (1.)  ersten  oder  zweiten  deieirangeo  beaümmen* 


III.  Bestimmungen  der  vier  nnbelcannten  GrSasen 
naeb  dem  Verfahren  bei  C). 

Enthält  das  Gasgemenire  unter  seinen  viererlei  Gasen  Üop- 
peitkohlen  vvasserä  tüii  gas,  so  libät  sich  dieses  bekanntlich 
dnieh  Chlergas»  «reldics  damit  dna  sogeoannte  Cbloiibl  bildet, 
abaerbfaren,  und  da  dieses  Prednht  aloh  nur  bei  erbOliler  Tem* 


*)  Das  Volumen  Termindorl  lich  dnrch  die  Octonatioiii  desii 
wenn  M  vier  toldier  Gate  Ton  je  gl«Sehem  Volameo  enthiUl;.  «o  fordert  e« 
wmr  Detonatinn  (nach  1.)  ein  ^''  =  6  Voianiina  nnd  IfeIWrt  mit  diesem 
ein  W—b  \'(tl.  tind  ctn  h'^\  Volumiaa,  also  sutammsa  9  Tel.,  wib* 
ttmAM'\-0"  10  Volumina  lietrii>^erT. 

**)  Oder,  da  miin  du«  uliiiol.  Gewicht  von  0  au«  seinem  Velomea 
■od  «pecif.  €hiiHdit  beifiaHDeB  keaa «  nur  M  alieia  (eise  belteb%e  Per* 
tjon  diirde)  mch  G»y-Ln88»r's  Methede  la  einer  tnbalirtea  Glaakogtk 
(8.  IlcrUcrfTcr,  Jafirb.  IX.  p.  239.) 

♦♦*)  l)ns  Bpecif  Gewicht  des  Wn-^sorj^Hse»  {W^  ist  (die  atmosph. 
L.  =1,0  gcgetxt)  0,623ö  nuch  üa^-Lusaac,  oder:  1.  rf.  Ckz.  WSMerga» 
wagt  =0,2205..  gr.,  oder  1000.  Cbkeeotim.  deMelben  «igen  :sO^Q6S6 
Gimmnee»  (8.  m»  phjiik«  cfaemfeehee  ttötfibttcb  p.  SS— 9S.) 
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peratur  als  Gas  darstellt,  so  kann  man  jenes  Gasglieil  entfernen, 
wenn  mau  in  das  (iasgenienije  mich   seiner  Messung  so 

lance  Chlorgas  einströmen  lässt,  als  noch  eine  Verminderung  des 
Vol  lumens  von  JV  bemerkt  wird^  und  wenn  man  non  das  rückständige 
Gaseeroenge  zzilf  gleicbfalls  gemessen  hat»  so  ist  das  GasgÜed 
€^  ^oppeltkoblen wasserstoffgas)  =z3i—'M*  und  M'  =  ,v+Cx-f-  Cy, 
dessen  drei  Glieder  sich  vermittelst  Detonation  des  AI'  mit  einem 
2 — 3fachen  O  iiiid  nach  der  Messuni»  äos  Rückstandes  ^  /? 
durch  xVbsorption  der  Kohlensäure  mit  Aezkali,  uphhe  einen 
ZHeiten  Rückstand  =  R'  liefert,  ohne  nerücksichtiguni^  des  ent- 
stehenden Wasserdampfes,  durch  folgende  drei  Gleichungen  be- 
stimmen lassen  : 

1)  M'  ist  =^+Cir+Cy; 

2)  R      ::zM'-i■0^^^  T  ""^Cy; 

3)  R'      8  üf'  H>  ^  -  Elimination 

und  Substitution  auf  l"")  y^M' --{R—R) , 

2>)  G.=  (^'-^3i^)-(^O+fi0.^,     c^JlO-^n,  ^^^^^ 

Es  sei  z.  B.  jlf=110,  M'  aber  =  100  Vol.  gefunden  wer* 
den  und  alt«o  CysslOVol.  Nun  sei  mit  0=300  Vol.  deto^ 
oirt,  R^  355  Vol.  und  nach  der  Absorption  des  koblens.  Gase« 
In  R  durch  Aezlange  J2's=:175  Vol.  gefunden  worden;  so  is! 

1)  U^R*=m  Vol.,  also  3^=100— 80  =  20  Vol. 

il/'+3/i    m  775    ,    ^  . 

2)  — ^ —        »  — 5~  =-g-»  also  CSr= 2884— 258,5=30  Vol 

3)  ^  —  ssrj-*  al8oCy=-j-  =50  V^ol.  . 

Würde  man  übrigens  bei  einem  solchen  Gemenge  aus  dr< 
Gasgliedern  nur  wissen,  dass  es  solche  brennbare  Gase  en; 
halten  kann,  aber  nicht«  ob  es  nur  l,  oder  je  2  davon»  odi 
alle  3  Arten  enthalte,  so  hat  man  doch  an  den  nächsten  Detoiu 
tions-  und  Ahsorptionsprodukten  die  nothigen  Kennzolcheil 
nach  denen  man  finden  kann,  was  fiir  ein  Fall  von  den  sieb^ 
möglichen  Fällen  bei  dem  Gemenge  statt  flndet;  denn' 

1)  Ist  nach  der  Detonation  keine  Kohlensäure  (Ä)  zu  a! 
sorbiren ,  so  irar  in  JU'  blos  y  voibauden,  und  weder .  O 
noch  Q/. 

2)  Beweist  aber  die  Absorption  (mit  Aeziauge)  das  Dasein 
Kohlensäure  und  zwar  ein  Volumen  K=M\  so  enthielt  ^ 
nur  kohleahaltige  Gase,  da  diese  allein  ein  dem  XI 


Beweise  ad  2). 
*)    Der  Detonationsverlust  i8t=J/'-fö  —  R. 

a)  Ist  nua  i&=J/'=2(A— »o  Ui  '^=zR^O  und  dabei'  anch 
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lumen  v  on  M'  gleiclies  Vokuim  Kohlensäure  als  Rfickutand 

liefern»  und  zwar: 
a)  Wenn  A:=2(ä— O)  ist,  so  ist  AT— Ca:, 
h)  Viemi  K=0  —  R  Ut,  so  ist  M'=Cn\ 
4  Wenn  K  weder  =t%(B^Q),  noch  =  O-^R  ist,  so  ist 

^  Oder  zeigt  der  Absorptionsversucb ,  dass  M'  zwar  Kohien- 
sSure  enthalt,  aber  ein  Votumeii  (K),  das  kleiner  als  A/Mst, 
so  beweist  dieses,  dass  das  Gemenge  theils  Wasser- 
stoffgas^Xtheils  irgend  ein  oder  beide  kohleohaltige 
Gase  enthielt»  da  bei  der  Detonatioa  y  sowohl  fiDr  aicb»  als 
aus  seiner  VerbiiUbmit  mit  C  In  C^'  mit  sdnem  augebürt» 
gen  Saueiatoff  (O)  verschvrladet. 

a)  Wenn  nun  K<,M\  M'  aber = 2(0 -JBO  wt,  so  ist  if'=y 
-f-Gr,  da  man  aus  jener  Gleichung  eine  R'  erh&lt» 
welehe  nur  mit  der  Annahme  von  Jlf  sy-f  Gr  stimmt 

b)  Wenn  ÄC<  M',  M'  aber  =20+  ß'  — 3Ä  ist,  so  ist  M* 
—y  +  Cn'^  da  man  aus  jener  CMcbunff  eine  andere  (är  ill' 
ableiten  kann,  deren  Glieder  nur  mit  der  Annahme  von  Jf 
=jf  4'  fibereln^immen. 


^O^R,  also  IT'— ^=  |'r=:ir'+ö— Ä,  wae  nar  bei  if'sClr 
•tiU  findet. 

k)  kt  X=:0^n=s^*,       fit  aeeh  8Jf'ss:if'+l»-.J?,  wa«  nur  bei 
JU'  =  Cjr'  statt  findet. 

c)  Da  heiJiC=:Jlf'  dieses  =rjr,  oder  —Cr/*  oder  =  Cx Cj/'  sein  matt, 
•0 kann  M%  wenn  et  weder  =Cx,  noch  =  Cjf*  itt,  nur  ^Cx-^Cy*  «eie. 

Beweise  nif  3). 
a)  Wenn  Jf'sST  ist,  so  iat^  =1^«^-;?',  alte 

"  2 

k}  Wenn  hier  :V'==2(?4-y?'  — int,  st»  ist  —  .4/' —  —     — //'-f  :?/?, 

also  sjr— jr'=sjr'~so-i7'-|-3y?,  d.h.ir'=2(.f/'— (?+i?)+y?— /^«. 

Irt  nnn  if'=:|r-f         alte  Cv*^M*         te  itt  1)  da  HzsM' 
3p 

+  2Cy'  ist  (nach  der  obigen  Bestimmung  III.) 

md  9)        =  da  die  DlfKoreiis  der  Gleichungen  too  H  ami 

—  Cf/'  int.  Tn  obiger  Glotrhtiiig:  Ton  M*  stiiniiit  alte  dat  Glied 
iiä'-'O'i-Jli)  mit  ff  aod  das  Glied  R-^ß*  mit  Cy\ 
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c)  Wenn  iW',  M'  nber  weder  =2(0— i^'),  uoeh  =:W 
+  — ist,  so  i»t  /]/' =  y  +  Cr  4  >  weil  unter  dei 
Bedioguiig,  da8sAr<^'  iat,  nur  diese  drei  Fiiile  a),  b)uod 
e)  atattfindeo  kOnrno,  folglieh  fr«no  ditTon  a)  wmä  b)  akht 
tftatt  flttden«  e)  «tatl  fiodmi  mius. 

AiiMerd«in  ffeben  die  obiiren  Bestfmmvngen  von  tr =^—(12—1^)» 

Keiiaxeichen  vom  Dasein  oder  Nichtda^oin  eivcs  GtOfßMf  m 

M*  an  die  Hand;  denn  da  jede  dieser  Gleichungen  aus  einem 

positiven  UTif]  negativen  Theil  Ijcstc^il ,  sf>  fehlt  in  diejenige 
(iriisse,  deren  GleichuDc:  nach  l  ('l>erset/iir)(;  dor  M\  O,  RimdR' 
in  ilire  Zahlernverthe  =jNuU  wird,  und  diejenigen  khhI  vorhanden, 
deren  iiestimiuung  einen  g^ewisseii  Werlii  ungieht;  U.  AI'  6t\ 
=slOO  Vol.,  0  =  200,  R  =  140,  und  R'=:m  geweseo.  00  ist 

Jif-  (Ä-i2')=10a-20=8Ü,alsoy  vorhanden ;  iEr:Mt^2±E) 

520-  520  ,  .  oo-0W-{2R')  400-340 
=  — —  =ü,al80  Cxietumd',  und  —  j  =  g — 

s90«  idso  Cy  Tortianden. 

Hat  man  etwa  Über  Qaeeksilber  ezperimenlirt»  «nd  es 
seigt  sich  auf  demselben,  oder  an  der  Wandung  des  Endieae- 
tera,  kein  Tropfen  von  Wneeer,  so  enthielt      kein  y,  nocb 

Cy,  sondern  nur  Cr,  da  dieses  allein  kein  Wasser  liefern  kann; 
zeii»t  sich  aber  Wasser,  wenn  auch  nur  in  noch  so  i^erifirrP? 
Menge,  so  kann  M'  entweder  y  allein,  oder  Cif'  allein,  oder  beide 
enthalten  haben,  worüber  dann  obige  Kennzeichen  (1.  %J  eut* 
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Problenia^ 

Alictor 

Christiantts  Fr.  LiDdman, 

Lector  Strengneaeosit. 


Invenire  Rhombum  max'imiim  et  minimuniy  qui  in 
fiUipsin  datam  (axe8=a>  b,  a^b)  inscribl  possit 

Quia  latera  opposita  Rhombi  inscrifili  Miit  diardae  intor  «• 

Iiamilelae,  diamoter  quidam  Ellipsis  fitrtimque  in  daas  partos  neqiia- 
es  divldat ,  iiecesse  est.  Cetera  latera  huic  diaiuetro  par;ill('!a 
sunt  (Eucl.  I.  quamobrem  a  dlametro  co!ijug:ato  In  duas  par- 
tes aequale^  dh  iiiuntur.  Pofisita  igitur  diaiiietro,  qui  suU  angulo=:a 
axin  majorem  aMef^=2a',  diametro  rero  coojugato,  ci^u«  angulus 
in  aJdtt  miiloreni  stt=:«%  '=26'»  et         aequatio  £llip«ifl 

transforniuliune  coordluatarum  ejL  iurmuiif» 

matatar  in 

«bl  eat 

a*b^  > 

Qouni  latera  Rbonibi  qoaeaiti  aribu«  parallelaamt  ab  iiaqae  aeaua- 
ütar  aeceotur,  problama  propositum  m  Inveniendis  quattoor  Eilip- 
•is  pnnetis  eoDtinetar,  quoram  orones  coordinatae  valore  abaokito 
inter  «e  äquales  «int.     Qni  vaior  fiicillfane  invenltiir  ease 


üigiiizeci  by  LiüO^lc 


,  quamobrem  latus  Rhombi  cujusdam  in^cripti  est 


"^V^+P      area=J=^;^^i5m|,u-«),  (2) 

qnia  alter  angniomm  ejus  eal  a«'— «.  81  «  bab«tar  variabiiis  in- 
dtpendens,  inveallwis  ez  aaqiL  tgtftga's— ^« 


qui  valorea  cum  valora  ipaltia      ia  (9)  d«eH  auppedifaat: 
VBile  diffmntiattoBa  dMioetar: 

At  Tafo  ^um  fiat  5^=0  et  ^>0  pro  «=0  et  ^=sOet  ^^2<# 

pro  tgo         Rhombaspro  hoc  valore  ipaiaa  u  maztmas  e«b 

illo  niaimaa.  Rhombus  mudmoa  eoaatmllnr  coDiootren^Ba  iaAcr  aa 
panclia  extromla  axiom  priocipaliam,  aod  Rhombaa  mialmiia«  fri 
eat  qnadratnm,  ai  paacta  extnoMi  diamtilioram  intar  ae  aeqaaBni 
conjongaotar. 
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llntersucliaiis  der  biquadrattechen 

Formen. 

Ton 

Herrn  Uoctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Qfmtmmmm  w  StraUsRii. 


Wem       dea  htiden  biquadeaticclm  FonMn 

4ie  wto  in  die  sweHa  dwch  die  fineire  äniiatitetioa 

od«f,  kurz,  durch  die  SobsÜtotioii  |3,  4  fiberceht»  M  hängen 
die  Coefncienton  der  zweiten  Form  von  deoeo  der  ersten  durcli 

die  Gleich nni^en  [5]  ab,  in  fler  Abhandhinij:  „Ein  Satz  über 
lunärc  Formen  von  belie biedern  Gratia  und  Auwendung 
desselben  auf  b i  quad rn  tische  Formen.'*  (Tlu  XVIL  pag. 
409.  ff.).   Wir  hatten  die  Gleichung 

gefanden,  wo  /\  eine  rationale  Function  der  Coefficienten  der 
rorm  F  ist,  von  weicher  die  Natnr  der  letztern  wesentlich  ah- 
hinct.  Für  dea  Wertli  yod  4  sied  Tenchiedaae  Awadrilgke  est« 
ific£elt  weiden»  nlnlich 
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« 

wo 

tf^bb^ae,  g^be-^odt  hiszee^^ 
(4))  «« 
|<sci<^6«»  kctdd'-^e,  Ass3i^4-i^ 

ist»  nnd  auch 

Eine  nothwendige  liedingung  für  die  AeauivaleDz  von  F  uod 
P  ist  mithin  A=^A'*  Bemerkt  man  aber»  aaas  aar  ßestimmong 
Yott  ttf  ß,  Y,  d,  die  Aequivaleoz  Toransgeaetzt»  aeclia  FoDdaMü* 

lalgieichungeii  gegeben  sind,  aSmlich  die  schon  angegebaMMi  Glei- 

cbungen  m  und  die  Gleichung  (atf— ßy)*=l,  so  ist  ersichtlii^i 
dass  zwischen  den  Coefficient(?n  von  F,  P  mindestens  zwei  Re- 
iationen  statt  ifnden  mdssea,  dass  ntso  ausser  der  Bedincning 
^=:^'  noch  eine  zweite  existireu  imiss.  Diese  auslindi^f  za 
machen,   ist  Gegenstand  der  gegenwärtigen  Arbeit.    Wir  kiioneo 

auf  mebrereo  Wegen  xnn.Zlel  gelangen;  ich  lietrete  luewt  de»- 
jenigeo  Weg,  der  sich  mir  aoerat  dargebeten  hat»  und  wetdft  et* 
dann  einen  cinfaebern  neigen. 

In  der  erwähnten  Abbandlnng  bebe  kb  eine  CorveependaiÜ 
TOD  F  entdeelct«  nämlieb 

weicbe  die  Eigeaacbalt  besitzt,  daaa  sie  dnrcb  die  Sabetttetba 
fi»  f»  9»  mittelst  weteber  f^in  JP  flbergebt»  aicb  in  dte  Fem 

verwandelt»  wo  die  accentulHen  Buchstalien  aicb  anf  die  Fem 
beiueben.  Beseiebnen  wir  also  die  Determinante  von  der  Fem 

(6A  %»  Ä»  3i*  ^)  mit  An, 

die  TOB 
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!,  dg',  Ä*.  ^,  m  Urft  Ai% 

so  liat  iiiaii,  beachtend,  dass  die  lieteriniuaute  von  9'  offenbar 


oder 

■  < 

Wird  nun  diese  Relation  zwischen  den  Determinanten  der  Cor* 

respondanteii  von  F  und  F*  weiter  entwickelt,  so  wird  sich  wie- 
derum eine  Relation  zwischen  den  Coellicienteu  von  F  und  F^ 
ergeben,  welche  mit  der  ßedinj?uni?  \'r=z  (aS—ßy)^^^  nicht  iden- 
tisch sein  kann.   Weitere  iNachi'ore»chuug€u  haben  ergeben,  dass 

A        A  '■ 

es  bei  dieser  Untersocboog  w  auf  die  Verbfiltnisse  ^» 

«itöinme,  und  dte  letetem  QuadratsaMeo' mIh  mOaaeit.  um  aidi 

hievon  direct  zu  (iberzeugea»  berechnet  maa  am  dofachsten  die 

Grösse  Ai  n^ch  (2),  indem  man  die  Griissen  f,g^hi,  /<2,  i,  k 
durch  nndere  ersetzt,  welche  aus  6/^,  3^,  Ä,  3i,  6A:  gerade  so. 
goI)ildet  8ind,  wie  f,  g,  h,  i,  k  aus  a,  ö,  c,  d,  e,  Herr  Con- 
Uucteur  W  asm  und  hieselbst,  ein  gewandter,  mit  tüchtigen  mathe* 
matiscbeo  Kenntnissen  ausgerüsteter,  Rechner»  hat  diese  Ber^ch- 
amg  ansgeRdirt;  es  gelang  ihm  durch  mehrere  Üttfbrmitngen'  das 

Verbältniss  ^  wirklich  auf  die  Form  eines  Quadrats  zu  bringen»  ' 

wie  ich  behauptet  hotte»  und  zuj^eich  ergab  eich  ein  bemerkens- 

werther  W'erth  von  J^,  wodurch  die  Bedingun!^  ^*  =:  (cc^—ßy)^^^ 
»ich  in  zwei  einfachere  JUMlingungen  auilüsen  Viess.  Da  aher  der 
Cak'ul  sehr  verwickelt  und  ennüdend  ist,  so  dürlte  es  zweckmäs- 
sig sein,  nun  eine  einfache  Methude  zu  zeigen,  durch  welche  mau 
dm  aagedeateten  Resultate  auf  eine  ganz  einfache  Weifti  erhalten 

Aus  (3)  folgt 

und  es  tiudet  sich,  iudeiu  für  f,  g,  i^,  elc  ihre  Wefthe  snbstitnirt 
wenlen , 

ich,  wenn  mau  zur  Abkürzung  •  ' 

Theil  XVlIl.  8 
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«eist: 

Barechnen  wir  wm  die  Wertlie  xSi*  «^i  •  'ui  w«ldM  v  > 
^beigalien,  wenn  suib  die  Form     dorcli  Ihre  CoriMpovdanl» 

ersetzt  —  Es  ist  also 

fblglicb 
Ferner 

■ 

^dtr,  wenn  man  3A| 4-A^|  hj^-k-fk  »Utt      ^  setxt, 

=      ^  +  54/f  iy«  -  mßiU-^iß,Jc-27^i,Vt^- i%  V  -»"  >''«H27A|' 

Nach.  (G)  ijst  endlich 

irprans  durch  Subs^tutiop  der  Werthe  tmi  M^,  SL  m  (7)  wd 

BMQithnet  ma»  jalzt  die  Werthft»  welche  den  Ctrumen  Sl 
hl  Being  auf  die  Form  F*  sakommen»  mil      A%  «o  bl 

ea  fvaf  ab^r 


«« 


ftt(g|iüh  kommt 


Uigitized  by  Google 


Vergleicht  man  ferner  die  Retatioufn 
und  beachtet 
folgt 

Ua  in  dem  Werth  von  Sl'  noch  das  Zeicheu  unbestimmt  ist, 
so  entfrickele  man  diese  GrOeee  direct  HMi  der  itedue^ 
talgleichungen  [5]  in  der  Abhandlung  Tbl.  XVlLjp.  409.  E  Um 
dim  Rechnong  abzukürzen »  bnuichl  nwn  nur  die  Glieder  wirklich 
sa  berechnen,  welche  ki 

vorkommen,  indem  alles  Uebrige  «ich  aufheben  rouss.  Man  fln* 
det  dann  in  Sl*  das  obere  Vorzeichen.  'Aof- ihnHche  Art  kamk 
mna  «Ich  Toa  der  KichtIgkeU  der  Gleichung 

^  =  (ad  . 

Aberzeugen,  wenn  man  3c^«46^li'-f-«^c^  berechnet  Das  Resultat 
nnserer  bisherigen  Betrachtungen  Ist  also  Felgeades: 

WcDD  die  biquadra.tiscl)C  Form 

F= cur*  +  ibx^if  -f-  6<?ary  +  idxy^  + 

I«        ht^vadratlsche  Fetm 

durch  die  Substitution 

s^aÄ-^ßY.  ^.«y^-f  dF 

übert^eht-)  so  finden  zwischen  den  Coefflcieuteu  bei- 
der Formen  folgende  Gleichungen  statt: 

i 

wo 


« 
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ist;  II  tili  wuun  man 
•eUt»  BQ  folgt  iiodb 

Wenn  also  die  beldro  Pormett  aequivalent  sind,  so 
dir  drei  GleirJnirnicn  ^'""y ,  /i'  =  Ä,  A'^A  «tott 
deren  iMsiden  eroten  die  dritte  folgt  - 

IJitirnut  \ai  der  eröto  Anfang  zu  einer  Theorie  der  Mquadra- 
Medieii  Foraien  gemielit.  Die  weiim  OtitmmHMnig  dhr  Acfil- 
yalenz  blquedmtbcher  FonM»  flebM  M  doi  wIliftiülgrteM ,  m> 
eiflIietttM  eto  Mekferesi 

Btl  spiel. 

#=r«*  +  lSUy +  12a^4:Siy*=a.  ü,  2,  3,  5); 
«,  jj,  y,  4»--5,  —2,  +3,  +1,  a9^ßy=i^i; 
F'8s<3110»  aOB»  a09»  118.  4ft> 
Ää7,  ä'ä   29379640—29339550  \ 


Noch  piifaeher  ele  Meto  lassen  sich  die  _ 
f^i^  e^^t>vTokelii,  wenn  mn^i  <V\e  Function  F  als  Prodac?  "^--el 
Fuuriu  e!.  daioteHt  Za  dem  £ode  bcackhioo  ork  4ie 
der  Uiekhuiig 

«n    r.  3r.  r*. 


m 


üigiiizeci  by  ^^^it: 


U7 

^^-ß   i^^tL=±  i^^^'^ 


ifli.  Nm  Met  stell 


I 


(•*  -    «  7(«*-ftr)*; 

folglich  bat  matt,  wecu  zur  Abkürzung 

(»^«=:^,     (f-O^-ff,    (T-.0«=r,  (t'-0*==*. 

(r-r)*a5|ii,  (f-ro«=9i.  (r-.rT=n.  {5r*-r')«=^, 

fBMtgt  wird:  .  . 

!»'Vi«i  —n*pn(ttS—ßy)*, 

jiiM  +  ^<  +  r*,   pu,qt    pH,rs qUrs  f  pu.qUn 

sc 

fcabir  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  x,  x",  t"^  sim^ 
(  wsrdsii  sis  sieb  dardi  die  Coeffidetiten  der  Gleichaog 

Susi  «asdrücken  lassen.  Uro  dies*  mit  LeichtielEeit  sn  Bieirerle* 
gee,  benutzen  wir  die  Tubeilen  za  „Meier  Hirsch,  8ani»- 
ID^  Ton  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  alsebraiscben 

!e(  oh  Hilgen.  Berlin  1809.    In  diesen  Tabellen  flndet  man 

/ertbe  der  Suninieruuisdrucke  \(xj^yö  x],    auf  welche  sich  jede 

minietrifMAe  Finiction  iurücklünren  Iftsst;  ein  solcher  Ausdruck 
I  aber  eine  Summe  von  Gliedern,  die  man  findet,  wenn  man  alle 
«iniblnatloTCii  der  Wurzeln  der  Oleicbiiiig  m  iRten  iClases  bll- 
Ii,  wo  m  die  Zaiil  der  Budistaben  y,  den  in  jeder 

Inplexion  vorkommenden  Wurzeln  die  Exponenten  «,  ^,  y,....n 
ebt,  und  die  letztem  auf  alle  niDp^Iichen  Arten  penMitift»  Die 
Ib  Tabelieu  zu  Gruiide  liegende  Gieicbsng  h»t 


1^ 
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■ 

80  daw  wir  sul«Ut 

Hiaii  A,  Ji,  €,  D  zu  «etzeii  tiaiien. 
Man  findet 

pu^qt^ ri=2[22J  -2|;il2J  +  I2[ail]  s:2ä/j^-*64C-f  24X1, 
folglich 

Ferner  kommt 
folglich 

(12) .....  ii«(|>%iH9*l4i^=S8a(3e«--4M4«^^ 

Au»  (11)  iiud  (12)  folgt  leicht: 

Mit  der  Berechnung  des  Products  pujqLin  habe  ich  mich  ia  tief 
Abhandlung:  »Ein  Satx  Ober  blnire  Formeii  etc.*'  (Tbl.  XVE 
Nr.  XVli.  Hell  IV.  3.409.)  auemhrlioh  beeebiftigt,  wA  fA  MM* 


i 


»  »  ► 


(14}  .....a^(|m.ftrf)«39adA  • 

Da  nun  nach  (10) 

■ 

a'^(;>iit|.^fi^»'i«i)  ^«^(/'«•^'•w)  (ad— ^fy)^*^ 
kt.  so  folgt  nach  (11)  iinü  (14)  , 

irie  «b«u  geluuileu  uurilea.  —  Uwraua  folgt  weiter,  4mw 

24tr 


diejenige  kubieehe  Gleiobiiiig  aeui  nlrd,  deren  Wtoraeio  fn^i^ 
n  »indy  oder 
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■ 

die  GleichunjSC»  deren  Wurzeln  a^u,  a^gt,  dhs  sind.  Folgticli 
iä8st  sich  jede  synimetn^clie  Function  der  drei  Camliinatioiieu  |7i<, 
qtf  r&  duich  tiW  Giüöbea  ^  und  ^  au^Urückeu. 

ff 

Die  Nalnr  «iiier  biqqadratischen  Form  faflagt  Wim  von  den  bei- 
den (Brossen  f  ^  ,  welche  wir  die  erste  und  zweite 
Determinante  nennen  können,  wahrend  ^=^'~27A'  eine 
aus  tiddeo  abgeieitete  Determinante  iet 

IStffaWeod,  de»  Stt  SeplenlMr  1851. 

.  (Eorfsetzung  in  cunem  .der  nächsten  Hefte.) 


j 


* 


XII. 

Sjvtb^lsUie  Beweise  d«r  Stttee  in 
Thl.  XTI.  ]Vr.  XTIII.  und  »Tr.  XIX. 

eeB-.AMfelvfl.     ■  . 

Vi»- 

Herrn  Professor  Press 

stt  Stuttgart. 


XVIU.  Mandenkesich  inThl.  XVI.  Taf.IV.Fig.3.  an  den  Durch 
schnittspnnkt  der  Geraden  AM  unj  BN  den  Buch* 
Stäben  P  gesetzt«  so  ist: 

ACiADts^HPiAP,  weil  ^ACDco^ANP 

^MN.AB,  weil  \MNPoj:^ABP; 
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XIX.  Man  denke  sich  in  ThI.  XVI.  Taf-IV.  Fiir. 5.  die  Gerailen 
l)h^  De  und  Db'y  De'  gezoeen,  so  sind  die  Dreiecke  6f/> 
lind  ö*c'J}  ähnlich,  weil  die. Winkel  ö  und  6*  s\s  Um- 
fangswinkel  auf  der  Sehne  AfJ  und  die  Winkel  cund 
c,  als  Nebenwinkel  der  gleichen  ümfang-swinkel  DcA 
und  Dc'Aj  gleich  sind;  es  verhalten  sich  also  die 
Hohen  dieser  Dreiecke  wie  ihre  Grundlinien  bc  und' 
b'&.    (q.  e.  d.).  .  .  •  • 

Anmerkung.  Diese  beiden  wichtigen  Sätze  verdienten  in  die 
Lehrbücher  der  Geometrie  aufgenommen  stu  werden 
und  zwar  der  erste  unter  der  Form: 

„W^enn  man  in  einem  Dreieck  ABC  (Tbl.  XVI. Tal. 
,,IV.  Fig.  3.)  beliebig  eine  Transversale  .rl/)  zieht,  so  ver-i 
„hält  sich  die  Transversale  AI)  zu  der  einen  ein* 
„schliesscnden  Seite  AC  wie  die  andere  einschlies- 
sende  Seite  AB  zu  einer  Sehne  MN  des  um  datj 
„Dreieck  beschriebenen  Kreises,  welcher  ein  Umfangsj 
„winke!  entspricht,  der  dem  Winkel  ADV  gleich  ist 
„unter  welchem  die  Transversale  die  Gegenseite  Bi 
„schneidet."  i 


Druckfehler.  • 

Theil  XVI.  Taf.  IV'.  Fig.  5.  muss  in  der  zweiten  und  dritti 
der  drei  Figuren,  aus  denen  Fig.  5.  besteht,  an  den  zweiten  {x, 
teren)  Durchschnittspunkt  der  beiden  Kreise  der  Buchstabe  U  g 
setzt  werden. 


Google 


m 


XIII. 

MJeher  die  Barechnuns  der  Cometen« 

babneii. 

(Erste  FortsetzoDg  der  Abhandlung:   Neue  Methode  sur  Berech- 

nuug  der  CometeiibahneD.^)) 

Von 

dem  Herau8*^eber. 


EinUiUQg. 


Der  lAeliife  2wm^  meiner  Ahlmdhniji;:  Nene  Methode 
s«?  Berechnung  der  Cemetelnbnhnen,  war  allerdinee»  wi^ 

lach  in  dieser  Abliandking  bemerkt  worden  ist,  die  Mittheilung 
einer  Tötiig  directen,  d.  h.  hier,  gar  kein  Probiren  in  Anspruch 
nehmenden  Näheruncrj^niethode  zur  Berechnung  der  Comctenbah- 
iien.  Diese  Methode  icai  aber,  wie  aus  der  angeführten  Abhand- 
lung bekannt  ist,  vier  bcobachtungen  zu  Grunde,  da  im  Gegen- 
theii  das  eigentliche  sogenannte  Cometenproblem,  wie  es  in  der 
Astronomie  gewöhnlich  aufgefaest  wird,  nur  drei'  Beohachlongen 
in  Anspruch  nimmt,  welche  anch  In  der  Thal  hlnreidieo^  vm  die 
Bahn  eines  Cometen  in  der  parabolischen  Hypothese  Tollstfindig 
bestimmen  zu  können.  Mein  Z^verk  bei  der  oben  anprefiihrtrn  Ab- 
handlung war  nun  aber  auch  zugleich ,  durch  dieselbe,  wenigstens 
dem  grössten  Theile  nach,  diejenigen  Grundlagen  zu  gewinnen, 
welche  zur  AuQusuQg  des  eigentlichen  Cometenprobienis,  nach 
sdhier  gewöhnlichen  Anffassung  In  der  Aetronomie,  erfordetllch' 
sind;  mid  Ich  will  non  in  der  vorliegenden  Abhandlung,  die  der 
oben  genannten  Abhandlung  mir  Fertsetsnng  dienen  soH>  mich  ndt 


*>  Afdiiv  im  Maaenallk  ead  Pbyaik.  TbL  XXn,  Kr  IV. 
Theil  XVIII.  9 
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der  Auflösung  des  eigenlliclien  Cometenproblems  lieschhTtigen,  wo- 
bei ich  zugleich,  —  mich  übrigons  durchaus  mir  auf  das  Nolh- 
wendigste  beschränkend,  —  einige  eigne  Ansichten  über  die  Lo- 
sutig  dieser  so  höchst  wichtigen  Aufgabe  den  Astronomen  und 
IVIathematikern  zu  geneigter  Beachtung  empfehlen  möchte.  Die 
in  der  früheren  Abhandlung  gebrauchten  Bezeichnungen  werde  ich 
auch  hier  sämmtlich  beibehalten,  und  werde  Abänderungen,  die 
in  dieser  Beziehung  etwa  getroffen  werden  sollten ,  sorgfaltig  an- 
zeigen. ^ 

Bevor  ich  mich  zu  der  Auflösung  des  Cometenproblems  sell)sl 
M-ende,  will  ich  vorläufig  und  ein  für  alle  i\lal  darauf  aufnierksaii 
machen,  was  die  in  der  früheren  Abhandlung  gebrauchten  Sym 
hole  Ui ,  u.^,  W3  eigentlich  bedeuten,  weil,  dies  zu  wissen  un< 
stets  vor  Augen  zu  haben,  für  das  Folgende  von  Wichtigkeit  isl 
Nach  {.  8.  der  früheren  Abhandlung  hat  man  die  Gleichungen:  , 

Zi  =  — t/isin]?/,    2^=  — w^iSinj?./,    23=— j/jsin/Sj'; 

und  da  nun  bekanntlich  ßi\  ^2'»  ß^'  geocentrischen  Breite 
des  Cometen  in  den  Momenten  der  ersten,  zweiten  und  dritte; 
Beobachtung  bezeichnen,  so  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  7/1, 
f/3  die  negativ  genommenen  Entfernungen  des  Cometen  vo 
der  Erde  zu  den  Zeiten  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Beobacl: 
tung  sind.  Man  könnte  leicht  die  wirklichen  Entfernungen  d€ 
Cometen  von  der  Erde  in  den  drei  Beobachtungen  in  die  Kecl 
nuns;  einführen,  was  aber  eine  Erleichteruns:  der  Kechnunj;  nicl 
herbeilühren  würde,  und  «laher  von  mir  unterlassen  werden  sol 
um  mich  desto  leichter  unmittelbar  an  die  frühere  Abbandlur 
anschliessen  zu  kötmen ,  wodurch  die  vorliegende  ,Abbaiidlui 
wesentlich  abgekürzt  werden  wird. 

Immer  legen  wir  nun  im  Folgenden  bloss  drei  Beobacbtung< 
zum  Grunde,  aus  denen  wir  die  ganze  Bahn  zu  bestimmen  suche 
Dies  vorausgesetzt,  werde  ich  zuerst  zeigen,   wie  das  Cometcj 

£robleni  ganz  im  Allgemeinen,  ohne  irgend  eine  Näherung  1 
[ülfe  zu  nehmen,   auf^zulöscn  ist,  'und  dann  die  Näherungen  a 

feben,  welche  man  sich  erlauben  darf,  und  zu  denen  man  in  (| 
'hat  auch  meistens  seine  Zuflucht  genommen  hat,  um  sich  i 
Auflösung  möglichst  zu  erleichtern.  Dabei  wird  auch  insbesoiidf 
von  der  Auflösung  von  Olbers  die  Rede  sein,  deren  man  si 
jetzt  in  der  Astronomie  fast  allgemein  bei  der  Berechnung;  c 
Cometenbahnen  bedient,  indem  ich  wenigstens  im  Allgemeinen  i 
Hauptniomente  angeben  werde,  auf  welche  diese  Auflösung  zurü< 
kommt,  übrigens  aber  das  Studium  der  in  meiner  früheren  I 
handlung  angeführten  wichtigen  Abhandlung  von  Olbers  sei 
dem  eignen  Fleisse  des  Lesers  überlasse,  da  diese  Auflösu 
nebst  den  ihr  durch  Gauss  zu  Theil  gewordenen  wichtigen.  \ 
vollkommnungen ,  zu  allgemein  bekannt  ist,  als  dass  ich  es  s^wq 
mässig  finden  könnte,  über  die  bei  derselben  in  Betracht  ki 
menden  Einzcinheiten  mich  hier  schon  jetzt  weiter  zu  verbreil 
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4 

• 
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üm  zuerst  die  allcremeine  Auflösung;  des  Cometenproblems, 
okne  eine  nur  näberungs^veise  richtige  Voraussetzaog  irgend  einer 
Axt  zu  Hülfe  zu  nehmen,  kennen  zu  lernen,  8o  haben  wir  nach 
f.  S.  d«r  friUmB  Abhandking  savSrdaM  0ddtog 

«0  die  CoefficienteB 


www  maa  dieselben  durcb  die  geocentriachen  Längen  und  Breiten 


maa  nur  bemerl&t«  daas  in  den  Zeichen  jeuer  Abbandlnng 


j>,=:-Vt  «i=-Ä.  fl^-Ä 

iat,  die  folgenden  Werthe  baben: 


i 

Ci = ÄjCoaA'coaÄ'  [  tangÄ'ain«-X»i)-tangfc'aiB(ii^'-I^)  | . 
ceaft'cos/^a'cos^a'l   tangft'ahi^i^'-OaO  ^ 


:^s^i2^jRialB(i:g—  I'i)sinjJj', 


+  tangl^a'öin  (c^'T-a^ ') 
-|-taiigA'aiB(<%'— e^O 

Ferner  iai  nacb  der  frOberen  Abbandiseg: 


4i=  -  Ä«oee(«i'-I»)eeeÄi', 
l^cee(«%'-  l'ijeeflfc'; 
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SO  wi€ 


•  i    » • 


•  ■ 

« 

*  *  Ii 

a?j  = —  jßjCosX^  —  «jCosffa'cosjSa', 


c  • 


'I  . 


Bezeichnet  man  nun  die  Sehnen  der  Cometenbahn  zwischen 
dem  ersten  und  zweitep*  und  zvriscben  deia  zweiten  uad  drittem 
Cometenorte  respective  darch  $1^^  und  12,3}  so  ist 

oder,  wenn  man  für  die  Coordioaten 

Ihre  obigen  Werthe  einführt,  wie  man  nacb  leichter  Rechnnog . 
ündet:  •  f 


! 


*2^»=/?2*  +  /?a^-2/?,/?3Cos(L,-£a)  ■    'V'    '  "* 

+  2{Ä2Co«(aa'-.J[:^Ä,CM(<^--J[^|co«ft'ttt    '  "  ^ 

,  •     •       •  ■  . 
.  Sfa^icbv^Miiivr  nitn  dieFlj(c|ienrfiimi0  der  zwidch^b  der  &to9<i#» 

dem  ers^a  und  zweiten  Cometenorfe,  und  awiscnen  4cr  iJoDrie»- 
dem  zweiten  und  (Iritfen  Coniptenorte  Hegenden  Sectoren  der  als 
eine  Parabel  betrachteten  Cometenbahn  durch  und  ©«.s,  <5en 

Parameter  der  Cometenbahn  aber  durch  p;  so  ist  nach  dem  be- 
fffliniteo  L<ambert*6cheii  Au&drucke  ^  oeii  Fiäcbeniuliult  pafabo» 
riseher  Sectxmn*): 

Nach  dem  dritteo  Kepler'schen  Ge^tz«  verbalteo  «icli  ^le  Q(^*  > 
drate  der  «derisdtoo  Dmlaitfiiieiteii  dev  PlaiieteB  wia  m  Waittf 
der  balb^n  grossen  Axen  ihrer '«llipfiBchea  Bahnen.   So  bage 
man  nun  die  Cometenbahnen  als  Faiabala^  betrachtet,  kann  natur- 

Mrh  Ton  einer  Umlaiifszeit  derselben  um  die  8onne  nicht  die  Rede 
sein,  und  so  laime  verliert  also  auch  das  dritte  Keplefficbe  Ge- 
setz seine  Auwendmii;.  Indess  kann  man  docli  dieses  Gesetz  mit 
euer  gewissen  Modiücatiou  auch  aut  parabolische  liabneo  anwen- 
dea-,  wie  wir  Jetit  seigen  wollea.  Bea^ehaat  airolich  T  die  Uai- 
bafineit  eines  Planeten  und  a  die  grosse  flalbaxe  seiner  Baitt|. 
•0  ial  nach  dem  dritten  Kapieiachen  CSeaetae  der  Bmch 

« 

■  ■  ,  • 

"  '      .  /  .  ■  -Ii 

iür  alle  Planeten  eine  couätaute  Grösse»  die  wir  för  den  leta* 

tea  der  beiden  veistahandea  Brüche  dareb  m  beaaiebnen»  and 


n  M.  «.  An^iv  der  MaCfaeia.  ini4  Fhjcik.  TM.  ITf.  Vr.  XXXIX. 
D«ff  Ftail«  wo  man  ia  der  Lanbert'tcheo  Oleiehoog  da«  ontere  Mebea 

711  nehmen  Tiätte,  Icarn  "hrt  (Ter  Heroclmnn^  der  Cometenbahnen,  die 
immer  nur  nahe  bei  einundrr  lir^ende  HettbBcbtnn/^i^cn  benutzen,  nur 
kleine  l heile  der  Conieienbahn  in  Betratht  riehen  kann,    oichi  vor- 

•  ■.»,«'»       »-  *       I    .    .  ■ 
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aeixen  wollen«  Ist  nun  ferner  9  ein  In  der  Zeit  t  von  dem  Ih- 
diu«  Vector  des  Plaoeteii  bescbriebener  Seetor .«einec  Bebe,  6o 
tot  ftr  dieeaa  PUvele«  oaeli  dem  sweileB  Ke^plei^eehee  €e* 

setze  der  Bruch  -7  eiae  coneUnte  Gruwe«  die  wk  durcb  i  ite- 
■etohneiit  md  daiiev 


'1*. 


setzen  wollen,  wobei  wir  oocbmals  besonders  daranf  hinweiseo, 
da9ß  X  nur  für  jeden  einzelnen  Planeten  constant,  für  verscbie 
dene  Planeten  veränderlich  Ist.  Bezeicbuen  ^vir  jetzt  den  Fläcbeo- 

lehill  der  ganzen  elllpfieeheft  Bebe  den  Ptaiivta»  dmfeh  £,  ee  W 
Hieb  der  ventelieiideK  CSleiiAvng 


0a=  y  <• 

Weil  aber«  wenn  6  die  kleine  Uaibaxe  der  fiehn  bezetcbnet«  be- 
kanntlich E^abn  ist,  so  i«it 
•    •  • 

•  * 

imd  folglich,  well 


Bezeichnet  nun  p  den  Parameter  der  Bahn,  so  ist  bekanntlich 


a 


alao  nach  dem  Vorhergehenden: 

IMeee  GMcheng,  welche  bloes  von  dem  Parameter  abhängt,  itt 


I 
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in 

abcsr  »ÜMilttir  auch  auf  narabolUch«  Hühtieu  aaivetid^r.  QrüclU 
num  dieselbe  mMi  iuT  rolgende  Äfft  mmt 


Vi 


i  SO  ergeben  »^Ich  ans  (\**m  OI)i<j;cn  in  (!cn  Zeichen  der  iruliereii  Ab* 
*  handluiig  die  beiden  loigeudeu  Gleichun|^en: 

V  f  • 

Die  ^irtisee        i»l  eiue  Cooetttale»  «relcbe  wir  dureb  bezeidi- 

IC 

adsM  wollen.  Oaber  ieft  taißh  dm  Verbergebeodeo : 


fr«+r,-5^)!-(r^+ra-ia,3)l=^«  ^• 
Den  Werth  der  Constanten 

imd  dalier  auch  den  Werth  der  Constanten 

n 

kmmt  HM»  ab«r  ans  der  Theorie  der  Planetenbewegung  mit  groe« 
Rer  Genauigkeit,  so  dass  man  also  denselben  im  Obisen  als  eine 
bekannte  Gro.ssc  betrachten  knnn;  e«  iat  u&mlicby  alle  Zeiten  in 
Tagen  ausgedrückt  aDgeoommen; 

logft=0,9862873. 

In  den  obigen  Glclchunsrcn  ist  nun  offenbar  die  vollständige 
AvÜmiiig  de«  Comeleiipiebiema  in  der  paraiMiiieobeo  Hypothese 
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enttialtcn.  Um  dies  Jedoch  nock  in  etwas  anderer  Weise  tmki 
deutlich  zu  machen,  wolleo  wir  mit  der  Gleichung 

aeeb  eine  kleine  Verftnderang  veroebmen.   Wir  woUeu  uämUdi 

•etxen.  DaDn  wlid  die  Toiitehende  Gleiefaviig: 

«nd  fiitgBcli»  vcolt  tm  vorliegendeii  Falle  eflfenlMr  aicht  u^^^ 
eeitt  kann: 

• 

Wir  wollen  non  Rotzen,  dass  man  durch  irgend  ein  Verfahren 
zwei  NSheruni;s\v  crtlie  der  V^erbältnisszahlen  v,  w  gefunden  hätte, 
und  nun  deren  Genauigkeit  prüfen  wollte;  so  würde  man  aus  den 
durch  die  Beobachtungen  und  die  astronomischen  Tafeln  gegebe* 
aeo  GiSaaen  nach  den  obigen  Formel«  die  Grdaaea 

7k.  J^f  €u  2>i»^i»  A»  (Bi 

bereduen«  und  dann  durch  AuflSaung  der  Gleichung 

die  Grösse  1%,  so  wie  mittelst  der  Formeln 

die  Grössen  Ki  ,  t%  finden.  Hat  man  aber  diese  Grössen,  'so 
kann  man  mittelst  der  Im  Obigen  gegebenen  Formeln  auch  dit 
Grossen 

^it        ^9  *!»«» 

finden»  und  dann,  indem  man  dieaelben  lo  die  beidMi  flialrhmifpa 

einfilhrt,  untersuchen ,  wie  weit  diese  beiden  Gleichungen  erfiltt 
wefden.  Ergeben  sich  diese  Gleichungen  ala  genau  ailullt,  so 
werden  die  zum  Grunde  gelegten  Wertfie  to«  v»  •  dl»  Tlchtlgafc 


üigiiizeci  by  Liüü^l«- 


vnd  4m  PfoUem  also  aufgelöst  sein,  iodem  «cbon  So  der  fHlh«fp 

Abhandlung  gezeigt  worden  ist,  wie  die  Lage  der  Bahn  im  Räume 
bestimmt  werden  kann,  wenn  die  obigen  Grossen  sMmmtlich  be- 
kannt »ind:  .sollten  sich  die  beiden  in  Rede  stehenden  Oleicbun* 
!?en  noch  nicht  voMstaMdij»:  erfiillt  erjj^eben,  »o  wfirde  man  die  i\ä- 
lierungswerthe  der  Giu^deu  v,w,  vou  denen  luau  ausging,  weiter 
eorrigMrea  mOMen,  woroii  eacMer  «elleriiie'Ride  «^«wM.  Mm 
koMite  «neb  vou  zwei  Näberungswcftben  vob  %»  ti^  Msgelün» 
dtt»     mittebt  der  €ileielieii|p  H 

bereehnen»  und  hierauf  gate'  wie  Terker  Terfahren.  Uehrigens 
wird  man  aus  dieser  Darstellung  mit  vollständiger  l>#uttiebkeit 

(Ibersehen,  dass  durch  das  Obii;«»  das  Cometenprohfem  zn  einer 
hestimniten  Auti;.il>e  mit  %wei  uiibeitaunteo  Grössen  v,  w  oder  Ui$ 
v^)  gemacht  worden  ist 

leb  will  MD  Dedi  einiiiil  die  Fomele  am  dem  Obbien  mm^ 
«iMMelelleii,  welche,  w^nn  zwei  NlHieniogswerthe  der  urussee 
9» «  ge<^ebee  sind,  zur  Berecboong  der  entsprechenden  Betrige 
der  6ro«Beo 

■ 

m 

■ 

angewandt  werden-  mileeea.  Diese  Formeln  sind  aadi  dem  Obi* 
gen  In  der  Ordnung,  wie  sie  aar  Anweudong  l^onimen,  die  fei* 
genden: 

:5i=  -  K^RiBiniLg  -  JLi)sinj5a', 
€i  = — Ä^sin  (L|— »Zig)»! \\^%\ 

Ibx  »/^cosft'cosjSj'l  tansfe'sln(V--i;j  -tsngft'sin(i>^'--^ 
1^ = /^cos^s'^ios^a')  tangAi'sin(«^'— «aDg/^'sin(ci^'^iii)  \ , 
A  =  Äjcosft'cosft'  ltaDa3i'8in(«^'-L,) — taiig^,'«in{oi'— Iii)  |  j 

1  -f  «al«fc'M^«k'-^0  ' 


*)  Ktttürlidi  Usnto  SMS  sask  »i,      «der  a»,  tf»  ss  snbeltaante 
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UQ 

>  •     *  . 

|«iift'Äl»j3l,'+cwj(4%'---«,')cosÄ 'cos/Sa' }  Kit/a  +  «'l* + «i*» 
•f  2|  J?^a(iKa^--Z^)--.i2,co8(fl^'---X,)  |eMi9^'% 

m 

Ein  Uebelstand  bei  dieser  Art  der  Auflüsun«^  i«t  es  freilich,  das^ 
1^  durch  eine  Gleiofauog  d«8  «weiten  Gmde«  bectimmt  ivird.  weit 
eich  eine  allgemeine  analytieclie  Eniacheiilaflgt  welehee  4m 
Mileo  VTerHw  von  1%  man  an  nebmii  bat»  i^ieht  .geben  lie^ 

Ist  ea  gelangen,  die  genauen  Wertbe  von  v,  w  zu.  fmdeob  ji* 
berechnet  man,  um  eine  Probe  för  die  R!€htigl[eit  der  RechnuRg 
zu  haben,  norh  die  Sehne  5^,3  zwisciien  dem  ersten  «sd  drHtefi 
üoneteaorte  uiUelat  der  f  oKnei 


i 
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tu 

+2  ( BjCos(e(3'— Xj)— fiiC03(a,'— X>i)  lco«jJ,'«j 
uad  «BlmocXit»  ob  die  GWicowig 

0eii  Werth  einer  Grösse  von  der  Form 

■ 

kann  man»  wie  es  mir  seheial»  sweckaletif  wf  folgende  Art 
bmdinen.  £•  iel 

(rtrN)i-(rH--*)»«(t+^M)i  ^ 

od  Wndmet  mab  mm  den  HSIfinHokel  ^  mitleM  §»  Vemel 
WM  Jedmelt  mOgneli  let»  eo  bt 

wo  eich  Alles  mit  Hülfe  der  Logarithmen  leicht  berechnen  läa&i. 
Man  kennte  auch  den  Ufiifswinkel     mittelst  der  Formel 

kenedMiB,  waA  bitte  dann 

Ob  man  den  ervsten  oder  deo  zweiten  Weg  einzuscMagen  hat, 
wird  sich  immer  danach  bestimmen ,  welcher  der  beiden  Winlcel 

Lnnd  ^  mittelst  der  Tafeln  am  geoauei^ten  berechnet  werden 
IB. 

Zuvörderst  ist  nun  die  zxvectmäRsiir^fc  Methode  anzugeben, 
nach  welcher  man ,  wenn  man  ^chon  zwei  den  Grössen  o,  w  nahe 
kommende  Werth e  durch  irgend  ein  Verfahren  gefunden  hat,  sich 
Dach  und  nach  zu  deo  genauen  Werthen  dieeer  Grössen  erbeben 
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kann.  Da  raan  aber  üchon  Naherun^swertbe  der  QrtaBB  t«.« 
keoot«  60  kann  n^aii  9ivh  unnier  leicht  drei  Sy«teiiif|, 


diesen  Grössen  mho  komTueruTpr  Wrrtfic  bilden.  Für  diese  drei 
Systeme  berechne  man  nach  der  vorher  i^egeheiieii  Anleihmg  die 
Cif  üsseo 

Nach  den  Mncipien  der  Differentmlreehonng  Ist  aber,  wcni  die 
genauen  Wertbe  der  Gr#eMii  •»  w  dmfvil  dieee  Sjwbele  mki^ 
beseichDet  werden,  n&herangswelce : 

j   .  *i  •  t."     • ' 

folgOcfa»  weil  nach  de«  Wgen    /.  . 

•  \  \ 

sein  aoU,  waun  wir  der  Kürze    egen   '  '  '"^  *" 


setzen:  •  ^  ' 

/(e -f* de,to -^  di9)s  «8« -K  ^* 

8etzeu  wir  nun  succe£>:^lve 

so  erhalten  wir  aus  dem  Vorbergeheudeo  die  beidifen  fuJigendeo 
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jfMI«(«-~ll)l<fl^-~»)t  '■ 

^^c«':-»)+/j(f."-«').. , 


4 
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*  * 

Ans  diesen  Gleicbangen  erbSit  man  mittelst  leichter  Recfaniiiig :  ' 
ider 

Jf'B—AB":=z{pB^'-ßy)  [a"6-Hi6"  +  (6"— 6)l^— (a"— a)fol. 


^Multipiicirt  man  diese  Gleichungen  nach  r)er  Reihe  mit  a'»  ü" 
«ui  i^diUrt  61^  dano  zu  einander^  öo  erhält  man; 


^üplicirt  man  dagegen  die  drei  obigen  Gleichungen  nach  der 
pfte  mit  6,  6%  6''  und  addirt  sie  dann  zu  einander«  so  erhalt  man: 


H^'B^—A''B0i'H4*'B--Aß*') +b*'(AB'^A'B) 


r 


=  («d~^y)  { (a-aO  (6-6") — (a-a")  (6-60 1  w . 


Digitized  by  Go  ^v,i'- 


lU 

Adrfirt  man  endlich  die  drei  obigen  GletchungtD  unmttteü^ar,  ohm 
vorher  eine  Verfioderung  mit  deoAelbeo  vorzanelunen,  xueinaoder, 
so  erliält  inan:  '  m 

{A'B"^Ä'B')  +  ( if  B'O  +  {AR -AB) 

=  («5— /Jy)  |(a— a')  {6-6'0~(a— a")  (6—6')  | . 

Hieraus  ,  \n  Verbindung  mit  dem  Vorbergel» enden ,  ergeben  sich 
nun  zur  ßesÜDiinang  der  gesucbten  Grössen  to  die  folgewlefl 
Forn^ctlu; 

•  I 

*        li-'A)iB-'B'')--(A-A')(B—B)  * 

b(AB*'-A  B')-\- b'jA'B-AB'')  +  b"{AB'-A'B)  ! 
^  -     •    i4^A%B-B')  -  (A-A'}  (B-B) 

oder 

_    ,  (6'~6)(J^^i^-/l2?^04^  (f/'-'b)(AB'—A'B)  , 
^-^'T     (A-^A)(B-'B'')'-iA-A')\B^B)  ' 

Weil  der  gemeimidiaßlicbe  Nenner  der  vorhergebenden  BtQclM 
'   (fd-firn  (ft-af)  (6-4")  -  («.-O  I 

■ 

Ist»  80  daff  nicht 

I 

d.  b.  nicht  '  ' 

6-6'""  6-6" 
sein,  was  bei  der  Annabtue  der  drei  iSy&leme 

a,  6;  a',  6';  o",  6" 


von  Näherungswcrthen  der  Grossen  v,  w  wohl  zu  beachten, 
daher  immer  zu  vermeiden  ist,    dass  die  anf^enommenea 
mngs-  oder  bypotbetiscben  Werthe  die  Gleiciiung  1 
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a — a'      a  —  «i" 


6— 6'"*  b  —  b" 

#  %  V  a  _  ^  ■ 

•  >  •  1 

erfiiileii  oder  derselben  cnUpteclieo.  '  ^ 

Wie  man  sicli  dieser  MeHiode  tot  sucoMi?mi  Atmäh^iw 
zu  bedieaeo  hat«  bedarf  einer  weiteren  Erlftnterong  an  tttinm 
Orte  nicht 

Ueberblickt  man  alles  Ol)i»e  nochniaLs,  so  wird  man  zugeben, 
dass  die  vorhergehende  Methode  zur  Bestiiumuiig  einer  Cometen- 


baliD  alten  AoeprOeben  vellkommen  genügen  wenn 
nur  hn  Stande  wire ,  In  ailen  Fällen  erste  Näherungswertiie  der 
Gr^cn  V ,  20  mit  Laielitigkeit  ntl  fin4efl.  Wie  man  aber  naob 

meiner  Meinung  sich  am  besten  solche  erste  Naherungswerthe 
dieser  Vorhliltfiisszahlen  verschafft,  werde  ich  erst  uoiter  unten 
auseinan(h'rset/.en.  Die  Griijs.sc  i/o  wird,  wie  ^chon  erinnert  wor- 
den ist»  Ireiiich  durch  eine  auadrati^che  Gleichung  bestimmt,  und 
hat  alfto  im  Allgemeinen  awei  Werthe.  Hat  man  nnn  kmne  ande- 
fen  Kriterien»  mittelet  welcher  sich  entaehelden  iSset»  wdeher 
dieser  beiden  Werthe  genommen  werden  moss»  so  wird  sich  frei* 
lieh  nur  der  Wf^g  einschlagen  lassen,  dass  man  fitfr  jeden  dieser 
b*^i4<»n  Werthe  die  Beträge  der  Functionen  f{v,w)  nna  (p(v,tc)  er- 
mittelt,  lind  iinterauebt»  für  veioben  46r  beiden  Werthe  von 
die  Gleichungen 

/•(e,to)=0,  ^e,fe)3sO 

■II  der  gruseten  Genauigkeit  erfüllt  sind. 

Mebreee  Fermeln  Wirde«  Inreii  Etuftfciuug  ?ott 

Haifswinkeln  und  andere  Transformationen  sich  zur  numerwehen 
Rechnung  vietleieht  noch  etnaa  bequemer^ einrichten  las^,  Webel 
ich  indess  jetzt  nicfit  verweilen  will ,  da  jedem  nur  einigermasseo 
^!eiil)ten  xVnalytiker  inid  nniiu  risrhen  Hectiner  dergleichen  AhlcOr- 
/uni^en  sich  immer  It  icht  von  selbst  ergeben.  Es  koniuit  nur  für 
jetzt  hier  besondere  nur  darauf  an,  die  Methoden  im  Allgemeinen 
M  ekisziren,  uod  in  niSglicbst  deutlicher  Daretellung  dem  Leier 
vor  dß»  Augen  sn  iiUiren,  indem  ich  die  weitem  AnÜttfong  Im 
£inielnen  ^taren  AdeitMn  Vorbehalte. 


IL 


Man  kann  das  Cometenprohiem,  welches  im  Vorhergehenden 
als  eine  Aufgaiie  ntit  zwei  unbekannten  Grossen  sich  darstellte, 
zu  einer  Aulgabe  mit  nur  einer  unbekannten  Grosse  machen, 
'wenn  man  eleli  bei  demeelbefi  ein«  nnr  nfibenmgeweSee  riehUf« 
Voranesetzune  gestattet,  nändich  die  VoranueUnng»  dann  In  den 
Zeldben  der  IriMrea  Abhandlung 
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»e'i,  d.  h.  indem  man  annimmt«  das«  die  Beobachtungen  so  nihe 
bei  einander  liegen,  daee  fttr  die  von  dem  Veetor  mb  GomCn 

Sfriachen  der  ersten  und  ztreiten  und  Birlfldien  cVer  zweiten  und 
dritten  Beobachtung  beschriebeDfHi  l^toren  ohne  inerklichea Feh- 
ler die  in  denselben  liegenden  geradlinigfii  Dreiecke,  deren  Spi- 
tzen die  Sonne  und  die  Oerter  des  Conieton  in  seiner  Bahn  sind, 
gesetzt  werden  können.  Gestattet  man  sich  nSnilich  diese  Voraus- 
setaung«  ao  hat  man  in  den  Zeichen  der  früheren  Abhandlang  die 
Ferami 


oder  audis 


wo 

■ 

Ä'jiä:— /ZjCosjS'^cosjJ  1  { tang/3'^8in(a',— XJ— tangP  3sia(a  j— XjJJ ; 
21  =— ÄiCoajS/aCotijS',  l  tangj3  3sin(a'2— X|)  — tang^'ssinCa',— X<|)  | , 

Ä'=-Ä|Cee|l'tcei(i',|tMig/^,aiii(«'t--I^)-twi^^ 

3l'|=-~i2gCoa/3'iCoa/3'atteng/}'tau(a'|i-X|}-^ 

+  toog/r^lB(«',-«',> 

+  fangjS'gsioCo'i — a'J 

Ut.  .  . 
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Nimmt  man  nun  entweder  riy  oder  ^^is  mi bekannt«  f^rns- 
>.e*)  an,  und  kennt  schon  eintMi  Näherunj^svverlli  einer  dieser 
(>rü«8eii,  so  kann  mau  untersuchen,  wie  nahe  dieser  Werth  der 
WabriMit  kommt,  wohd  mtn  mittelst  der  obigen  Formeln  re- 
(«pective  entA\  eder  oder  t/, ,  «3  bestimmt,  wodurch  mao  also 

in  beiden  Fällen  zur  KenntrMSs  von  j/j ,  iL,  t/.  celaHct;  'Aada 
die  tirteen  At,      wd        B^^  miltelol  in  Fonnetn 

4t  =-Ätcoa(V--X»)ioaÄ';  ^ 

i9^«=i2l«t  1-G06(«|'— Lk)^/?!"«)  , 

hestimrat;  und  hierauf  r^,  r^,        mittelst  der  Formeln 

r,=V(^,-tt,)'»+»,», 


-f2|  RiCOs(ai — Li)  —  /igCOsCtKi' — X3)  5  cos/?i'//j'      •  ' 

4-  2  { /?3cos(a3'— £5)  —  ÄiC08(«8'— i^i)  ^cosj^a'tta 

— ^isiii^i'sln/^'  -f  eoe(«i'^Oeos|^'eo«/^M  t^a^-f  ittH%* 

mukfu  Daan  kaan  «m»  imtinnidiaa»  wie  veit  die  Isrieiehiag 

efiiilU  ist^  und  wird  auch  auf  dem  Wege  der  successiven  NShe- 
rang  mittelst  der  bekannten  Metboden  den  genauen  Werth  von 
•der       and  dann  aacfa  mittebt  der  obigen  Formeln  die  Wertke 
von  ti2,  «Ii  oder  «1«  1^  an,  eimittain  Im  Stande  aein*  alaa  aar 
Kenatalaa  Ton  u^,  u^,     gelangen  kSnnea. 

Berechnet  man  noch  r^,  12,3  mittekt  der  aus  dem  Obi- 

gen hekanojten  Formeiu,  so  kann  man  zur  Probe  der  &«cbnung 
aach  noch  natersacben»  wie  weit  die  Gleichungen  . 


erfüUt  sind. 


nmn  sich  anch  leicht  Formeln  für       als  un- 
MtaMtüjIMMM  oaMdkalB. 

peil  XVIU.  10 
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Bringt  mnn  diese  Auflösung  anf  ihre  einfachste  Form 
macht  ui  Kiir  unbeka^iüten  Gr^Me,  so  ist  dtetelbe  ganz  io 
lolgendeii  Formeln  eiUhaiten: 

=  —  /?iCOS(0fi Xi  )C08ßif 

^7^,2^  2/^1 /^3cos(Lj  L3) 


3  '^3 


Bemerkm  wIN  Ich  troeh«  dws,  weil 

ist,  das  Quadrat  der  Sehne  ti,^»  wie  man  l^Lij;ii^  ündet,  auch  auf 
foiftenden  Ausdruck  gebracht  werden  kann: 

--3MnA'ahiA'4€ee(V-->i%>»eeA^eM^Mihi%. 
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(IM 


I>as8  ähiiHche  Ausdrflcke  auch  (t!r  die  Quadrate  der     bocrt  l^«t 

f_.,3  gelten  und  \m  Obigen  statt  der  dortigen  Ausdrucke  in  Anwen- 
•  luDi?  fijebracht  werden  können,  versteht  «ich  von  «leihat.  ]Man 
kann  dieselben  üIkthII  statt  der  oben  ancjecrehenen  Ausdrücke 
üubätituireii«  ivenii  uiau  es  iiir  zweckmässig  tiuiteo  solUe« 

Die  Frage  M  dieser  Auflosung  bleibt  niia  Bttlettt  Mif  fthnlSehe 
Art  wie  in  I.  wieder  die»  wie  fiir  ti|  oder  u^p  Jenachdem  man  dm 

eine  oder  das  andere  a!s  nnbclcnnnte  Grösse  annintmt,  erste  !V5- 
herij ri^s Werth e  ^(  iiindon  werden  künaea«  miraul:  ich  weiter  unten 
jturückkommeu  werde. 


wenn  man  4cb,  wie  webl  xneraft  Olbere  getban»  und  dadnrcn 

1^  Astroflomie  mit  der  AttSOeong  des  Cnmeteniiroblems  be* 
ecbenkt  haftp  welche  gegenwärtig  fast  allgemein  bei  der  Berech* 

nims;  der  Comctenbahnen  in  Anuendtmii;  gebracht  wird,  nnrb  eine 
zweite  nur  näherunirsweise  richtige  V  nrnnssctzurii;  stattet:  wenn 
inan  nämlirb  die  Zeiten  Tj-j,  T2,s  als  so  klein  voraus.setzt,  dass 
auch  für  die  von  dem  V  ector  der  Erde  in  diesen  Zeiten  beschrie* 
l»enen  Sectoren  ohne  merklichen  Fehler  die  in  denselben  liegen- 
de« genKilioigea 'Dreiecke  gesetzt  werden  IcOnnee,  deren  Spitzen 
die  Sonne  nnd  die  O'erter  der  Erde  in  ihrer  Bahn  sind.  Unter 
dieser  Voraueaetznng  iet,  wie  «ne  der  frClberen  Abbandini^  (itM 


\m([  die  Auflusung  unserer  Anfgsbe  ist  dann  ▼ellständfa|  In  4nn 
folgenden  Formeln  enthalten: 

R^DOsßt  'coeAi'  { tang/2t'ahi(«|  V  A^-^(angj3t'Mn(fl^'^X4) ) , 

i4=—  Äacospji'coßP,'  t  tangi3a'sin(«,'— iij— tang^'eiuCtta'  -Jj^  \  j 

oder  noch  kürzer,  weil  man  im  Folgenden  bloss  das  VerbaUnisj^ 
der  GrüsseA  K  und  Ki  gebraucht: 

A'   cosft'    tang|?2  sin(cf| -Xg)— tan^ft 'sin(ttg^ —Lt) . 


•icb  wunittellNir  ergiebt» 


4i«:-  ÄteM(%'-^)co»fc' ; 
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t  I  - 


1 


» 

Noch  wollen  wir  zu  diesen  Formeln  bemerken,  f^af^s,  w< 
mfa  dem  Obigen  e=zO,  und  nach  der  iröbereu  Abhandiung 

fotgllcb  .  I 

• ! 

ist,  im  Obigen  auch  . 

K   /?3  sin  (L^r-L^) 

sesetxt  irerden  kann.  Weil  nur  nähernngs weise  Os=:0  ist,  s 
Satariksh  nach  alle  diese  Ausdtiicke  nur  nliberangsweise  rich|j|{ 

Die  am  Ende  der  in  II.  j;egebenen  Auflösung  aufgefvorfl 
Fl  ;i[;e  sieht  natürlich  auch  bei  der  hier  gegebenen  Auflösung  Ifc 
Beantwortung  noch  entgegen« 

Die  hier  gegebene  Auflosung  ist  in  den  Prinelpien 
Auflösung  des  Cometenproblems  von  O Ibers.  Meine  obigen  1 
mein  sind  jedoch  nicht  mit  den  Formeln  von  O Ibers  identUä 
namentlich  bringt  Olbers  statt  der  wirklichen  Entfernungen  — 
— «8  des  Cometen  von  der  Erde  in  der  ersten  und  dritten  Li< 
achtung  die  entsprechenden  sogenannten  curtirten  Entfernun 
desselben  von  der  Erde  in  Anwendung,  worunter  man  die  aul 
Ebene  der  Erdbahn  projicirteo  wirkliolieu  ßotlernuugen  verst 
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ich  «'ems  tiidcMM  nicht,  ob  ich  ilarir»  m  ruile/n  einen  be^oodere»- 
Vortfaetl  erkenne«  soll.    Auch  bin  idi  «eUi^t  uoch  meirelhaft» 

amrtiiinsy  aUerdiiij^  .bonvMcten  AbhMailg  der  fteeiiMMg  ||«|| 
sTOBsm  Werth  beiM^cncoH,  den  Olbers  und  Andere  dtMkm 
beizitfr'^PM  schpioen,  so  da$s  ich  es  vielleicht  nicht  lieber  vofilt»t 

hen  möchte,  bloss  bei  rlcr  ersten  näherunijs\vols(*n  Vor?inssetzung, 
iiiimlich  l>ei  der  in  II.  gegebenen  AuUösunj;,  ütchen  zu  bleiben,  na 
mit  der  Mehraufwand  von  Kechouns»  den  diese  Aullösuni;  erfor- 
dert, io  der  Tbat  nicht  so  sehr  erbeblich  zu  «ein  scheint,  dass 
idi  mMk.  4ttre|i  dciMlktB  geraden  li^wogeB  fiiUeii  «elfte;,  dia 
^nlseere  Genanii^keit,  welche  die  Aitfioflung  In  II.  nothwenidig  ge-*" 
wahren  mnss,  und  wirklicli  auch  gewährt,  aufzugeben,  worilber 
i'^f?orh    imr  durcli  die    mii<5  vfoIfnrhfMi  prnktisrheM  AuW€ttdBnK€A 

ge«cbüpite  ii^rliUiruQg  sicher  ei^tsdiiedtso  iverdeo.  I^n'*'       .  •   •  • 


IV. 

Ich  komme -nitii  wieder  auf  die  AuffSsung  in  I«  anrfiek»  Man 
wird  ateh  eiimiera«  dm  wir  dert  didi«!  ateben  bliebia,  laas  wir 

zeigten,  dass  es  nur  darauf  ankam,  zwei  erste  N;iberungswerthe 
der  beiden  imbekauateo  Grüasen  v,  w  zu  .kenoen».  wo  bekanntiicli 

war.    EiT»e  Methode  nachzuweisen,   ^ie  sobfic  erste  INaherungs- 
^ve^t^e  der  Verhältnisszahlcn  r,  w  gelunden  ^^f'^(len  könne»,  sind 
^Mr  damals  noch  schuldig  geblieben,  und  woiien  jetzt  Teraucbao/ 
diese  Schuld  abzutragen. 

Bloss  aus  der  iheoiie  äulcbe  erste  ISaherung&u  er(he  von  v, 
w  10  eotnebnioli»  oobomt  uoe  omnö^Uck  Mao  muaa  daai  optli- 
wendig  ßeobaehtnngen  zu  Hfilfe  nciftmen.  Deshalb  wollen  wir 
jetzt  annehmen,  dass  man  ausser  den  drei  zur  Beatimnnmo  der 
Hahn  unbedingt  erforderlichen  Beobachtungen  noch  zwei  Beohach-, 
tungeu  habe,  von  dPTien  die  rinc  zwischen  der  ersten  und  zwei- 
ten, die  andere  zwischen  dor  /^\eiten  und  dritten  jener  drei  unlie* 
liitgt  eriorderlichen  Beobarbtunpeii  liegt;  diese  beid«o  Beobach- 
tungen wollen  wir  respective  die  erste  «od  zweite  UiÜfsiieohacb^, 
too^  «Jor  ^  6rat»'Ml  oweit»  Intorttediiie  Beabaahloog.  o^oueo* 
Solche  lotOMwdftre  BeeiMcllongeQ-  akdi  ao  verschalen «  wird  bei 
kern  £ifer,  mit  welchem  jetzt  jeder  atae  Ooniet  beobachtet  wb4» 
gewiss  niemals  vSchn ipri^^keit  haben.  Die  beobachtete  ireocen* 
Tische  Länge  nnd  Breite  des  ( Ometen  in  den  Momentei>  der 
ersten  und  zweiten  intermediiiret»  Beolmehtung  widleri  wir  re- 
ipeetive  durch  a,  b  und  a',  b';  die  eiitsiirechenden  Xiunuen  der 
Moo  ^orefa  boocMnoo;  die  gwUclieBOoiteo  «wtelM  4or 

iMloo  nnu)>tbeoboebtnti|;  ood  de^  ofoto«  BUfoboobOebtung,  mA* 
leben  der  erateo  Hilfabeobacbtong  und  der  «weiten  Hanptboob- 


142. 


ttditnng  seien  ti.^»  ^2^3;  uorl  die  Znischen^.eiten  zwischen  tlei 
zweiten  Hauptbeobachtun!^  tmd  der  zaeit( n  Hulfsbeoftachtimer.  7"i 
itcliün  der  zweiten  Hiilfsbeobacbtung  und  der  dritten  Hauptbeobacli' 
tuns  seien  t'i,^«  Nehmen  wir  nun  an,  da««  die  drei  Uau^t^ 

btWMchiungen  nur  durch  ni&ssige  Zwischenzeiten  T|^,  t^s  von  ei* 
andiT  getrcMt  sind ,  so  wird  dimi  auf  die  Mden  folgmideD  System 


Erste  Hauptbeobaclitiiog»  erste  Hülfsbeobachtung,  zweite  Hanpi 

beobacbtung ; 

Zw^te  Hanptlieobaciitaeg,  zweite  Tlüifsbeobacfatmig«  dritte  Haopl 

beobachtuog; 

die  beiden  in  III.  j^ehrauobten  nur  nübeningswelse  richtigen  Vo| 
aussetzungen  anzuwenden  berechtigt  sein,  iiiu]  wird  daber  nad 
den  aus  III.  bekannten  Formeln,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

^.  co»ß2,'   tangbsinCotj' — L) — tang/J^'^mCa— L) 

^""cosft'  '  taDgj3|'sin(a— L)^angb8ia(ai'-X) ' 

cosjgg^  tangb^8in«>->l/>^a«gfa^8in(a^~L0 


cos^'  '  taiigi3s'sin(«'--L0— tangb'8in(f^'^L7 


■etsee»  die  folgenden  Gleichungen  haben: 

M  tj  «2  ^  t  2,3 

HS»»  *  i>a  , 

Vergleichen  wir  nun  diese  Gleichungen  mit  den  GleichuDjKeD  : 

so  ergiebt  sich,  dass  wir  als  erste  Näherungswerthe 

setzen  können ,  und  (Wese  ersten  Naberiinsrswerthe  werden ,  wi 
die  Beobachtungen  nur  zweckmässig  gewählt  sind,  meisteiit^  sei 
der  Wahrheit  ziemlich  nahe  kommen.  Wie  man  \  on  diesen  era 
Näherungswerthen  weiter  zu  geheii  hat,  iät  aus  L  bekannt,  1 
darfllier  nier  oicbts  weiter  au  sagen. 

Mancher  wird  die  Frage  aufwerfen,  oh  es  überhaupt  fjl 

gtttcn  Methode  entspreche,  dergleichen  Uülfüibeohachtun^^en 
vorher  in  Anwendung  zu  bringen,  d.  h.  im  Allgemeinen  nielir 
obachtungen  zu  benutzen  als  zur  Auflösung  des  Problems  ur 
dingt  erforderlich  sind.  Diese  Frage  v\nurde  ich  unbedingt  ^ 
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Meiui  h^niwofiteü,  wepu  i<;h  oder  eiu  Anderer  eine  zweckniäfsige 
MeMdv  Xbeorie  enlaMOMiie  Methode  xur  AufliDdufig  erster  ^iühit'. 
tmmtmik^  <tor  obiffea  T«iiidtoi«0tabl«i  miigeiicoin  Sta»de  wim» 
So  lanee  die«  aber  nicht  niügiicb  \atr  Mms  ich  bei  ^T,M§ßm 
Metboae  stehen  bleiben.   Auch  bat  man  zu  bedenken  ^  das9  j% 
jene  beiden  Hiilf^beobachtungen  gar  nicht  bei  der  eigentlichen 
Auflösung  des  Problems  gebraucht,  sondern  eben  nur  zur  Ermit- 
telung erster  Aaberungswerthe  der  gesuchten  Grossen  benutzt 
werden;    ist  man  erst  in  den  Besitz  solcher  ersten  r^erungs- 
werUke  gekoniMiii  so  werden  hei  der,  feroeren  AnflSsitbg  des  t^o» 
Uum  die  beiden  Halisbeobacbtiingen  gar  nieU  in  Anspruch  ge- 
■iWBen.    Und  um  vorläufig  nur  erste  Nftherangswerthe  sii  finden* 
wird  es  doch  wohl  auch  verstattet  sein,   sich  vorläufig   an  nur 
fiaheriinusweise  richtige  Voraussetzungen  zu  halten,  wenn  dann 
nur  die  fernere  Auflösung  sich  bloss  völlig  streng  richtiger  Sätze 
Ulli!  Formeln  als  Uülfsniittei  bedient«    wie  in  1.  geschehen  ist. 
Aecb  lM*e»  in  der  Tlnl  die  wuMm  WMkmaMm»  welche  Anf^ 
losungen  fiir  des  Csenelenpfeblem  geffeben  beben,  mebr  ein  Mir 
drei  Beobachtungen  benutzt,  wobei  ich  n«  A«  nwr  en  die  niinient* 
lieh  in  Frankreich  sehr  beliebte  Auflösung  von  Lnpfaeesu  erin» 
nern  brauche.    Olbers  fordert  freilich  nicht  mehr  als  drei  Beob- 
achtungen ,  aber  er  nimmt  doch ,    wie  wir  gleich  nachher  seheni 
werden,  auch  zu  einem  Resultate  der  Beobachtung  seine  Zuflucht^ 
Was  ja,  vom  rein  theoretischen  Standponkte  aus  die  Sache  be- 
tnehiet,  im  Grande  decb  wohl  gans  oesselbe  iel  wie  der  ol>en 
chgeoehlagene  Weg.  Freilich  haben  wir  oben  nech  die  Forde* 
feeg  gestdlt,   dass  die  Zwischenzeiten  t,,^,         nicht  zu  gross» 
sein  sollen;  das  ist  allerdings  ein  Mangel;    da  es  aber  vorläufig 
njir  auf  die  Ermittelung  erster  Näherungswerthe  ankommt,  so  wer- 
den dieselben  schon  eine  ziemliche  Grösse  erreichen  können;  und 
fiann  wird  man,  wenn  man  die  Auflösung  I.  mit  den  Auflösungen 
II.,  FIL  ▼eivleiebty  snzugeben  nicht  ebgeneigt  nein,  dass  des  Feld 
der  Anwendang  der  AnlSemig  1.  mindestens  doppelt  so  gross  iel 
eis  des  Feld  der  Auflösungen  II.,  III.»  namentiicb  der  die  meisten 
nur  nSherungsweise  richtigen  Voraussetzungen  sich  gestattenden 
Auflösung  Ul.  y  w  as  jedenfalls  der  Auflösung  1.  auch  einen  Versag 
vor  dee  beiden  anderen  AuflCsungen  siebern  dürfte. 


V. 

• 

Bei  den  Annösungen  II.  und  III.  kam  *8,  wie  man  sich  noch 
erinnern  wird,  zuletzt  noch  darauf  an,  einen  ersten  Näherungs- 
aerth  von  zu  linden.  Dazu  weiss  ich  nun  keinen  anderen 
Weg  sie  den  Ten  Olbers  engegebenen.  Dieeen  Weg  will  ieh 
jetzt  hier  ene  einender  eetaen,  jedoch  TorlSufig  ner  seinem  allge- 
Mlaen-Princip  necb,  ohne  nur  im  Geringsten  mir  das  Anseilen 
leben  %n  wollen,  als  hätte  ich  durch  das  Folgende  die  »ch5ne 
Viethode  des  genannten  hochverdienten  und  von  mir  hochverehr- 
en Mannes  erscbßptt,  was  ich  vielmehr  späteren  Aufsätzen  noch 
•  orbehalte. 
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Die  Siimnue  rj-f-j  j  der  Entfernungen  des  Conieten  von  der 
Sonne  in  der  ersten  und  dritten  Beobachtung,  sagt  Ol  her g*), 
könne  nicht  kleiner  aU  t  sein,  wenn  die  scheinbaren  Entfenutn* 
ge»  ^  Cbm«t«a  vm  Btm^  aar  gri— br-  «b  99^  aMf'*ifti 
•ttf  der  muderett  Stite  iMbe  «fie  BrfUMnng  gelehrt,  dass  die  üm 
Ooneteik»  sefcr  w€a%Q  Am—tim—  >bgereoti»tt,  IM» 

halb  der  Mar8bahn  sind,  deren  gro^^se  Hulbaxe  1 ist,  worans 

sich  ergebe,  dass  Ty fast  immer  kleiner  als  3  sein  werde. 
Deshalb  sei  2  immer  ein  genäherter  Werth  der  Summe  »"i+rj. 
Führe  mau  nun  diesen  ersien  Näherungswerth  von  r|,-f  iu  die 
Gfetehung 

•Iii»  m  mdhtJttm  dlenlbe  nm  dfo  onbalMite  Gritoe  si,,,  för 
wüfebe  sich  dahif  mittelst  der  Tjthergthifltft  Gl«loiiiing  eis 
erstet  MjlktriiBKswerth  finitoii  Imm.  ttalw  umm  aber  diese 
Weise  einen  ersten  Näheningswerth  von  .3  ermittelt,  so  h»»c 
sich,  wenn  man  die  Auflösung  II.  anwendet,  mittelst  der  heklett 

nach  t«4  und      auikulüsanden  Gleichungen 
•  • 

.  #5infta^--^,jÄUi 

+ 2  r  J^ca«(«fi'— Li)— Ä,co8(i^'— Iis)  |  eos/^^ici 

+  2{  ftaC08(a8'— Zj)— /tiCos(ff3'— Li)  {coti/ia'i/j 

-  2(«inA'«inj3Ä'+cas(ai'— c^'^cos^i'cosÄ'  |  tf|t%-|-»i*-H%^; 

■  « 

ireoB  Mii  dto  A«ftoang  III.  anwradflt,  aÜMil  4«r  Md«  «ifc 
a%  «14  t%  atfimtltoeiidMi  GfeMnngea 

+  2 !  /?i cos(ai'-Xi)  — i2,oos(a^'— X^) 00(1^'% 
+  21  ÄicM(V-ii)  -  Aco«(V-li|) )  CM/f,'»^ 

— 2  jsinjSi'siu^s'+cosCai'— faOcpsjSi'cosft' }  Ma+M^H««*; 

erste  Näberitogswertb  tod  Ui,  dettea  man  bedarf»  finde». 

Dies  ist  ihrem  allgemeinen  Princip  nach  die  von  01- 
bers  im  Astronomischen  Juhrbucbe.  1S33.  S.  251.  ange- 
gebene Methode,  auf  deren  weitere  praktische  Ausfuhruni;,  "so 
wie  ihr  dieselbe  in  meisterhafter  Weise  von  ibrem  Urheber  gcge- 

•>  Man  vefgl.  wsiteter  EilAnternng  wegen  die  Note  auf  b.  122.  it 
ThK  X\n.  ds«  Müvs  der  MatiimBalik  nad  Physik. 


« 

« 
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•  «  • 

hen  worden  ist,  icli  mich  jetzt  nicht  einlnttse.  In' d<lr' Mieren  All - 
haudiuDg  über  die  leichterte  und  bequemste  Methode 
41«  Bahn  eiaes  Cometvik  fu -ber^ebpea.  Weimar  1797. 
Neve  Aosgabe  1847.  stellt  Olbem-  Toa  ganz  willkiihrUchea 
VoraussetilingeA  fUr  die  eine  unbekannte  GnWe,  auf  weleba  dba 
Problem  von  ihm  zurückgebracht  wirrt,  ans.  wie  irian  nn«?  f?en 
dort  aar  £riäuterui]g  der  Methode  Rechneten  fieispieieii^ehenkauik 

Weil  bei  der  vorhergehcndeu  31eÜiode  die  Bejitinuniuig  der 
Mbaa  si,^  $m  4«r  Glaiebung 

ein  Hauptnioraent  bildet,  so  wiü  ich  jetzt  hocIj  zel«:eQ,   wie  sich 
diese  Gleichung  nach  meiner  Meinung  am  besten  auflösen  UUwt  • 

Weil  Vi,  r^,       dl^  drei  Seiten  eines  ebenen  brefecfce  sind» 
an  lal  iminer  > 

nnd  man  kann  also 

Sin»  =  ;  VI 

Mlien    Dadurch  wird  die  aufzulösende  Gleichung  , 
anf  dl»  folgende  Fom  geiNmeht: 

Weil  aber,  wie  man  mittelst  ioichter  Rechnung  tiudet: 

•  ■ 

(cos   40  {i:sm^  40)^=3 1  :tsinfli 


ist,  so  kann  man  die  obige  Gleiebnng  aui^  auf  die  Fori^ 

(cos ^      sin ^  w)3  ~(cop ^  cq— sin  jca)»  5=  ^(^^^^^^ » 

oder,  wenn  man  rife  beiden  CnM  nnf  er  linkeil  Seite  de# OMeii* 
beitsaeicfaens  entwickelt«  auf  die  Form 


üigiiizeci  by  LiüO^lc 


m 

hrm$m*  a^tui  umn  nun 


•  * 


1  '^'»f 
>  « 


I  ^1 
co«^2®*=l — «in  2***»  ' 


YfM  die  vofiiteli«Bd«  Gbiubii^t; 


odier 


Weil  *i»9<^ri-^r^  ist,  so  ist 
«od  folglieh 

Also  iot  um  00  nelir 

(ri+r,+^«)»  <»('!+'•>» . 

und  daher,  Meii 


iot: 


• 


oder  \ 

2|*V2-(ri+r,)i 
Daher  ist  man  berechtigt 

ni  ««IMO«  wodbüob.  wir  nocfb  din  CHdgtft  diio  (BIfihiiMiiig 

>.  .  1   ^»  .1 
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■ 

oder  die  Gleidhung  '  i  :    •  !  * 

«iwlteiii.  Nieh  einer  bekaonMo  gonlometriechiMi  Feimel  ist  ^ber 

1       3'    1      1  • 

VeilKMcht  nan  dieie  Glefehung  mit  der  vorbergehenden ,  #6  er* 
sM»t  sieh: 

.  1 

und  neu  bat  alee  sur  Berecbniuitf  tob  aacb  den  Obigen  die 
iolgenden  sehr  beqaemen  Fenuern: 

T*  II 

S^f*v4ril^aP '  ein ^«saiajö.va,  i4,3  =  (ri+r,)abii». 
Weil  aber  ' 

1  1  112' 

cos  2        l— 2öio  g  6*  =  CO«  g  Ö^-sin^  Ö^coa 

bt»  M'oraos  «kb 

afai«:s:3alii  j  neo»  ^eis^Sn^lain  ^  0  y      3  ^ 

emebt,  eo-kann  mis  die  Ferniilii  «er  Bmebeung  von  «neb 
mt  folgende  Art  daretelleo: 

■  ■ 

Daaa  die  Gieicbung 

r 

in  Bezug  nut  $ui  nie  unbekannte  Grosse  minier  nur  eine  reelle 

f>08itive  Wurzel ,  die  kleiner  als  ri-^r^  ist,  haben  kann,* lässt  sieh 
eicht  auf  folirende  Art  zeigen.  ►Sind  nämlich  ''il^'Mli.'nijit  .>  und  s 
zwei  reelle  pos«itive  Grosgen,  die  unter  sich  ungleich  und  beide 
kleiner  als  ri-\^r-^  s'indy  m  ist,  -wenn  irir  s  als  die  grosse) e  dieser 
beiden  Grössen  annehmen;-  *  d/  >iii"(li::i  -i.t 


148^ 


voraus   unmittelbar  erhellt,    dusa   eü  nicht  £irei  reelle  positive 

Wert  he  Mm  $x*9>  ^Alff» '^^^^  gebeo^Jumo»  1^ 

welche  die  Grösse 

(ri + rg + 5i  ,3  )i  — (r,      —  4)1 

efai  and  denselben  Werth  erhält/  wodurch  tiie  ohen  «vgwpre- 
clftne  B^liiiiiptn^g  efwif«en  int.       , , 

Die  eine  reelle  positive  Wotiel  der  Gleichung 

(n+r.+*i.i)*-(»^-H'i'-*i^  «  ^» 

welche  unter  ri+r^  diesi^lb«;  ii.ieh  dem  XOrltori^chenden  nur  habe» 

kaiiu,  erlia^  mau  aber,  wenn  mau  in  den  Gleichunt^en 
•         .•■•,♦1  .       ♦..*      ,  . 


■44 


den  Winkel  $  positiv  und  Meiner  nie  ^JO^  itemt,  wiu;  vermöge 
der  ernten  dieeer  beiden  Gleichungen  offenbar  Tecetnttet  Ist.  Dsab 

12 

siod  DlniKch  offenbar  auch  ^  ß  und  ^  6  pooitir  und  kleiner  als  9ff^, 
und  die  Foi|nel    '  ' 


14 


geuomtueu 


1».. 
ur 


^i»3  euieo 


liefert  also,  die  Quadratwurzeln  uositiv 
reellen  positiven  W^rth,  welcftee  det  geiänchle  Ut 

Wie  schon  oben  bemerkt  wurden  ist,  habe  ich  in  dieser  Ab- 
handlung zunächst  und  hauptsächlich  den  Zweck  vor  Augeu 
habt,  die  svreckmiMigsten  Auflösungen  4ee  Ceniuf unpiulifiih» Ii. | 
Allgemeinen  zu  skizziren  und  in  einer  Generatubersicbt  dem  Leser 
vor  die  Augen  zu' fuhren.  Die  bin  und  wieder  noch  nOthlgeAos* 
feilung  der  hetreffenden  Formeln,  um  ihnet^  znr  Anwendung  bei 
numerischen  iiechuungen  eine  möglichst  bequenn;  Gestalt  in 
geben,  werde  ich,  insoleiü  sich  die  vorliegende  und  die  Imliert 
Abhandlung  über  da:i  so  wichtige  und  wegen  seiner  6ciiu  iengkeit 
«o  bdehet  intereMante  Cometenproblem  des  BetfaUa  der  gee&teft 
Leser  den  Archive  einigermaeden  erfrenea  eelllett*  vlellelcbt  %mä 
mm  Gegenstände  einiger  späteren  kürzeren  Aubätae  machen,  wo 
denn  zur  besseren  Erläuterung  auch  vollständig  ausgerechnete  Bei* 
spiele  nicht  Felden  snllon ,  indem  diese  Hoispiele  mir  zugleich  eine 
passende  Gelegenheit  darbieten  werden,  zu  zeigen,  wie  die  samint- 
liehen  Elemente  einer  Bahn  zu  l)estimmen  sind,  v\as  ireilich,  wenig- 
stens in  üe^ug  aui  die  rScigung  und  die  l^aiige  des  Knotens,  »cboD 
aas  der  froheren  Abhandlung  mit  hinreichender  Oeotlichfccit  erhil* 
let,  nnd  übrigens  in  seiner  weiteren  AoefthnMig  heinem  mit  der 
M  issenschalllichen  AstreliehileigeMrlg  ferftr^ntea  Mser  «nbeluttil 
sein  bann. 


üigiiizeci  by  Googi 
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Weber  die  Ausgleieliung^  der  Beebach- 

tiinssfehler« 

.  (MeUuMla.  der  kieinsUA  jQiiadnita.). 

•      ,       •  .•». 

\on  dem  .  i 

"         •  •  •  ••» 

Herrn  Professor  Dr.  Dienger 

I  .     •        .        *  .  >i        '  I  • 

•   •        .  .       t  ,       .  I  •V'.«'  t.      I    ,  1«  I 

f    .  .....  •    T      M  ■'■ 

Die  Grundsätze,  um  die  es  sich  in  dieserrt  Aufjüatze  handelt, 
sind  allerdings  schon  .st^it  geraumer  Zeit  festgestellt,  so  dass  es 
sich  jetzt  mehr  um  die  iMethode  der  Darstellung  und  der  Beweise 
handeln  wird,  ahs  um  jene  seihst j  trotzdem  aher  scheint  es  mir, 
dass  gerade  .die  Nachweiaune  ehen  jener  ChntttdaSt^se  sehr  Vieles 
Ml  "wüMtheu  abrig  lasse,  leh  baber  es  desahiyH^  lirt  FolaeiMMi 
ire^imdit,  eine  foli^chtig  durchgeführte,  zusammenhängenffis 
Stellung  jener  Grundsätze  und  der  auf  sie  gebauten  Lehren  zu 
geben.  Die  Grundansicht,  von  der  ich  ausgegangen  hin,  ist  die 
von  Hagen,  wie  sie  auch  Wittstein  in  seiner  Uebersefzung 
von  Na  viers  Differential  -  und  Integralrechnung  befolgt  hat.  Dass 
bei  einem  schon  mehrfach  bearbeiteten  Gegenstande  tlie  Lehrsätze 
Mbt  nea  sind,  versteht  sich  von  selbst;  es  war  auch  nicht  meioe 
Ahtfioh^»  dergleichen  neue  zu  erdnden,  sondern  bloss  die  vurhan- 
(lenen  in  mathematisch  strenger  Weise  zu  b^grflndffn.  Die  paar 
Sätze  aus  der  Wahrscheinlich keitslehre,  die  angewendet  wurden, 
finden  sich  in  jedem  elenientareu  iLelirbuch  dieses iZwei^jes  d^r 
mathematischen  Wissenschaiten.      '      '  .  . ' 

•  ;«        •       !.   ' ,  •    ■  »  "1  •    *     »       •'•'*     *  I  •      «t  • 

'  Alle  unsere  Beobachtungen  sind  mit  Fehlern  behaftet,  und  es 
ist  VHS  gewiiigiisisimjii  «MngHsi,  diese  FeMsr  darciuras  aii  ver- 


ISO 

iiieiileii,  xuni  mindesten  haben  wir  keiq  Mittel,  diess  m  erkeuoeu, 
so  daM  wir  also  Jedeafalls  auf  Fehler  rechnen  mflsseD.  Wien 
Fehler  werden  meCr  oder  weniger  leleht  beganges  werden,  je 
necbdem  sie  kleiner  oder  grusser  sind.  Je  nehr  ehi  solcher  Feh- 
ler mOglich  ist,  desto  eher  wird  er  begangen  werden,  desto  eber 
wird  man  also  darauf  zählen  können,  aass  er  zum  Vorschein 
komme;  je  grosser  er  ist,  d.  h.  je  weniger  er,  bei  guten  Be« 
obachtun.sen,  möglich  ist,  desto  weiiij^er  wird  man  auf  ihn  zählen 
dürfen,  üeber  eine  gewisse  Gränze  hinaus  wird  es  bei  geoauen 
Beobeditungen  niögllcner  Welse  keine  Fehler  meiir  gebe»;  tkm 
sn  wird  man  auch  annehmen  dürfen ,  dass  ein  jeder  Fehler  pon- 
tiv  oder  negativ  vorktinmien  kann,  d.  h.  dass  man  eben  so  leicht 
über  den  wahren  Werth  des  doreli  Beobachtung  Gesnchten  Uk- 
len  küone»  aU  unter  denselben. 

Man  «etat  natürlich  voraus,  dass  die  Beobachtungen  ssibit 
mit  so  viel  Sorgfalt  als  mOglicli  angestellt  s^n»  so  dass,  m 
den  wahren  Werth  k  einer  durch  Beoliai  htung  zu  bestimmen- 
den Grösse  zu  finden f  man  xu  ihrem  durch  Beobachtung  gefunde- 
nen Wierthe  A|  nur  noch  eino  sehr  kleine  Grössse  k'  hinzufügen 
muss.  Diese  Bedingun«;  ist  durchaus  nothwendig;  schlechte  Be- 
obachtungen können  nicht  durch  die  Methode  zu  guten  gestempelt 
werden. 

Jeder  Fehler,  der  einer  Beohachtimg  aahafM«  hann  betrach* 
tet  werden  als  das  Ergebniss  oiner  grossen  Anzahl  sehr  kleiner 
Fehler,  durch  deren  Zusammentreffen  er  entsteht.  Jede  Beobach- 
tung lässt  sich  nämlich  offenbar  zerle|;t  denken  in  eine  sehr  gros^se 
Anzahl  Operationen,  deren  jede  mit  Fehlern  behaftet  ist;  die 
Summe  iiier  dieser  einzelnen  Fehler  ist  nun  der  Beobacbtunes- 
fehler^  der  begangen  ward^  Es  wird  daher  «rianbt  ssia,  im  AI- 
gemeinen  jeden  Beobaehhings fehler  awuisehen,  als  entstanden 
ourcb  .Sümmirung  einer  uaeiidlich  grossen  Anzalii  nnodUch  klä' 
ner  gleiclier  Fehler,  die  wir  Elemeotarfchler  nennen  wollen. 
Jeder  dieser  Elementarfehler  kann  positiv  oder  negativ  sein.  Diese 
Voraussetzung  zugegebiBn,  entwickelt  sich  nun  die  gfsammfc 
Theorie  leicht.  . 


Sei  n  der  Kledtentarfehler  nnd  sei  m  die  Ansaht  der  BMI» 
tatlhhler,  indem  wir  alle  diese  Elemenlarfehler  gleich  gross  TenM* 
setzen.  Jeder  dieser  m  Fehler  kann  positiv  oder  negativ  »als. 
Aus  der  Lehre  von  den  Verbindungen  findet  man  filr  die  AtfaU 
der  möglichen  Verbindungen: 

wenn  alle  Elementarfebler  positiv  sind  ....  1,  und  also  der  gaase 

Fehler  mcc; 

mmm  m^l  BlünaiitntfshNi  posühr         1  negativ  ist  ....  m,  md 

ah»  ^eriMwFdiltr  Cm— S;)«! 


üigiiized  by  Google 


vnmi  ffi— 2  Etimflatprfebltr  positiv ,  2  negativ  sind       ^-^5     ,  nvd 

also  der. ganze  Fehler  {m — i)a; 

fit — dEIemeiitarfehler  positiv,  3  negativ  sind  ...'^^'^  ^  2'^~  ~* 

und  also  der  ganse  Felder  (»•— d)tf; 


wenn 


wenn  alle  negativ  sind         l,  und  also  der  ganze  Fehler  — nut. 

Es  ist  offenbar  erlaubt,  m  als  gerade  Zahl  anzusehen  und 
also  m=^2u  zu  i»etzen.  ^'uu  ist  klar,  dass  ein  Fehler  in  dem 
MoMO  »SgUeher  sefai  wird,  als  die  Annhl  der  Verbindungen, 
d«cb  die  er  entstehen  kann,  eruater  ist  Hoissea  'wir  ali»'all- 
ganelD  o  den  Beohachtungsfehler,  seloe  relative 
so  hhl  man  folgen^  .Uehersicbt^ 


0 


2ii(2>i~l)....(»-l-l) 
2n(2ft--l)..>.(iff3) 


jL2^.0i-2) 


'  ±2ji«  • .  1. 

Die  Zihter  der  xweHen  Reihe  Üben  nnr  Insofeni  ebe  Beden- 

tuns,  als  sie  die  Verhältnisse  der  MöglSehkeit^n  der  betrefenden 
BeobachtuQgsfehler  ausdrucken.  £tn  Gesamnitfehler  4:2na,  im 
VerhfiUniss  zum  Fehler  0,  wird  also  möglich  sein  im  Verh&ltniss 

von  l  an  ^('^"         (^-fO .  Erinnert  man  sieh ,  dftss  ti  nnend* 

lieh  ^ross  ist,  so  ist  dieses  Verhäitniss  unendlich  klein,  also  ist 
der  Dehler  :i:2iia,  im  Verh^lltniss  zum  Fehler  0,  so  viel  als  unmo{^- 
Mb.  Gans  bestimmt  wird  :man  diess  im  Allgemeinen  aber  nur 
vea  einen  anendlich  grossen  Fehler  hehaopten  dürfen ,  so  dsM 
wir  %m  «In  vnendllch  grosse  ZaU  ansehen  massen. 

« 

Sei  nwi  1^  die  (absolute)  Möglichkeit  eines  Fehlem  t  die 
eines  Fehlers  e=s2r«»  e'  die  eines  Fehlers  (^+^)a,  ao  ist  nafch 
de»  Oli^:  ...... 


Digitized  by  Google 
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t^»C^~l)    (it-H)    •     i""   2?i(2it--l)....(«iA)  • 


■ 


also 


ISm  tat  ^v,  00  wl*  ^tt  mieiidlich  klein,  11/^(7=2»«  tuieodlicb 
grom,  altfo         im  Allgemeinen  eodlieli  und  positir»  so  im 

w  ir  «einen  Werth  setzen  wollen.    Daraus  folgt  aUo: 


f.* 


inrorin'  c  eine  wlltküMicbe  Konstante  Ist  Fttr  «=tO  Ist  ss=Ju. 
also  endKch: 

Dies«  ist  nun  der  Aufdruck  der  reiativeu  Mugiiclikeil  eiaes 

fehlem  v,^  in  BsBug  auf  elnea  Fehler 


,         .  S-3. 

» 

Sadben  i?lr  nnn  die  Wahrsehelnllehkeit,  dass  geia^ 
ein  bostimmter  Fehler  begangen  worden  seL  Ks  Ist  von  vem 
herein  klar,  dass,  da  eine  unendliehe Zahl  Ton Fehlem  muglicti 
ist»  die  WabrseheinUchkeit»  dass  gerade  ein 
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an9  Ui^^f  Men^e  be&rans^en  worden ,  ün^fidltcb  klein  sein  wird; 
(laiur  aber  wird  Vierbältniss  :  der ''Wahrscheinlichkeiten  zvr^m 
■oldbor  be«lMl»l«r.F«blar  teia.esdliobeä  undiiöffiilibar  gleiob  «ein 
den  Verhiltaio«  ihm  raittf?«!  MSgliehMteiL  M.alnlfi^A 
(uMBilKeh  kleine)  Wahrscheinlichkeit,  dass  gerade  der  Fehler  0 
begangen  worden ,  so  ist  die  WabrsG^inlkhkeit  «9»  daae  gerade 
der  Fehler  e  begangen  wurde:         \ .  |,  / 

*  ,  ,  lOÄtCQ. 12)^ 

tfMn  also  w  die  Wahr8cheinlioblielt!4er^<«idih9*<ir  «br'Fefaierder 
fwi»»hlen  BAehechhiDg  mA. '  jmi>. 

Nach  den  Grundsätzen  der  Wahrscheinlicbkeitärecboung  ist 
aber  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  von  einer  gewissen  Anzahl  Er- 
eignisse, Tee  deren  jedem  iii^n  die  Wabnwhelnliehkeit  kennt, 
irgend* ' eine«  eletreSBy.flelclr  der  Summe  der*Webrafl|ieifiliclikel- 

ten  der  einzelnen  Ereignisse.  Daher  4et  die  Wahrsch  einlidhkeit, 
dass  irgend  ein  Beohachtungsfehler  begangen  worden  sei,  JSwqS-^*^*, 
worin  das  Zeichen  2^  andeutet^  dass  man  die  Summe  aller  Grös- 
sen tCßC"*'*'*  nehmen  soll  für  alle  möglichen  Werthe  von  v.  Nun 
ist  aber  gewiss,  dass  irgenc^  ein  Beobachtungsfehler  begangen 
wurde.   Daher  hat  man :  * 

Ii  I       1     .•♦••«  ...  •I£i(i^e^%!*^i3:l .      /    ''»(3)      '  --.W 

;BerMii 'irfgt:«  —  «is  vi  "ii n.*  «  /-.ii  I  •  .-1  .1  ii 
' -•.  •„  ,.»  V  •.*.  .1.1,:..*..  ;        {  r.f 


.I.'  /-  .1        II  .nf  ,    •     I     !•  I 

Da  aber  bekanntlich 

•  •       •    .  ■ 

'i    .  I*:  .       .'1    \  •  .1  ,^    •!.•;{  i.i         MV.  -        •    •»'•  *«<  ^ 


ae  Mt  alie 


uud  folglich: 


.     1*    •  .  .    .  .      •  il 


Dieae  Grösse  drflckt  also  die  (theoretische)  Wahracheinliehkeit 

aee,  dM-.lP  dir  FeUer  «ei,  am  in  der  gemaeblin  Beibadh 

teagL  begänne*  Mbk'  7  • 
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Nach  dem  atigefflfiHen  Satxe  der  WabrscbeliitichkeUsrecli- 
nung  folgt  daraus ,  dass  die  Wahrsebeinlldikeit ,  das«  der  bei  dei 
gemacbten  Beobüobtiiag  begangeoe  FebUr  awiecbeo  a  wd  § 
iß>«)  liege,  iat: 


VI 

Diese  Grösse  (5)  drückt  somit  auch  die  Wahrscheinlkhkeit  ans 
dasä  der  gemachte  lieobacbtuugsfebier  die  Grausen  er  und  f  nicb 
überiichreite.  Daraus  folgt,  daae  die  WahracbeinlicJikeU  a: priori 
das«  bei  der  gemaebten  Beobaebtung  kein  Febler  Torbonuiie»  dei 
iah  abeekiti?  WettH  o  übersteige»  ist:  ' 


VI 


a^t//  ^    .  .  *  V  Ä«y  .  ■ 


i.A. 

Das  Integral»  das  wir  so  eben  gefimiflea  liabeii»  ist  für  misei 
Untersuebmigen  sebr  wicbtig.  Man  liat  Tafebi  dafor»  und  namea 
lieb  bat  Encke  in  dem  fierliner  astronomischen  Jaivbiicbo  V4 
1834  awei  solche  gegeben.  Setstnan  In  (6)  Ae=^  so  wirdjeiN 

Integral  zu  "j^"  J  wofÄr  nun  Encke  eiue  Tafel  geg 

ben.  Eine  andere  bat  er  ffir  y=^y     e-^Bi  gegeben,  wo 

QzsO'iimm        ({.  5.).  ' 

Man  ersieht  aus  (6),  dass,  je  s^rSsser  ist,  desto  unwal 
scheinlichor  ii^rössere  Beobachtungsfehler,  sind.  Daraus  folgt,  da 
von  zwei  Beobachtungsweisen,  fiir  welche  Ä*  verschieden  ist,  di 
jenige  die  bessere  ist,  für  die  h'^  grü&ser  ist.  Daher  kommt  < 
dass  man  h  für  das  Maass  der  Genauigkeit  der  Beoba< 
tungsweise,  der  es  sugebSirty  nimmt,  Ffir  versebledene  B 
obacbtnngsarten  wird  also  A>  Terändwlicb  sein,  aber  konsti 
fiir  Beobaditungen,  die  nacb  derselben  Weise  geraacbt  werdj 


Vermöge  der  in  |.  4.  erwähnten  Tafeln  wird  es  leicht  s4 
s  priori  über  die  Wahrscbeiulicbkeit  des  Vorkumroeas  bia^lia 
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t(  r  neobaciitungsfebier  »I  •ulMMdeB.  Z,  Ü^-Sig  «4^1*13  gi^ht 
die  eine  Tafel: 

dL  fc«  die  Wahrsdieinficlikeit»  daee  der  begaogene  I^c  oLiichlaeM 

1*13 

fehler,  seinem  absoluten  Wertbe  nach,  ukht  über  —jt-  liege»  ist 

08890707.  Offf  iihnr  kann  man  *!1csk  auch  so  erki<ären,  dass  man  - 
aagt,  von  lOOOUOüO  begangenea  Ueobacbtungafeblem  liegen  880&(7O7 

J>er  Wertb  von  vh,  Utt  den  obiges  Integral  |  ist«  Ist  reu  be- 

eevderer  WIebtigkeU.  Bfa»  findet»  das«  iMeua  ei^pV'^pOMOL 
welche  Sehl  wir  im  Folgenden  mit  ^  beseiehfeeB.welleOp  HelsMA 
wir  ebeneo  r  den  WeKtb  yoo  e«  den  wir  eo«  dieier  Gleieboig  er> 


ee  haben  wir 


rÄ=e,.  (7) 


und  r  ist  nun  eine  Grösse,  ««o  l)eschairen,  dass  für  den  bestimni« 
ten  Werth  h  es  eben  so  viele  Feliier  geben  wiid>  die  zwischen 
rnid  -f*r  Hegen,  nie  ameerbelb  diMet  Griiiseik  Mu  beiset 
^emwegen  r  den  wahrscheinlichen  Fehler  der  BeelMiN 
tMigsmethdde,  der  das  Mass  der  Genauigkeit  h  entspricht.  Aua 
der  Gleichung  (7)  folgt,  dass  je  grosser  letzteres  ist,  desto  kiel* 
ner  der  wahrscheinliche  Fehler  sein  wird  und  umgekehrt.  Man 
konnte  auch  sagen,  dass  r  der  Fehler  sei,  für  den  die  Wahr* 
seheinltcbkeit  des  Bestehens  oder  Nichtbestehens  gi  eich  groseist. 
Kennt  man  r,  so  ist  A  leicht  daraas  beatinmt  Weiss  masa* 
dtaw  bei  -eiver  gewiesen  Beebecbtungsmelhede  ebi  ffeblir  ven  ^ 
ebgai  so  leMt  «Oglicb  ist,  als  l>ei  einer  -enderen  ein  solcber  von 
1^^  80  hnm  uns  r^*2,  t'^r^xX  annehmen  und  fiudot  AiA^nlt^ 
d.  h.  die  sweite  Beebacbtnngeweise  Ist  doppelt  se 
die  erste. 


Sei  F  eine  Funktion  gewisser  Veränderlichen  U*,^*  v—v 
gegebeu  durch  die  Gleichung:  '  ^  * 

11* 
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worin  a,  6,  e»  Konstanten  sind.  Seien  ferner  «,  jr.rx.  ^.^ 
4m  BoolMcbtnfigenMiJbeet^ppiaii»  rnndaeMenwlr  an,  maai  wlaw, 
«UuM  Dir  V 


« , 


H'O 

't»J    »   «  »  5***  ^»^^        5         ^a»       ••••••  u.  s.  w. 

entweder  Konstanten  sind,  die  man  zum  Voraus  kennt,  oder  die 
durch  die  nSmlicben  Beobachtungen  bestimmt  sind,  durcb  vrdefce 
i^i,  iV4>  •••^'btSi'tinflit  wtttidem  Man  wfrd-«oiliAt  liab^nt  - 

I 


wo  es  sich  um  die  Bestimumng  von  a:,      t  .:       handelt.  Wen» 

die  Werthe  der  (irö8f»en  a,  6,  c,  ......  AI  durchaus  genau  wären» 

80  wflrdeii  von.  den  Gleichungen  (9)  so  viele«  als  Unbekannte  vor* 
iMade«  ^ed»'geofig^n  sut  Beatinimnii|p' dieser  Unbekanaiea«  wd 
die  etwa  nocb  weiter  verkaadeiien  Gietc^ongän  müsste«  Aiaeh 
WMms-  iHeser  gefundenen  Grossen  erfiSUt  mio.  Uieee  Wraiii> 
ttizurif];  ist  aber  iinznllissis:  (f^.  1).  Nun  ist  klar,  das.«;  nir,  bei 
der  Duvermeiilliclikeit  der  Beobachtungeiiehier ,  uns  der  ^^'.'lllrhoit 
immer  mehr  nähern  müssen  ,  je  mehr  genaue  Beebaclituugen  «iiari 
macbt;  desshaib  wird  mau  iu  unserm  Falle  mehr  Glolchuugt^u 
JiaKen»  als  *v  «nmitteUianM.  Beefaawwiay  vaa  x,  z,  ...  geiade 
■athireadlg-  attid ,  und  es  laaüe  also  eine  Recbnungsireise  fmmM 
werden ,  die  iede  Beobaehtaeg  nach  dem  ihr  anaoaMmto  Wettbe 
wM  ia  Anecblag  hfingt»  .  -     -  -  } 

Wir  haben  so  eben  vorausgesetzt ,  dass  die  Gleichungen  ^ 
aus  einer  einzigen  Gleichung  (8)  entspringen.  Diese  Voraos- 
setzung  ist  aber  keine^^vp^s  unerlässlien ;  mi  Geumfhei!  ist  es 
gleichgültig,  \voher  die  Gleichungen  (9)  stammen,  und  wir  werden 
dessbalb  nur  annehmen,  dass  man  ein  JSystem  (9)  von  Gleicbun* 
gea  (dea  ersten  Gradea)  anfiulosen  hal)e,  in  desi  mehr  CHaiehoa- 
gen  als  Uabehannte  vorbanden  sind. 
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Man  kam  z.  B.  atlgmiehi  aandbrnn« 
und  daaa  Air  i 

■ 

und  man  erb&lt  so  die  Gleicliangen  (9)  weit  allgemeiner. 

Sei  nun  ht  das  Mass  der  Genauigkeit  (§.  4.)  iür  die  H^6b- 
aditungsmethode ,  aas  der  die  Grüseen  in  der  ersten  Gleicbung 
OBft  erlMlten  werden;  eliea  «a  Itir  die  zweite  «.  s.  sei  w^ 
ter  w*Q  die  Wabreehemfichkeif  eines  Fehlers  =0  filr  die  erste 
Metbode,  w"o  für  die  zweite  u.  e.  f.,  ae  ist  die  Wabrsebeliilicb* 
keit  eines  FeblersiiP—illi = Vi :  ^ 


II     *     -  '  I  . 


iür  eineu  Febler  F"— iVg^tJ^:  ,       •  '  — 

Also  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  da^s  alle  diese  Fehler  zugleieh 
bcatehen: 


'■        '      •  '       »  •    -.1  '  '    . . 

Je  nachdem  man  nun  eine  Anvlibaie  macht  üiier  die  wahren 

Worfhc  der  ÜnbekanntiMi  .r,  i/ ,  z,   ,  werden  die  Werthe  von 

F\  F'',  ......  also  auch  der  Felder  o^^^  t>;i,  «^..,  slch  Öodecn.  Jede 

solche  Annahme  kann  demnach  angesehen  werden,  als  eine  Ur- 
sache, deren  Wirkung  das.  i$estehen  ,der  bestimmten  Fehler  th» 
«t«  w  Int  Ha»  iwi  witllrittirliebef  Annähme^,  alle 
mdgliciiea  (reellen)  Werthe  von  — oo  bis  -f  a>  haben  kennen,  ao 
giebt  68  aendt  eine  Unendiiebkeit  solcher  Annahmen,  und  Dan.  ist, 
nach  den  Graiid^natzen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  die 
WahrscheinlichkeU .  dnss  eine  bestimmte  dieser  möglichen  An- 
nahmen gernde  die  reclife  sei,  ein  Hrudi,  dessen  Zähler  gleich 
ist   der  Wahr8cheiniiclikeit  der  Fehler   unter  der  Annahme  des 

Bestehens  jener  Werttie  Ten   ,  und  dessen  Nenner  die 

Sannie  aller  der  ftbniicben  Wahrscheinlichkeiten  fdr  alle  muglicben 

Systeme  von      y,  z,       ist,  d.  b.  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 

gerade  ein  bestimmtea  System  der      ff,         das  rechte  sei,  ist: 
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wo  das  Zeichen  X  eine  ähnliche  BodMiung  wfo  Mhev  fctt 
0tr  Ausdruck  ist  audi  glekli: 

ß-(Ä.^»,2+*,«t»a2+Ä.i«p4-»3  )dxdydz  

■ 

Yfiriiv    l^esipiimit  ist  dnrcli  ^  Glalebin« 

Aus  der  unendlichen  Anzahl  aller  müi^ilchen  Hypothesen  überl 
die  wahren  VVertlie  vdu  ^,       2,....  wird  man  nurj  nie  aus/u^väh- 
len  haben,  deren  Wahrscheinlichkeit  ein  Maxiniuiu  ist;  d.  h.  mau, 
wird  das  System  der      y,  Sy..—  auswilüeD,  ftrdasdie  GfBwtl 

•1»  Maximniil»  iblgHcb  die  drUsse 

sin  Mislnam  ist.  Hierin  liegt  der  Grund  der  gebriwUchsa 
Miiinnihg  d^  Metlisde  dor  kieittstsB  Qmadrot«. 

■ 

Man  wird  also  haben  mflsssa: 

15- «0,  ^=0.  -gr=>0>  (13) 

d.  b. 
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jj-=-«^*  is=--<^* 


Üaiier  werden  die  GieicIiuageD  (14): 

« 


Seilt  MB  an  snr  AbkOnoBg: '  • 


io  erhält  mao  die  GieicbuDgen: 
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[A%»J:r+[A««A]«  +  [A*«ic]i  +  =^[/»*J/«],  , 

.  *  ■       [h^ac]z  +  [A26c] w  +  [h'^c^]z  +  =  [Ä^Jic] . '  (16) 

aus  denen  nun  ör,       T,  ....   zu  bestimmen  shid.    FOr  den  besoii' 

deren  (allerdings  häufigen)  Fall,  dass  A|=A2=^3  =  »  werden 

die  Gleichungen  (16)  zu: 

[o«>+[a%  +  [ac]5  +  =  [Ma], 

[cr6]x + [6^]^  +  [bc]z + ..... = [my,,    . ^  .  . 

[ac]a:  +  [bc]u  +  [c«]«  +  =  [Mc] .  (17) 

.  {  :  »  !  ^.vv  ;  \      .    :-r  • 

N  t 

Seien  ffi,  g.^,  g^t         Zahlen,  8o  bestimmt,  dass 

Äi*:/i.2*:A3*:  ^gi-g^-gz-  

so  ivcrden  die  Gleichungen  (10)  zu:  •  «' 

[gal,]x  +  [yfi«]^  +  [gbc^z  +  =  {Mbg\ . 

lgnd\x-\-[gbc^y-{-[gc'^]z  +  =[«c<,],  (1!?) 

8ind«7],    ganze  Zahlen,  was  man  immer  einrichten  kam 

60  sieht  mau,  dass  das  Gleichungssystem  (18)  auf  das  (17)  zi 
rückkommt,  wenn  man  nur  bei  der  Ableitung  des  Systems  (11 
aus  den  Grundgleichungen  (9)  jede  dieser  letztern  so  viel  mi 
zählt,  als  die  ihr  entsprechende  Zahl  g  nngiebt.  Daher  rührt  d 
Benennung:  Gewicht  einer  Beobachtung,  die  man  den  Za' 
len  g  beigelegt  hat.  Da  die  Gewichte  blosse  Verhältnisse  tsin 
so  ist  es  weit  bequemer,  dieselben  statt  der  Genaui<;keitsmasi 
einzuführen.  Ist  allgemein  r  der  wahrscheinliche  Fehler  (§.  5 
der  dem  Genauigkeitsmass  h  entspricht,  so  ist; 


11  . 


'1         '"l  *3 


Wir  haben  in  6.  vorausgesetzt,  dass  die  Grundgleichung 
(9)  die  lineare  Form  haben.  Jede  andere  Form  kann  aber  i 
diese  zurückgeführt  werden.  Gesetzt  es  sei: 
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,        F'=9''(;r,  y,  s,   ,  a,  6,  c  ), 

M  wible  man  n  '  der  dadiircb '  ni '  erbattehdeo  Gleichangen  aus 
iwm  n  di«  Anzahl  der  Uebefcannten  x,  |«t)  und  be- 

rechne nun  daiaiis  VVertlie  von  ar,      9» 'v....'  Selen  ar^»  yo»  ^o**» 

dies«  ^yerthe,  .r^+^r',  ;yo^  3/^  -o+-'-        aber  die  %vabr8cheinlich-  ' 

«(en  NVerthe  der  Unbekannten,  so  uerdeii  .r\  'tf\  t', ...  .  im  Aüire» 
weinen  sehr  kleine  Grössen  «ein,  deren  die  erste  übersteigende 
hitia  vernachlässigt  werden  kann.    Ist  also       der  Wfctb  von 

r  für  .r=arQ,  y=^o*  *=*o»-J  P'für.die»e 
Wertbe»  90  UU 

Iii 

hms  folgt,  das8  man  zur  Hestimmiing  von  a\  y*$.z\  .-^diefFor- 
Btelo  des  J.  6,  hat,  wenn  man  dort  ändert:        ;  ' 

iir,  .  a,  b,  c,   ,  ar,  jr,  ^ 


•'        «    „    St"  .'  V    ■',    ■  ■ 

S^'  1^' 


'  t 


Ii:» 


(21) 


r  6F  aF -i  ,  .  1-  aF  SF-i  ,  .  r   8F  ÖF  T 
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,  F$^5P"(a?o»  Jfa*  ^»  ^»  )  a.  ».  w.  • 

*  '  *     *  '  »  <• 

■ 

itiit  uud  wo  gana  wohl  9' =9"....  «ein  kann.  '* 


SM  «odi  Beflingnngsgleiehuiigeti  ywfcaadlin»  M  tlt  üt 


'S-.«».     ■  . 

■ 

Angenommen  man  liabe  fiir  die  Gvussen  iV«  N', .....  die  wahr 
scheinlichsten  Werf  he  n,  ganz  unabhänp^ig  von  ein- 

ander gefunden,  und  seien  r,  r',.  die  wahracheiniicheu  l^eto 
dieser  wahrscheinlicbsten  Werthe.   Sei  nun: 

1)  V=:aNf  «  eine  Konstante,  und  man  suche  den  wahr» 
echeifdichsten  Werth  von  V,  bo  wie  dessen  wabrscheioUcbcB 
Fehler.  Sei  k  «9  bescbaffen«  dun  kT=^Q  (|.  5.)  nod  «ei  %  iv 
wahre  Werth  Ton  iV/  so  ist  die  Waiirscbeinlichkeit  eines  Fehlen 
]!f^ni—Vy  indem  man  N  einen  willköhrlkliLMi  Werth  Mkvil 
Woß"^*'*  (6.  3.).  Also  wird ,  nach  dem  in  §.  6.  aufgetührten  Grund- 
satz der  %Vahrscheii)richl<eitsrediMtfig«  die  V/ fthrjTfhfwnlifflAf^ 
dieser  Anu^luue  fiir  iV  sein: 


— 3D 


i>iese  Wahrscheinlichkeit  muss  ein  Maximum  sein,  wenn  man  iV 
seinen  wahrscheinlichsten  Werth  n  beilegt,  d.  h.  man  muss  liabeB 
es|r-f»  (also  filr  %  den  Werth  n  wShIenK  so  daos  die  Wibr- 
scheinlichkeit,  dass  ein  gewisser  Werth  N  der  fechte  sei»  W 
kr^^)^  dJS.  Was  k  anMangt«  so  findet  eiehs 


—  OD 


e-*«(iv-«)»aiV=^,  also  ikss;^**. 
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4er  riokit  Mi&.  • 


was  zugleich  auch  die  Wahrscheinlichkeit  Ist^  daas  i^in  bestimm» 
ter  Werth  V  der  wahre  Werth  d^etier  Grösse  sei.  Diese  Wabif 
scheiiilichkeit  ist  eio  Maximum  fOr  F=;$cai«,  iiba  Mt  d^r  WlJhFt 

von  F  gleich  (ttu    |  .  »i  i 

Die  WabradieliilicbMt  eliiM  ¥Mmm  9  ist 

*  -  •  • 

•irle  nuui*  laiHift  waA  %  S.  find«!  -  Daher  -Ist  (|*  ft.)  der  urfik^ 

scheinüche  Fehler      bcätimmt  durch  r^-s^,   d.   h.  man  hat 

Ti—ar,  so  dass  der  w altrsrheinliche  Fehler  von  V  ist  «r«  irraii 
an  der  wahncMDÜchste  VV^rth  von  F  isi  ^ 

■ 

2)  Sei  uun  V=^N  -jt-  N*,  und  man  sucht  eben  so  den  wahr- 
scheiitecliaien  Werth  ▼nn  F  mit  dem  wahnchefailichen  Fehler 
dieser  Beetimmeng. 

Seien  Ä,  kf  bestimint  durch  die  Gleichungen  rA=o,  r'h'  =  ^, 
so  Ist,  wie  oben,  die  Wahrscheinlichkeit,  das«  eio  bestimiater 
Wertli  iV  der  wahre  Werth  dieser.  GrSsse  sei: 

■ 


eben  so,  dass  N*  der  wahre  Werth  dieser  zweiten  Grösse  sei: 

•  r  * 


—  c 


V  » 

Die  Wahrscheinlichkeit  also«  dass  diese  zwei  Werths  zugleicb  die. 


wahren  aeieo>  ist 

hh' 


L 
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'*o  kann  iitari  Mbo  auch  «iagen  ,  VVahrt^cbeut' 
Kcbkeit,  (laM  iV  und  V^N  di«*.  ivahreu  Werthe  seien,  sei 

t 

1» 

Diese  (Crosse  dräcki  alsa  auch  die  Wahrschcinnchkeit  aus,  f?ass 
z\^  «1  besitiiiiuite  Werfhe  und  F  dio  nahriHi  VVertiie  dieser 
Grii8i»en  zu  gleicher  Zeit  ^eiea. 


Um  die  Walirsi'holnliclikeit  zu  Ii.iIhm?,  dass  der  (bestimmte, 
aber  'willkflhrl'K  Ii  aii«^eiiomnie«e)  Werth  V  der  tnthre  sei,  was 
audi  imiiier  xY^ui,  iitu88  ofalrr  di^  8ürotn<6  der  Werthe  obiger 
CMüte- «lähmen/  'IndeAr'maA  N  alle  Werthe  vdn  —  «>  bU -f  a 
Ml^.  Diene  Sunmie  ist    '    '       «  " 

vod  diene  GrQeee  drfickt  also  die  WabrschelBlielifceiC  am,  dl« 

d«r  bestifiimte  Werth  ^t.'der  wahrq  Werth  «4«  Wi»  nit^ 
d.  b«  also  unabbangig  ven  iV.  Nun  ist  aber: 

j 


.  •  ... 

also  wird  obige  Grösse  zu : 


t        i    -      ■  ^ .   ■  ^  ■ 

■  I  .  " 

Diese  WahrschelDÜchkeit  i.st  ein  ßrlaxiroum  für  V^n-^nf  voi 
somit  Ist  der  wahrecheiuli«b6te  Vierth  von  F  gleich  n  4- 

Sei        ^•'^^  Mass  der  Genauiijkeit  dieses  Werthc's!,  so  wird 
man  wie  in  Nro.  K  fiu4<!n ,  daf«  die  ,W«br|Kib(iioii6hkeil  itireii 
beliebigen  Werth  von  F  ist 


üigitized  by  Gc  > 

 ^  ^ 


II» 

NoB  iMben  wir  aber  gafifiAi»,  ,datgiclie«^  Wahrtfclieinlichkelt  ist 


I 


also  hat  man 


Wenn  t^i  der  wahrselieiiiliclie  Feliler  tob  FssiiHh^'  {st^  #0 


3)  Sei 

wo  «  und  Konstanten  sind.  Der  wahrscheinlichste  Werth  Von 
«iV  ist  an  (Nro.  1.),  von  ßN'ißnf;  (We  Muhrscheinlichen  Fehler 
sind  ur  und  ßr*.  Also  ist  (Nro.  2.)  der  \n ahrscheinÜdmte  Wertb 
von  V:  an-jrßn't  mit  dem  ivahr^cheiidicheu  Fehler 

4)  Sei  -1  -j".  -'J.-i  •  •  ' 

Die  wahrscheinlichäten  Werthe  von  «A",  /W,  yiV"  sind:  a«, 
yn"  (Nro.  1.),  mit  den  wahraclieinlieiiea  Fernem  «r«  yr". 
Also  Ut  der  wahrschernlichste  Wertb  Ton  oTf-^ßN":  «n  4* /'in' mit 
iem  wabrnebeiniichen  Febier 

V^ÖVM-  i?*^'*    (Nro.  3.). 
aUo  auclj  der  wahrscheiolkh^te  Werth  von,  "    *"      *      "  *  ' 

'  ,Ft==(uN^ßlPy-^YN''   gfeiehr  .«ai^-1'/9^4yf»'«  '  • - 
mit  dem  wabraclieinlicben  Fehler  •  '  '.u  ■  \ 

*   »       •  •  «  t      ■  ■  »»■;/• 

5)  Fftbrt  man  so  fort,  so  aielit  man«  daaa  der  irabraebeln* 
Uchete  Werth  ren        .  . 


bt 


I 


m 

Bitt  dem  wahrscbetnlkbeD  Fehler 

nommeii.  In  aUgemeinen  Fall»,  da  «Im 

yy'iid  man  immer  *     *  * 

«Mebmen  könhen,  und  d;ihc!  varHuweliendfiifeii»  düa^iV^» 
«ebr  klein  sind.  Ui  uuo 


■Ii'- «  PF 


Die  wahracheinlicbeteii  Verthe  rai  J19,JN\  sind 

Noll,  also  iet  der  wahrsche'mticbMe  Werth  tob  F  gleidi  F| 
dem  wahrscbelniiGheD  Fehler 


i.  9. 

Die  bisher  bewiesenen  LehrsSfze  liefern  uns  mm  die  Hittrl, 
die  Avahrscheinlichen  Fehler  der  dwcb  die  Gleichungen  <ies  sj.  'j. 

bestiiuniten  Grossen  x,   y  ^   z,   anzug^cbcn.   Seien  t^, 

die  wahrscheinlichen  Fehler  der  Grössen  Mi,        ......  die  dun! 

die  Beobacbtuni;  unmittelbar  gegeben  »iad«  uutl  nehmen  wir  «4 
das«  die  Auflösung  der  Gleichungen  (18)  oder  (1(5)  des  §.  6. 
eben  habe: 


er 


»=A;ifi+^»,+,^3.)/,+  ,  (22) 


üigiiizeci  by  Goog 


90  hät  iMn>  fiaeli  ätm  »l%«mliitB  'Ldir#a|Be  ^  f.  i^j  «If  tfib% 
•cMattclm  Fehler  voe  ;  . .  .  •  i  I  / 

■  r  * 

we       CeldM  eine  Bedeufang  bat»  die  lo     61  erUlrl 

werde.  Weon  män  die  GeH^ielite  etatt  der  wabraebeinlicbea  Feh- 
ler einüibreii  weHte»  eo  hfttte  man  nach  $•  6.s 

.•  .1       ,  .  ,  III      '    •  ■ 

:  'i    ffg  9il  if$  t    • " 

,  »      .  .  .  .     '   i'     •  *  *  I 

mid  weam  B  end  G  der  wahraehehliehe  Fehler  md  dae  fawitht 
Yea^  «1^  iet« 

;     •      .6=  * 


1  4 


IVO  natOrlich  die  Grössen  g  und  auf  dieselbe  Einheit  de»  Ge- 
wichtes bezogen  sind.  £ben  00  Ut,  in  ßezug  aiii' dieselbe' £iii- 
beat  daö  Get^  icht  vou 

1  1 


m  m 


Geeafat  anm  habe  ekie.  lineare  Foaktien 

Q = 5foa;  -I-  gif  +  "^»11  +  ..... 
1  ,  ae  ht  abe  nach' (22):^ 

■ 

+  (^'o  «2  +  ^1  ßl  +  9'2}''2  +  •  • 

•  *        .  * 


also  nach  dem  alt^emeiaei)  'Vheerent  dee  §•  ^  dar  «ahreehei»« 
Üche  Fehler  von  Qi 


üigiiizeci  by  LiüO^l 


m 


Ja  •4.1  Itt 

I        #  ■      •  ■ 


Wen»  alle  Beobachtuusen,  durch  die       ,  J/^,   erhalten 

^Vörden  sind,  von  gleicher  Geiiaui<>keit  wiit  eii,  e>o  n  ären  die  Grus* 
0611  ri ,  r^,,  «tle  gteiel»;  md  wenn  atgo  r  der  wBhntMMk 
Fehler  dieser  Beol)ac'htun}|;metbode  wäre,  »o  bitte  mui  ftr  dfe 
firtm<i>oiidlc|Mtii  Fehtof  vds.  jt;     i;*«.^  ;  '  - 

und  der  wiüirscbeinliclie  Fehler  von  Q  würe:  '  ^'-.^   -  > 


Wir  woiien  nun  ein  paar  besondere  Fälle  untersuchen. 

• .  J      •      :*  ,        •.  1'.'      »'  i'-      •  *>!■      l  t. 

'  F=zx, 


',{  «..Ii  • 

  I 


d 

men 


.  h.  sei  eine  Grttoee  x  abuiittelbflr,  durch* Beebaehtong  tu  hettim- 
.Jen.   Alan  hat  also  ({.'6.)  alle  a^si,  6i^4=    =0»  alee 
5=|jr]  and  folgüeh       ,  ,    •  ^  j 

wenn  »t.  die  Anzahl  d«^  BeabaAhiungen  mt  ^Dstß  Ciewiefil 
Ut.da.   -ifj'  .  ^ 

Sind  also  Beoba*  Ijtnngen  gleich  gut,  ie  kann  man  eine  davon 
mII  der.fitahelt-dee  Gewichte  Wt  iiechimtig'Mik^il'«  alee^eeM 


nnd  bal  dann 
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m 


mit  dem  Gewicbt  m»  ader  4mi  wahraehetaBoheo  Fehler  77». 


Dfess  ist  die  bekannte  Regeides  ari  th  in  etliche  a  Mittels. 
Bei  m  gleich  genauen  Beobachtungen  derselben  Grösse  ist  also 
da«  aritbnietleepe  Mittel  der  wabrMheinllcliste  Werth  dleeer  Grltaae. 
Zagletcli  l^beh  wir  hierin  eine  weitere  BeatfttUnms  des  Ja  §.  6. 
A«H|efilhrtea,  dass  ein  Gewicht  m,  das  einer  ßeobachhiDg  (Be- 
sttmmtm«]:)  7uc:clp^j:t  wird  ,  bedentct,  die  Beobachttmc;^  sei  jrleich 
m  iieohachtuii^ea  zu  rechnen ,  denen  das  Gewicht  1  hoi^elegt  wird. 
Der  walirscbeiulicbe  Fehler  ist  aber  nicht  der  mte  Theii  des  wahr- 

scbeinliehen  Fehlers  jeder  Beobachtaog»  aoodera  aur  der  Vmte 
TheiU 


2)  Sei 


ao  iats  wie  aö  ebea: 


mit  4m  waluscb«iliUchen  Fehler: 


Für  f/i—g,^^.^^  iat  r^=r2^.»=sr,  alao  der  wahracheinliche'  Feh< 
1er  YQU  XI 


3)  Sei 

•  ■ 

ao  ergiebt  sieb: 


Ab«  M 

Thdl  XVni.  IS 


I 
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»  • 

r/l»,ai  -  lj«'H^W]-2[a''g][«i6ff][a6ir'r«]+[a<gffW] 

i  -  «W*WH[^i^Ä«i^F^  

Für  rt:=rs^.«..srr  M: 


♦ »  1 


Wir  wollen  eine  Bemerkung  Aber  eine  praktische  Frage  bei 
fögeo»  da  8ie  sich  leicht  dorch^as  Gegebene  lltoen  iSmt  Äuge- 
nommen  man  messe  zwei  Linien  X  «nd  /  mittelst  deSMllM  ÜMS* 
seB  l  und  habe  bei  jeder  Nlederlegung  der  Meeaetange  i  einea 

wahrscheinlichen  Fehler  r  zu  fflrchteo.   Sei  ao  aUo 

L=zk  -|-  A    A  -f    •*  (iT»  inal} , 
also  nach    8.  der  wahrscheinliche  Fehler  you  X: 


ehcii  so  der  wahrscheinliche  Fehler  von  /:  Nehme»  wii 

oun  an,  man  habe  bloss  Hl^L)  gemessen,  mit  dem  wahrsdMii* 

liehen  Fehler  und  miu\  habe  (etwa  vermittelst  eine«»  geo- 

tlätischen  Dreiecks)  X  berechnet,  und  gefunden  L—pl,  so  wird 
jetzt  jder  wahrscheinliche  Fehler  von  L  sein  ($.  8.  £Vro.  L): 

pr^^,  wftbrend  er  Im  ersten  Fall  nur 

war.  Misst  man  also  /  nur^  eauaal,  so  ist  der  wahrscheiolidie 
Fehler  dieser  Messung         ,  und  also  der  jeder  andern  Linie; 


» 
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lUe  aus  der  er^^ten  gescliiDSseo  und  |iiiial  «o  gross  gefuodea  wird» 

gleich  pr^j.  tSesefatt  mm,  man  habe  i  p mal  gemessen  und 
aus  deo  Ergeboisseo  das  arithipetische  Mittel  eenommen,  so  ist 

der  walirseheiiiliefae  Fehler  dieses  Mitteis  f\  ^»  also  der  grOs- 


seru  Linie  L: 


Daraus  oririeht  sich,  dR8S,  ^vcnT^  man  aus  einer  «gemessenen  l^asis 
eines  Dreiecksnetzes  /  eine  />nial  so  grosse  iSeite  scbliet^sen  will 
mit  dersdben  fSfaiMiglceit,.  als  hStte  man  sie  wmfA  gemeaeeOf 
man  ifie  Baele'iimal-  messen  mass. 


§.  10. 


•  ■ 


Blao  kann  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  1Jnb^(kannten  j:, 

z,  einfacher  bestimmen,  als  diese  so  eben  geschehen  ist, 

wie  in  folgender  Weise  erhellen  irird. 

Cttwbt  BM  hab«  ana  dea  CHdcbungen  (18)  z.  B.  gefondeo : 

_E[mif]  +  F[Jf6g]  +  G[Mcg]  + .... 

»  ■ 

worin  E,  F,  G,..^.  weder  M  noch  c  enthalten.  Die  Form»  die 
dem  Werthe  von  *  gegeben  wurde«  Ist  keineswegs  wlllkidirficb« 
iBdem  man  weiss»  «hiss,-  werni  P  der  aHen  Werihen  der  Uebekann* 

ten  X,  y,  z».  gemeinschaftliche  Nenner  ist»  man  den  Zähler  von  z 
erhalten  wird,  wenn  man  libcrall  c  mit  M  vertauscht,  und  Pkein 
i)/ eritliält  (Supplem  ente  suKlügels  Wörterbuch,  «weite 
Abthlg.   8.  Sa  ff.). 

« 

'^9if  M=:a,  so  wäre  In  (18)  oienbar  zrsQ,  d.  h.  man  bat 

E[<a^ff]  +  F\aög\  +  G[acg\  + ocO  \ 
eben  so:     E[iibff}  +  F[6^f}^G[Ö€f]+^.  ;^oi  (23) 
Eladg]  +F[bd(f}  +  Oia^]  + .... = 0 .) 

Ist  also  P  der  Nenner  hi  dem  Werthe  von  so  ist  der 
KoefBsient  von: 

12* 
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E          F  O 
Ml  gleich  püitfi  +p6iyi+pc,if|  +  , 

also  iiidi  {•  9.  der  walnscheiiilidie  Fehler  Tan  t: 

p  V  UEa^g,  +  Fbyffi  +  Gc^gi  +  )V,t 

Nun  ist,  wenn  r  der  wahrscheioliche  Fehler  einer  Beobacbtoog 
▼om  Gewichte  1  ist: 

elep 

demnach  ehige  GrOeee: 

r  

+  riEü^aft]  +  Flyb^HGlgbc]  +  ....  | 
+  

d.  b;  wenn  man  die  Gleiehwigen  (23)  henefctet»  gleich  • 
Man  folgert  daraus  leicht,  dass,  wenn  man  aus  (18)  zieht: 

x=zA'[MagJi  i-A'^Mbg]  +  A"'l)J€g]  +  ... , 
y=Bi:Jf«^l  +  Ä«[Ä6iyl+Ä-'[ilf4^1+....,  (34) 


m 

and  wenn  r  dienelbe  Bedeutung  hat»  ifieco  Eikern,  die  fralirieii^iii- 
'   lieheu  Fehler  von      fft  »iod: 

rVZ',     t'^Sf,    rVC^,    m) 

Wirai  alle  BeoIncfatiiiigeD  gleich  genau,  s  )  konnte  raan-aUe  gssiX 
setzen  und  r  wire  dMiii  der  vralir«dieialicibe  ^cMer  einer  sotcben 
Beobachtung. 

Will  mau  die  Gewichte  vüo  x,  if,  z,..„  keuneo,  so  seien  die- 
aelben  Gi,  G%,^»;  also: 

^,11       ^  1 


eheu  so 


d.  ik  die  Gewichte  von      jr»  %, ....  aiad: 

11  I 


U  '        r*H>  •••• 


(26) 


Iq  ganz  abiiiicher  Weise  kann  man  den  wahrscheiuliciien  Feh> 
1er  eteer  Hneareii  Fnuirtioii  Q  derCMraee  j^j  ^,  2i bestlBinieii. 
Man  hat  (23)  flir  das  Quadrat  dieeee  wahracheinücheii  Fehlere 
crIiaiIeD: 

fol^o[«*'^]  +  §^i[«^^^J  +9^21«)^^]  +  ... 


Haiien  alee  A*,  B'f  i,^.  u.  r,  w.  dieselbe  Bedeutung  wie  so 

theo  9  ae  let»  wie  dieee  aee     9.  eoBittelhar  aieh  eigiebt: 


[9^]ssir*A',  (/3V«]=i«ir,  [j^ssrÄC*", 


wenn  r  obige  Bedeutung  hat.  Um  die  Summeii  [oßr^},  l^r'^l»*  *** 
XU  eriiaiteo,  bemerke  man,  dass; 

agssA*aigi  +  Afbigi^Al^Cigi  -f- ...... 

n«C«Aft  -f  CJ'Äijfi  +  C*eii^  +  


als» 
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+ 1«     t  Ä-toc^,]  +  ß"lbvs,\  +  /f  "[c-i,]  + ....  1 
wenn  man  beaditet,  dass  nach  (23): 

•  » 

B'^a^]  +ß"Labg}+B'"iaesi]  +  =0, 

B'[w6g]+B"lb-'g}i^B"y,cg}+  =1. 

Man  hätte  offenbar  Uen  Auadruck  filf  {aßr'j^  auch  so  ordaeo 

küuiieii: 

« 

^'[«<'ir]  +  ^"[6^i,]  +  J"'l6cir]  +  ...=fa.  . 

+ avt^) + .-»0, 

« 

Detnnadi  bt 
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Gtm  db«n  so: 

« 

aUo  eDdüch  för  das  Quadrat  des  wabraebeinlicheB  Folilara  Ton 


Man  kann  dies«  auch  noch  in  folgender  Weise  ausspredien : 

Denkeft  wir  uo8  an  die  Stelle  von  [Mag],  [Mhg],  [Mcg],,,., 

in   de!i  Gieiciiungen  (18)  gesetzt  q^^y  q^,  q^-»   roaJl  habe 

aUduuii  jji,       2|j      iCir  ^c,  if,  z,^,^  gefuudea,  na  Ut:, 

» 

4 

also  ist  der  wahrscheinliche  Fehler  von  Q: 

rV^^ü^il^j^i  + jf|ii  +  »^.. .  (28) 
I«t  G  üa«»  Gewiclit:  vuu  Q,  ao  lui 


 .  /29\ 

In  allefi  unseren  Formeln  ist  nun  noch  ein  Element,  r,  das  noch 
unbestimmt  iatj  es  ist  diess  der  wabrächeinUche  Fehler  für  eine 
BeobacfatoBg  tom  Gewichte  1.  NaUldlldi  Mt  Ae  UnbesthMat* 
holt  dieses  Elements  aoch  die  der  wahrscheinlichen  Fehler  von 
x>  |f  >  s*M.*  mit  sich.  Die  Gewichte  fi,  g^,.,  fcOnnen  als  bekannt 
aDgenomraen  werden.  .Wftre  s.  B.  Jlft  bestimmt  durch  nti  gleich 
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gute  Beobachtungen ,  JI^  durch      solcher  Beobachtungen  u.  s.  n-., 

80  wäre  ^^:=//t|,  g^z=:m^,         (§.  9.).    Uebrigcns  ist  es  in  der 

Regel  immer  missüch,  eine  Schätzung  des  Gewichts  vorzuneb« 
men,  so  dass  es  vorsusiehen  ist*  Beobachtungen  von  gleicher 
Genauigkeit  (abo  vom  Gewichte  1)  amsuwenden,  so  oft  nie  Um* 
stände  diese  erlauben.  Eine  Schätziing  des  Gewichts  einselDer 
Beobachtungen  gegen  einander  ist  schon  darum  niisslich,  weil 
man  sich  gar  zu'^crii  dem  Vorurtheile  hinrripbt,  Beobachtungen 
als  minder  ijenau  zu  betrachten,  deren  Ergebni^s  [»edeutend  ab- 
%veictit  von  den  übrigen.  Auch  ist  es  bei  geodätischen  Beobach- 
tuiigeti  z.  B.  fast  unmi^giicb,  den  Einfluss  der  Witterung,  £rmü- 
dnng  u.  s.  w.  in  Rechnung  zu  bringen. 

Der  Werth  r  ist,  wie  man  aus  dem  Obieen  ersieht^  nicht 
nuthig,  wenn  man  sicli  bloss  damit begnfigen  wm,  die  Gewichte 

der  gefundenen  Grossen  zu  kennen  (immer  «^j  ,  g^f  -  a^s  bekannt 
angenoniraen).  Will  man  aber  die  wahrscheinlichen  Fehler  kennen, 
deren  Kenntniss  noth wendig  ist,  um  ein  Urtbeü  fallen  zu  künoen 
über  die  Genauigkeit  der  erhaltenen  Resultate,  so  muss  r  be 
stimmt  werden.  Diessgeschiebt  nun  aus  den  gegebenen  Beobacb- 
tongen  in  folgender  Weise. 


Seieo  vHeder  A|,  A^»*»*  CSeDauigkeitsmaasse  (%,  4.),  die 
zu  den  Beobachtungen  geboren,  deren  Gewichte  gi,  g%j....  sind; 
h  das  Genauigkeitsiiiaass  fifir  eine  Beobachtung  vom  Gewicht  1, 
so  Ist  (§«  &  and  §.  5.): 

Uoter  der  Annahme,  dass  k  einen  bestimmten  Werth  habe,  war 
die  Wahrscheinlichirelt  des  gleichzeitigen  Bestehens  der  Fehler 
*i»  e^       (J.  6.): 

also  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dnss  h  der  wahre  Werfh  dieser 
Grösse  sei,  nach  dem  hereits  mehriach  angeführten  Grundsätze 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


§.  II. 


P 


PB/i 
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d.  h. 


Daraus  ergiebt  sich  leicht,  dass  die  Wahr$jchriiilichkeit,  dass  der 
aiigeooniiaeiie  Werth  von  h  der  wahre  Werth  lUeeer  Grotse  <tei» 
ists 

wenn  i^i  bestimmt  ist  ans  der  Gleichung 


Alan  wird  nlso  nnr  denjenigen  Werth  von  h  unhien  müssrn,  für 
den  o\>\'j:t'  Grü«ee  ein  Maximum  mL  Difiiereiizirt  raau  nach  ae 
ergiebt  sich: 


w9da  m  die  Anzahl  der  Beelittchtnngen  (vielmehr  der  Gmadglei- 
ehnagen  (9))  bedeutet 


den  mittleren  Fehler  der 

ßeobachtuug  vom  Gewichte  i  m  ueaaen;  bezeiehuea  wir  ihn  mit 

HO  iat 

.=  ^^.  A«=.l^,.  ^=2«V. 

-  ratfV?  a  0«744M7^ .  (31) 

WSren  die  6eobachtuogen  von  gleicher  Genauigkeit,  aa  w8re 
^i==i^=«*~»^*  und  r  der  wahiacheinliche  Fehler  einer  derBe- 
•faachfayn.  In  diaaea  Falla  lat: 


^,  Iß^^,  |.=©«74(«W^.  (32) 
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S.  11 


Der  W'€M*(b  von  h,  den  wir  so  eben  gaÜBttden,  nur  der 
w.thrsi  heinlichste;  ob  er  der  wahre  i.st,  können  wir  nicht  entschei- 
den, liie  Wahr«€beioUchkeU  für  einen  beliebigen  Wertb  h  vtr 


8ei  nnn     die  dorcb  die  Foraielii  (31)  beetirate  GrdM«»  niiriich 

Ai  =  ■       ;  Ai-f^A  ein  Werth  voo      eo  wird  mithin  die  Wabr* 

schelnlichkeit .  da^s  ki^/^h  der  wahre  Werth  ?on  h  861»  ran 
4e;^4  wilikübrlicbf  aber  ij^tunnU  i»t,  «ein: 

f)ic  (Jrösse  wird  man  tftmier  sehr  klein  annehmen  diirfen,  k 
der  wahre  Werth  von  h  nicht  viel  verschieden  sein  kann  ?obAi; 

III 

ferner  tet  [^^l=2/^.^>  also  ist  obige  Grdsse: 

Was    auheiangt»  »o  i^t  44e«e  (irässet 

ia/^A.  ^^*) 


—OD 


also  die  Wabrscbeinlichlralt»  data  Jh  die  wabro  VerbeaMom 

von  Ai  Jat:, 

jj^.e  '  (33) 

Der  Ausdruck  (33)  hat  dieselbe  Gestalt,  wie  (4)  in  §.3.;  uod 
J/f  drückt  auch  den  Fehler  aus,  den  man  begeht,  wenn  mao  iii 
lür  den  wahren  Werth  von  h  nimmt«   An  der  Steile  von  A  io  (4 

ist  in  (33)  woraas  onawie  in  {.4  folgt,  dass  der  wahr 

scbeinlichste  Werth  von       Null  ist,    und  der  wahrschciolicbc 
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Fehler  dieser  Beatiiumung :  ^^y^*  Mau  kann  also  1  gegen 
1  wetten«  dae«  der  mlire  Werlb  von  Ä  zwieeh^R  * 


und 

y  in        \     \  mr  , 

enthalten  ist.  Ist  also  Ti  der  Werth  von  r,  bestimmt  durch  die 
FmsmId  (31)»'fle  sind  die  Grinteii  «od  r: 

V  Hl 


II  •  * 


vftkh  man  die  btllierA  lH>teta»0n''von  ~=  vemiMMst 


6.  13» 

Um  den  mittlem  Fehler  €  (S^  IL)  an  tartfraMii»  mteen  wir 
die  wahren  Werthe  der  Fehler  «i»       ....  kennen,   d.  h.  die 

wahren  Werthe  der  Grössen  .r,  y,  r,....  Diese  aber  kennen  uir 
viellpicht  Tiicht ,  indem  wir  ja  bloss  die  ^vahrscheinlichsten  Werthe 
dersielben  geluuden  h;i))en.  Wohl  sind  ^^ir  der  (JeberzcMgung, 
dass  diese  wahrscheinlichen  Werthe  von  den  wahren  sehr  wenii^ 
abweichen,  aber  gerade  diese  etwaige  Abweichung  zu  bestimmen, 
fehlen  uns  die  Mittel.  Wir  werden  ana  also  ahemala  daraof  be- 
schränken mflaaen»  die  wahracheinlichaten  Werthe  dieser  Abwel- 
ebnagen  a«  unteraocbeD» 

Seien  also  ^^,^2,....  die  Verbesserinijren ,    die  den 

Werthen  von  a:,  y,  2,....,  wie  sie  aus  den  Gleichungen  des  §.  6. 

iülgeoj  und  die  wir  mjt  x^,  ^q,    be^jeichnen  woilea,  mm- 

seteen  elnd.  Alsdann  Ist 

» 

aus  welcher  Formel  die  Werthe  von  ti  ,  v.^,        erhalten  werden, 

wenn  man  den  a,  6,  c,....,  M  die  Zeiger  1,  2,   beisetzt. 

Demnach  ist  > 

f  %(ti^\,+6y„+c:o+...  — ^  (0-^«  +  *^^  +  ^^»+  ..  ..) 

I 


I 


Digitized  by  Google 


1^ 

Ntto  ist: 

wenn  mmn  beachtet,  dasi»  ;ro,  5»,  »oy.- «nden  €tleichoiigtNi(ti| 
bestiiiiiat  «lod.  Demnach  wt  * 

worin 

1 

D«r  iweite  Tbell  der  swdten  Seit»  der  Gleicbirog  (3i) ,  dea 
dmdi  A  beieichnen  wollen ,  kann  In  eine  Summe  sedf^t  wedcs, 
die  quadratische  Theile  enthält.   Man  Imbe  s.  B.  nur  die  itv 
KorreirtioneB  Ja,  Jjf,       Ju,  eo  iet 

Setzen  wir  nun: 

•O  lit 

Ä  — ^i^/H  2^3^^^«  +  2^3^^^«+^  Jt* 
worin  ttielit  von  Ja,^Ju  abiiiogeD«  Sei  ebae  w; 

f)fir 
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2 


Man  sieht  leicht,  dass  allgemein,  welches  auch  die  Anzahl  der 
irisseo  Ax^  Ay,  jz,,»,  sei,  man  setzen  kann: 


^  Vi 9  lineare  Funktionen  von  A:e,  sind,  und 

var  9>|  von  allen,  allen  ausser  der  ersten,  qns  von  allen 

Qsser  den  zv^ei  ersten  u.  s.  w.    Da       imnipr  ]>ositiv  ist,  was 

öch  ii/.r,  z/^,  zis          seien,    und  diesp.  Umformung  eine  rein 

btlscbe  ist,  so  überzeugt  man  sich  leicht»  dass  ki»  i^«..«.  po- 
iüve  Grössen  sein  müssen. 

Es  bandelt  sieb  also  um  den  wabrecbebillebsten  Wertb  der 
knuie  den  man  erbalten  ,  wenn  man  für  w^, 
)',.  ..  ihre  vrahrscheinlichsteo  Werth«  setzt  Um  diese  sefbist 
ker  m  finden»  bedürfen  wir  nocb  einer  weiteren  ünterenebung. 


$.  14. 

Angenommen,  die  Waiirsrheinlichkeit,  dass  ein  willköhrlicher, 
bestimmter  Werth  von  x  der  wahre  Werth  dieser  Grösse  ist, 
k 

Ii  rp-e-**^^,  werin      die  unendlicb  kleine  (konetante)  Zu« 

V  TT 

ilime  von  x  ist.  Suchen  wir  nun  die  wahrscheinlichsten  Werthe 
Ii  X  und  a^.  Zuerst  sieht  man^  dass  zwei  Werthe  von  x,  die 
to,  ^ber  van  versebledeeen  Zeichen  «ind^  gleich  wabreohein* 
Ailfld.  Daraus  felgt  ferner«  wie  in  5.,  dass  von  m  Wer» 
■Ii  fMi  ibrer 


:  at 


J  2m 

o 

Men        und  -f-^  enthalten  adn  werden;  eben  so«  das«  es 


Vif 


k 

k       ,  k' 


werde»  deren  absoluter  Werth  swischen  ^  und  liegt. 
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iVIan  wird  also  folgende  Uebersicht  bilden  koiinei) ,  die  um  si 
lichtiger  sein  wird,  je  grösser  tn  ist  (uenn  «  unendiich  klein): 

Zahl  der  Wertbe  von  x,  deren  absoluter  Zableowerth  zwischei 

0  und 


O 


Zahl  der  Werthe  voti       deren  absoluter  Zablenwerth  sirisch« 

«      j  2« 
jT  und  77  : 
h  h 

«  ■ 

Zahi  der  Werthe  von  x^  deren  absoluter  Zahlenwerlh  ifivTsehe 

2«      ,  3« 


2m    Z''«   „.^  2« 


'I  ■! 


'Ii       .  .f 


Was  die  Summe  der  Wertlie  jeder  einzelnen  dieser  Abthe 
luns;en  anbelangt,  so  ist  sie  «ÜBObar  X^vlU  da  gleu^  .ml  uo 
eletch  grosse  positive  und  negative  Werths  darin  sind;;  jiieo  ii 
die  Summe  aller  m  Werthe  von  auch  Null,  folglich  aufh  Q 
arithmetisches  Mittel,  d.  h«  der  wahrscheMichste  Werth  tos  i 
(§.  9.)  ist  I^olL 

Nicht  so  verhaU  es  sich  mit  .r*,  da  dieses  immer  po»Hiv  is 
Man  hat  nun  wieder  dieselben  Abthcihingen,  wie  so  eben;  in 

ersten  Abtbeilnng  ist     immer  0»  in  der  sweiten  jj^f  <inj«iQir4ri 

(2a)2  (3a)« 
teu  -jg-  9  in  der  vierten  n.  s*  w.  bis  od  in  der  letzte 

Also  hat  man: 

Ansahf'der  Werthe  von     «wischen  0  vnd  m^;  ■ 

2m 

77=e-o«a,  Summe  derselben:  0; 
V  » 
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«*      ,  (2a)* 

Aniafal  der  Werthe  you  je*  swiacben  ^  «nd  ^— ^  * 


2fii  2ni  AN* 

--7=:  Sninme  derselben:  77=^1  /  )  «"^ff; 

■ 

Anzabl  der  WerCbe  Tob  ^  zwlscbeo  und  ^-j^  < 

-^rr  SimM  deriselbei :       (^!''Y  *-^)*«; 

Ansabl  der  Werthe  too  jt^  swbeben  ^-p-  and  ^-j^' 
2m 


=  Summe  deradben:  —  f^Ye-U«)««; 


Daraus  folgt  für  die  Gesamroisuronie  aller  Wertbe  von  äc^,  wenn 
man  dieselbe  glekb  durcb  In  dividlrtt  aUo  das  arithmeüscbe 
Mitiel  nimmt: 

■ 

*  ▼      •  •      *  .  •  . 

Nun  ist 


«  ■ 


also 


o  0 

aUo  ist  endlich  der  wahrscheinlichste  Werth  von  or^: 

aVli  _  1 
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S.  15. 


Wir  haben  in  $.  gesehen ,  dftM  die  Wainwdiemlicbkiit  in 
gleichzeitigeii  Be«tftbeiis  der  Fehler  Vg  ((•  U.)  M 

irarin  e  eine  Koi^stnirte  iet  INeae  Fehler  enteiirecheo  denWnto 

Sq-^Js,  ^o-^^y»  «0+-^*»— 

DMu  folgt,  dw  die  Wahracheliilichkeit,  die  Werthe  Jx, 
4^9^  eelen  die  vrahree  Verbeseerungea  von  «o»  yo»  So**^  i"^* 


«  ■ 

Führt  man  für  Sl  den  in  %.  13.  gegebenen  Werth  ein,  so  bat 
niftn  das  Tlelfaehe  Integral  raeret  nminfenneo  flir  die  neaen  Tar* 

änderlichea  91»  ^>  9^»          Da  diese  letzteren  dnrch  Hmü 

Foftictionen  von       A^^  Jz^^  gegeben  »lad,  ao  wird 

■ 

.wo  c  eine  Konstante  iei  Dafin«  folgt«  daaa  die  fragUcbe  Wil^ 
scheinlidikelt  iat: 

(») 


wo  kf  bestimmt  ist  durch 
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Die  GrögsG  (3^5)  ilrifckt  also  die  Wahrscheinlichkeit  aus, 
iiillkührlich  Erew iiliUe,  aber  bestimmte  Werthe  von  tp^,  9)2,(303,  .... 
die  wahren  W  etthe  dieser  Grössen  seien.  Will  man  die  Wahr- 
scbeiniichkeit  haben,  dass  der  bestimmte  Werth  cpi  der  wahre 
Werth  dieser  Grosse  sei,  was  auch  ip^,  9>3,....  seien,  so  muss 
man  (35)  integrireD  nach  (p^,  qps...  simohen  den  GrSnxen  --p^nnd 
Also  M  dfccte  WahfseDetnKelikeit: 

-  »' 


worin 


Integrirt  man  aber  in  der  Gleichung  (36)  zuerst  nach  9x9, 
so  ergiebt  sich 

t  •       »  a  *  ■ 

■ 

aiso  ist  endlich  die  Wahrscheinlichkeit  von  tpgi 

V«  . 

1 

wmi  mMum  (§.  U)  fPabfscheinUehliie  Werth  von  91*:  ^^^j^  • 
Eben  so  erhalt  man  für  die  wahrächeiuiichsten  Werthe  von  w»^. 


9  ••••  • 


1  1 

also  endlich  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  Ui 


III.  n 


ireno  n  die  Anzahl  der  Grössen  x,      s......  firf.  Nun  tot 

■ 
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• «   •  ■ 


■  ■      «I  » 

wodineb  nun  endlich  definitiv  der  Werth  des  mittlem  Fehlers 
Hstimint  ist.  [gVf^'^]  hat  hier  die  in  $.  13.  festgestellte  Bedeotußg, 
m  ist  die  Apznli!  flcr  (irundgleichungen  (9)  in  §.  6.,  und  n  ist  die 
Anzahl  der  durch  die  Formeln  des  J8.  zu  bestimmenden  Gros- 
sen ar,       z,  ,   insofern  aU  d'wsi^  Grossen  wirklicli  von  einao- 

der  unabbfingig  sind«  so  dass,  wenn  ^.ii.  zwiscbenden  MÜubekaootet 
X,  V,  z,....  noch  r  Be4faiguugsgl«ldliimgen  bestSnden»  ahio  ii 
Wahrselt  nur  n^r  UnbekiSiDt»  vorhandeo  wlren,  aaeh  n^rii 
die  Stelle  Ton  n  in  (37)  Mte. 


S.  16. 

* 

Seien  die  wahren  Warthe  QoWhmhr 

GrOaaen;  «i»  ea»  «8,....eM  ihre  dnrch  Beobachtungen  gegebenen 
Warthe  mit  den  Gewlchtani  A|,...,<^m>  beaegeii  aofelae  be- 
stimmte Einheit.  Angenommen  ^rner,  die  GrSaaen  wi$w%9**-^f» 
aiiiaaeD  den  Bedingungaglaichungcn 

^i(^9  ia^»...»)»0, 
A(«l>toa.— }=0,l      .  (38) 


genngen,  die  zur  Ahkiirzünsr  mit  ,  Kj,....  bezeichnet  nerdcP 
miiffen.  Es  ist  keineswegs  erfordi^rlich  und  wird  im  Ali^enieifiM 
auch  nicht  der  Fall  sein ,  dass  von  den  Gleichungen  (38)  jede  alle 
Grössen  to  anthaUe.  Sjetxen  wir  endlich  noch  voraus»  dass  die 
Differenzen  to»-*a  aehr  Hein  aelen»  waa  man  wohl  hnmar  air^ 
»en  dürfen  wird,  da  wir  annehmen,  die  fieoliachtanffen  acien 
senau  als  möglich,  und  sollen  nun  so  ausgeetlenen 
3aM  die  Bedinguagagleiohnogen  (38)  ecittUt  lomL 

Sei  nnn 

aa  milaaen  dieae  Warthe  den  'CMchmigen  (38)  genfigen. 
Beaeiabaen  wir  nnn  die  GiOaaeni 
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für  «=«  dank  »i>  ^>  <%fU~;  ' 

..       ihn'.  JS?;. 

*  .  ■ 

für  w^e  durch  n^,  0^,  ^g».... ;. 


60  er  1^ .man  aus       fttj^enile 'Hne&re  Gleichungen: 

••••  w« 


•  •      •  af 


(39) 


Da  :i^».»Aam  die  Febler       Beoiwehtungen  för  die 

Grossen  d.  h.  Ilir*  die  durch  Beobachtung  als  wahrscheinlichste 
Werthe  der  Grössen  w  gefundenen  Werthe  sind,  so  folgt  daraus, 
dass  (§.  6.)  die  Summe  [jjfx^]  eio  Alioimum  seie  miise«  Mta^ 
hat  aUo: 

giO^idxi  '\-f/2^-2ß^2  +^3^3ÖiP3 +  —  -\-gma:mdxm  »0 •         (40)  . 

Bestände  non  keine  Bedingangsgletchung  «wischen  den  Grüssen 
•^if  ^t>«*»*     ioigt  liietfavs 

» 

wie  h^rdilch.  4}»er  die  Pe4>i>$«^g«glitchaiigen  gehsp: 

^aarx  -f  ^do;^  4-    +  ^toiav«  =s  a»| 


•  ■  » 


(worin  füglich  manche  der  Keeffinenten  Nnll  sdn  kOnnen).  Molti* 
nliziren  wif  nun  die  Gleiobnogm  (4])  mit  noch  unbestimmten 
KoefHzieilien  ki,  h^,„.,kr,  wo  r  die  Anzahl  der  Bedingungs* 
gi^idhungen  (38)  ist»  and  eind      §%»         die  Werthe  von 

dFr       ^Fr      dFr  ... 

Sit'  Sü  

SO  wird  man  die  so  multipiizirten  Gleichangen^su  (40)  addiren 

imd  dann  den  Koeffizienten  von  ^Xi,  dx»  ^Xm  Noll  setsen 

Dadurch  erhält  man 

IS« 
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•       -  • 


(42) 


Kennt  man  die  Grossen      so  geben  fliese  Gleichungen  die  Gru< 
sen  a:.    Um  die  A'  zu  bestimmen ,    wenden  wir  die  Gleichungen 
(39)  au.    Man  ziehe  nämlich  ans  (4'2)  die  Wertho  der  Grössen  j, 
vna  &eU6  sie  in  (39),  so  erhält  man,   wenn  man  zur  Abköriaog 
setzt: 


!h  ffm 
^    +  —  +...+ 


t 


folgende  Gleiehnngen; 


(43} 


[f]'.+r£i'^+rfj*.+-+[r]''=* ' 

die  nun  zur  Bestimmung  der  Grossen  k  gerade  hinreichen.  Aus 
(42)  folgen  dann  die  Werthe  der  Grossen  also  endlich  (üe 
ausgeglichenen  Werthe  von  wi,  w^,.... 

Was  die  Summe  Ißa:^}  anbelangt,  so  ist  sie  sehr  Idcht  u 
bestimnien.  Die  Gletebungen  (42)  geben  nämlieb,  wenn  am  die 
erste  mit  .Tj  »  die  zweite  mit  ^,.-«  mnltipfizlrt»  sie  nddirl 
Gleichlingen  (39)  benchtet: 


m 


* 
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5. 17. 

Es  bt  klar«  dass  die  uns  bn  Augenblicke  beecbifligende  Ani- 

gäbe  ansesehpT^  vver(!on  kann,  als  hStte  man  bloss  7/f — r  (^rüssen 
au8  w  Henl>;icfitiingen  zu  bestimme rj ,  weil  vermöge  «ler  ?'  Glei« 
chungeii  (  >Sj  mji  m — r  Gras^ien  unabhängig  bleil)en.  Daraus  iolgt 
(§•  15.),  (laäs  der  mittlere  Fehler  i  einer  Beobachtung  vom  Ge- 
wichte 1  i«t: 


^kf^^W,  (45) 


Der  wahrscheinlicbe  jFehler  R  dieser  nämlichen  Beobachtung  iel 
V¥»  also  der  wahricbetnllche  Fehler  eiaer  fieebeohtoeg  veie 

Gewichte  o:— 7=-.   (5.  (.)• 
^9  T 

Gesetzt  nun,  man  solle  eine. Grösse  u  aus  den  Beobachtun- 
iren  berechnen.  Es  ist  ilar,  dass  man  zu  derselben  auf  verschie- 
denen Wesen  wird  gelangen  können .  je  nachdem  mau  eine  V  erbin* 
dune  der  Werthe  et ,  el, anwendet.  Einer  dieser  Wege  wird, 
da  die  GrSssee  e  nlcbtlgenau  sind,  der  Tortbeilhafteete  von  aHen 
sein.  Sei  die  VerbindJing  der  beobachteten  (noch  nicht  aus- 
geglichenen) Werthe  welebe  die  vorthelibafteate  von  allen  iatj 
beaeichnet  duicb 

«=if;(ei,  C2, .-..),  (46) 

wlbrend  eme  and^^dnrch 

/       tt:=(p(ei,  «i,.,..)         .  (47) 

bezeichnet  worden  mag.  Nun  sind  die  wahrscheinKcben  Fehler 
der  OrOfls^  fi,  e^,..*,  (da  Ihre  Gewichte  gi,  g^,-^  sied)  gleich 


also  ist  nach  8.  der  nahrscheinliche  Fehler  von  u,  ivenn  die 
Verbindung  (46)  angevrendet  wird: 


irewi 
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Der  wahracheinliche  Fehler  tob  m»  wann  (47)  aogeirendel  frW, 


4  m 


(49) 


■  • 


Nun  ist  klar,  daaa,  wenn  man  statt  der  GrOaaen  «  die  «rahrea 
Wertbe  w  setsen  würde»  oSeabar 

Sp{wip  u%f^.)s=if(wi,  «0^,«...)  (60) 

sein  müsste,  da  es  alsdann  offenbar  glcicb&;üitig  ist,  auf  welchem 
Wege  M-  eriialtea  wM  moa«  maelbe  Reenitat  aua 

Vorschein  kommen.  Nicht  so  ist  e»  fraiitch,  wenn  für  dfe  ai 
bloss  ihre  durch  Beobacbtnog  gefoodenea  wabracbeiniicbaisB 
Wertbe  e  gesetzt  werden. 

Aus  der  üieichuug  (50)  erglebt  sich  aber»  dass  die  ÜiÜereiiz 

« 

1^  «2, ....)— 9>(^i»  ^2»—)  (^0 

versrli^vlnden  muss,  wenn  an  die  Stelle  der  e  die  ie  treten.  Ueber 
die  w  <ielbät  steht  uns  gar  keine  Entscheidung  2U  Gebot,  wir 
müssen  die  c  f.r  ($.16.)  statt  derselben  annehmen,  da  diese  letz- 
teren Grössen  oiiiiehiD  auch  den  Bedingungsgleiciiungen  (38)  (resp. 
(39))  genügeii.  Die  Differenz  (61)  muss  also  Tersehwlnden»  weas 
an  die  Stelle  der  e  die  e+x  treten»  Diess  Ist  der  Fall»  weaa 
diese  Differenz  die  Form 

aiFi  -f  Of^F^  4-   -f  ttrFr  (52) 

hat»  worla  OgM^^Ur  noch  unbestimmte  Koeffizienten  sind,  und  io 
den  Grossen  r*  statt  der  lo  die  e  gesetzt  sind.  Die  Wertbe  dsr 
Grössen  F  sind  also  sehr  klein.  Es  ist  klar,  dass  es  noch  un- 
zählig viele  Formen,  ausser  (52)»  gebe»  wird«  die  derselben  Be- 
dingung genOgea.  Ist 

^(F,,  ii,...,Fr) 

eine  solche»  nnd  bemerkt  man,  daasdie Werthe  von 
klein  sind,  so  wird  sich  diese  GrSese»  nach  dem  Taylor'schen 
offenbar  unter  die  lineare  Form  (52)  stellen  lassen»  da  eie  ve^ 
schwinden  moss»  wenn 

Also  Ist  die  Form  (52^)  allgemein.  Darens  folgt  nun»  dass  die 
vortbeilhafteste  Verbindung  der  Grössen  e,  um  u  zu  erbaHeSt 
aus  der  bestimmten  (47)  erhalten  wird  noter  der  Form: 
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t'C«!*  €»••• j)»f!(fM  ftif-)  +  «i^U^i.  + 

Daraus  folgt,  wenn  die  CifuMa      6>  «»«.^  dkseUw 
habeo        in  §,  16.: 


* 


Da  aber  (53)  die  vortheilhafteste  V^erbiiidun^  darstellt,  so 
muss  der  ihr  zugeborige  wabrscbeiiiliclie  I'ebler  (43)  ein  Minimum 

sein»  d.  h.  i^,  1^  «lud  9q  beachaff^iit  tlass  eio  Mi- 

nimum ist.  Man  hat  also 


1 
du 


woraus»  W41II  »aD  (5i)  b«Mfctet,  folgt; 

* 

woraui>  nun  die  a  bestimmt  werden.  Daraus  erhalt  man  die  L 
vemif teist  (54),  und  dann  den  wahfseheiDlich«D  Fehler d«r  v^rtbeil- 
ImiEleateD  Verbindung  der  GrOesen  e  ▼ermittelet  (48). 

Wir  b»b«B  bereite  oben  bemerkt»  da«« 

zusammenfallen  müssen,  wenn  man  statt  e  setzt  e^x.  Nun  ist 
aber 


Digi 


9>(ei  +  arj ,     I  jTjj , ...)  -  -  ^^{fi  ^  x^^     +  ar^, ...) : 
^(ci,  e,,., 0=9(^1'  «3».  )  f(^i— +(Ab— ^2)^2  +  — 

I  • 


wenn  man  die  Gleichungen  (39)  beachtet  Ea  folgt  dies«  Qhrigcas 
auch  onnuitteihar  ana  (Sä),  da 


Hfttte  man  statt  der  beobachteteo  Werthe  e  die  anagegliche- 

»ind, 

aiao 


nen  «-l-ar,  die  wir  al«  die  wahren  anztinehmeD  geiwiioien  sind, 
angewendet,  so  wäre  es  ganz  gleichgültig  gewesen  ,  welchen  We«,' 


man  zur  Bestimmung  von  u  eingeschlagen  hätte«  lÜtte 
den  heatiramten  (47)  gewählt,  so  wäre 

«=9(<?i+^i»  «a+iF2*-.)=9C^i»  ea,...)  + 4^1+^2+.-.  (57) 
Man  erhält  man  aus  (42),  weno  mau  die  erste  mit  ^»  die 
sweite  mit  —^y..*  muitiplizirt  und  addirt: 

«ad  wenn  man  hier  am  05)  die  Warthe  ven  \^^\  \^\'  

efaeetzt: 
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Daraus  folgt  imoj  unter  Beachtung  lier  Glekhangeu  (43); 


<l.  h.  die  Formel  (57)  ^iebt  denselben  Werth,  wie  (50).  Neben- 
bei folgt  daraus,  dusn  fL:r]  =  0  ist,  so  dass  die  vortheilhaCteste 
Verbindung  der  e  so  bestltaffen  ist,  daas  sie  densefbey  Werth 
für  u  giebt,    aU  wenn  man  statt  der  e  die  e-{-x  angewendet 


Mao  8chliesst  aus  diesen  Entwickelungen ,  dass,  wenn  man 
eine  f^russe  u  berechnen  soll,  und  man  dazu  irgend  einen  We» 
tMnschläcrt.  dieser  gleichgültig  ist.  Torausgesetzt,  das.^  man  die 
ausgeglichenen  Beobachtungen  e-fa:  anwende.  Das  so  erhaltene 
Hesultat  fällt  zusammen  mit  dem,  das  man  erhalten  hätte^  wenn 
man  die  Tortbeilhafteste  Verbladung  der  beobacbteten  GrOeaen  e 
zngßwmätt  bitte. 


Der  wabracheinilcbe  Febler  ilea  ao  erbattenea  Reauftata 

ist  (43): 


Damit  tat  ann  die  Theerie  der  AaagleiebiiDg  der  Beobaeb- 
tangafebler  geacbloaaea. 


In  dieaem  Aafaatze  haben  in  den  Potenz -Exponenten  rnnde 
Klammern  ()  geaetst  werden  müssen,  wo  eigeni  Uich  eclrige  [] 
an  aetaen  gewesen  wären,  weil  in  der  Druckerei  solche  eckige 

Klammern  nTigenblicklich  nicht  in  der  erforderlichen  Kleinheit  vor- 
handen waren,  und  der  Abdruck  der  obigen  lehrreichen  Abhand- 
lung nicht  aufgehalten  werden  sollte.  Es  wird  aber  dies  ,  nach- 
dem es  hier  besonders  bemerkt  worden  ist^  Undeutlichkeit  hof- 
fentlich nicht  hervorbringen. 


[LT]=:[a7i) , 


bfttte» 


Bemerkung  des  Herausgebers. 
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Die  AuflSsunff  alg^ebralselier  CHI^ 

Von 

Herrn  Augu«^  Weiler, 

O^omatialielirAiiiU  f  Caiididalfyi, 

i 

(üariiiAtüdt,} 


1.  Weun  mehrere  Grossen  io  einer  Abhän&i^keit  za  einaa- 
der  stehen,  nach  welcher  der  pinen  hpstimnite  Wertbe  entspre* 
cheii,  nachdem  man  jeder  andern  einen  solchen  beigeleijt  nat. 
und  wenn  es  darauf*  ankommt,  jene  eristern  Werthe  herzuleiten, 
«o  niu8ä  vor  Ailem  die  zwischen  den  Giü^ijsen  bestehende  Ab- 
hängigkeit in  algebraischer  Form  .dargestellt  sein.  JNacbdei 
in  eraer  Gleichunff  aus{;edrQckt  worden»  worin  dl^ fragliche  CL 
mit  den  andern  aarcli  Addition,  Subtraktion»  Multiplil(at|c»S3  _ 
Tisioo ,  Potenzining,  Wurzelausziehen  u*  s.  w.  verbuoden  ^scheiDt, 
stellt  sich  die  Algebra  die  Aufgabe,  einen  Ausdruck  zu  bestim- 
men, welcher  an  die  Stelle  der  Unbekannten  eingesetzt,  fU»- C^lt^i- 
chung  identisch  genügt;  oder  dieselbe  dergestalt  umzutormen, 
dass  die  unbekannte  Grösse  unmittelbar  ula  Zahl  hervorgeht,  in- 
dem sie  in  einfachster  Gestalt  ohne  irgend  eine  Verbiuduog  mit 
andern  Grossen  die  eine  Seite  der  Gleichung  einnimmt ,  wlMod 
auf  der  anderen  Seite  nur  Gegebenes  vorkommt.  —  Die  Algebra 
umfasst  hiernach  ein  ausserordentlich  weites  Feld.  Allein  raao 
.sieht  sich  genöthigt,  dasselbe  in  verhältrnssniässig  enge  Gränzen 
einzuschliessen,  weil  nur  in  deren  Bereicli<'  die  erwähnte  Absiebt 
mit  lohnendem  Erfolge  erreicht  wird.  Man  betrachtet  namltch 
nur  diejenigen  Gleichungen,  die  aus  mehren  Gliedern  bestebeo, 
deren  jedes  durch  eine  ganzsahlice  Peleoa  der  Unbekannten  ge- 
bildet Ist  Doch  auch  diese  Gleicmingen  kOnnen  bis  jetst  in  ihrer 
Allgeraelnbeit  noch  nicht  betrachtet  werden;  der  £<r(olg  rieht  £e 
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Gränzen  noch  oni:pr  ynsrimmcn.  Im  FolfroTulen  will  ich  versuchen,' 
einen  roöglijch^t  vqiUtä^idigeu  üeberiilick  über  die^e  Untersuchun- 
gen zu  geben,  insoweit  solche  bei  Benutzung  der  aigebrai$ciieo, 
ioearithmiscben  und  trigonometriscben  FaoktioiMii  au  eineiB  Re- 
soitate  DUhron.  Zii|de}9li  »ipicii  bemfliutfi »  das«  aus  der 

Attfetoanderfolge  und  Darstellungsweise  des  Gegenstandes  erkannt 
werde,  wie  die  benutzten  Hülfsmittel  nichts  weiter  aufdecken  k^- 
iien,  damit  vorIiei:;OTide  Afdiaiidlunpf  den  Eindruck  eiuea  in  Sich 
abge«chlosfieneo  iiauzen  in  dem  Le^er  auirücklaeee, 

2.  Zuerst  aber  niae  Einiges  über  die  sogenannten  imaginfi* 
reu  Grossen  vorausgesenicict  werden.  Es  kann  nicht  geiSognet 
'werden»  dass  aas  der  Abhäng%keit  fleischen  mehreren  Grössen 
unter  Umständen  för  die  eine  Grosse  kein  Werth  hervorgeht» 

sobald  man  den  anderen  gewisse  Werthe  beicrolfirt  hat.  Wenn 
z.  B.  nach  derjenii^en  Grösse  gelrngt  wird,  weii  lic  mit  sich  selbst 
inultitdtzirt  werden  nuiss,  damit  a  entstehe  ,  so  sind  wir  gewiss, 
da&s  keine  Grösse  der  Art  gei'unden  wird ,  sobald  man  sich  unter 
a  einen  negativen  Werth  denkt  Denn  es  giebt  keine  Zahl,  de^ 


gel 

unter  den  vorerwähnten  Bedini^nngen.  hieser  stellt  dann  aber, 
%veil  in  der  That  kein  wirklicher  Wertli  möglich  ist,  etwas  Un- 
mögliches oder  Imaginäres  vor.  Die  AllireTneinbeit  der  algehrais 
öcben  i^ntvyic^elunt'en  lülirt  demnach  uotliuendig  aut  imaginäre? 
Grossen,  von  weichen  sich  die  )us  dahin  vorkommenden  mitte^ 
des   unmöglichen  V" — 1  darstellen  lassen.  .  •    !     .  # 

DcTTiTtnch  körmte  inis  die  algebraische  Form  eines  solchen 
Werthes  durchaus  gleichgültig  sein,  wenn  dieser  stets  nur  in 
nackter  Form  verlangt  würde,  weil  ein  iniaginarer  Werth  an  utid 
für  sich  keine  Dedeutung  hat  Allein  gar  oft  wird  ein  solcher  in 
weitere  Rechnnngen  eingefilhrt»  in  deren  Verlaufe  das  Imaginlre 
vrfeder  ausiUlt,  se  dass  dem  letzten  Resultate  eine  wirkliche  oder 
«^Ue  ßedeutüng  zukommt,  wähieod  etnselneTheile  der  Rechnung 
iMiter  imaginärer  Form  erscheinen.  Aus  diesem  Gesichtsfiunkte 
betrachtet  sind  die  imai^inären  Ausdrücke  nicht  allein  brauchbar, 
sondern  sie  sind  der  Aügciiieinheit  algebraischer  Entwickeiungen 
unentbehrlich,  indfMii  mit  ihrer  Hülfe  verschiedene  Resultate, 
welche  in  einem  natürlichen  Zusanunenhange  stehen,  auf  einem 

gemeinsamen  Wege  erhalten  werden;  wlhrend  jedes  einzelne 
ieser  Resultate,  wenn  In  der  Rechnung  das  ImaginHre  vermle* 
dea  werden  sollte,  auf  einem  besonderen,  oftmals  mühseligeren 
Wege  hergeholt  werden  müsste,  zwischen  .denen  keine  andere 
Verbindung  aufgefanden  werden  kann. 

3.  Wenn  eine  Gleichung  eine  reelle  Abhängigkeit  zwischen 
verschiedenen  Grössen  ausdruckt»  obschon  Imaginäres  in  dersel- 
ben seine  Sfelle  findet,  so  rouss  durch  die  gehörigen  Reduktionen 
das  Imaginäre  vveirfallen.  Diese  Rediditionen  sind  keinen  Schwie- 
rigkeiten Unterworten,  und  man  erkennt  deshalb  leicht,  ob  sich 
das  Imaginäre  in  einem  vorliegenden  Ausdrucke  auHiebt.  Wenn 

V*  —1  als  Kaktor  verschiedener  Glieder  erscheint,  so  wird  man 
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li«  gfMlDdaiiteii  Faklir  «iMcbeide«!  wmi  Am Jmm^^bm  «M 

mir  dann  venMliwind«ii,  wrnm  dmr  Fakttr  mn  -^l-eleb  «Bfliill 
MtfüekMrt. 

auf  dicM  Weise  verändert,  waDdelt  «ich  um  Ui 
Eben  so  geht 


orss  log[(a+6  V^)  («  -  6  V -1)] 

über  in 


Wenn  V — 1  alu  Exponent  mdirer  Glieder  ^nm  Aimdradk» 
oder  in  «ooat  einer  attdem  Zusammenetelfung  vorkemMt«  wekke 

in  ihrer  vortie|yeiideti  Form  nicht  gestattet»  den  geuieinsamen 
Falltor  V  —  i  anszuaclieldeD,  «o  müMte  man  die  betreieadea 

Funktionen  in  Keihen  entwickeln»  ao  dass  V-7nur  als  Fakter 
verachieilener  Glieder  dieser  Reihen  aiiltritt;  und  die  Gleicbui^  | 
wird  dann  in  der  That  eine  reelle  Abhatigigkeit  auedrilcken ,  wenn 
sich  wie  vorher  die  Gesanmitheit  der  ('oeriizicnten  von  — 1  auf 
^ull  zurückfuhrt  Allein  man  wird  ein  ueit  vortheilliaOorps  \  er 
fahren  einschlagen,  wenn  man  bemerkt,  dans  die  nach  deiu  Ner- 
schwinden  von  V — I    zurürkhieibcnden  auf  andere  ver- 

wandte Funkiitmen  zurückiulnen,  für  eiche  ^^ir  uns  in  der  Al- 
gebra kürzerer  Zeichen  bedienen.  Ffir  die  logarithmischen  und 
trigonometriacben  Funktionen  laaaen  aick  alle  bierber  gehörigen 
IMoktionon  aua  den  nachfolgenden  einfacheree  berleiten. 


£a  ist 

i2 


=  cosy-f  V" — 1  öiny. 
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Mao  hai  also  die  B#ii«bttag 

•  ■  • 

£7VZi=cosy+V^ — lsioy>    1. 

mifi  durch  Vertanscheo  von  y  gegen  -^y  eilte  aedere 

r^Z55=ceaj^— V^Iainy,  ..^^  2, 

welclie  beiden  Gleielinagen  alle  yotlier  emSlinieB  Redoktloiten 
In  aieb  einaeMleaeen.  So  gebt  die  Gleiehang 

* 

mit  deren  üülie  über  in 

da  hier  qz  die  Stelle  von  /  vertritt. 

Beide  Beziehungen  lassen  sich  in  einer  andcru  iiir  den  Ge- 
bnuBch  M  vortheUbafleren  Form  darstellen.  Man  hat  ntalkh: 


a-^ßV-^^V^TP^B''^'^'^^^,  ...2'. 

welche  mit  den  vorigen  identiach  sind,  lienu  setzt  mau 

ß 

arctg^ssy. 


ao  ist 


Die  Gleichung 

z,  B»  geht  wegen  der  letatern  Beziehungen  Qber  in 
oder 

^=stgloga2. 

4 

IKe»  Resultat  vrird  erhalten»  %rena  man  m  mit*  ß  mat  ff  vw- 
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tauscht,  sodann  io  V.  beiüeräcUä  den  Exponenten  rTT^^»  in 

den  Exponenten    ^ — -  giebt»  uud  sfi  beide  Gleicbungeu  uit 

•inander  maltipliziit. 

4.  Wenn  die  l^nbekannte  r  in  einor  Gleichung  aiil  (hm 
ersten  Grade  vorkuuiint.  wenn  »nh  also  die  Gleichung  aut  die 
F.QFm  liriii^t^ti  lä^st,  so  giebt  Me  der' Unbekannten  den 

Werth  z=s — a*  Man  nennt  eine  solche  Gleicbunn;  e^e  Gleichoig 
des  ersten  Grades.  Allgemein  spricht  man  von  einer  Cileichung 
des  nten  (Bredes,  wenn  n  die  nß^hste  Potenz»  auf  weMe  die 
Unbeiiannte  z  erhoben  vorkommt,  nachdem  alle  negativen  Poten- 
zen ans  d(>r  Gleiohiinu^  entfernt  worden  sind,  file  iaUMi>  dergesteUt 
werden  uuter  der  Furm: 

2»  -|-  a^i""^  -f-         + ...  +  aii=0 . 

Führen  wir  das  Produkt  « 

ans,  das  ans  fi  Faktoren  bestehen  sott»  so  erhalten  wir  die 

Glelchnng 

in  deren  letztem  Giiede  das  Zeichen  db  gilt,  jenachdem  ii  gerade 
oder  ungerade  ist.  Die  Vergleichung  ^cigt  die  Identität  dieses 
Resultates  mit  der  oben  ansenibrten  Gleichung  des  «ten  CNedtt, 
wenn  man  folgende  n  Beztennngen  bestehen  lässt: 

a^=iaß + «y + ...  +    + ... , 


Das  ßesteben  dieser  n  Beziehungen  ist  aber  iuiiuer  niöglicb,  weil 
darin  die  n  nnbestlmmten  GtSssen  ^»  T"*  ▼erkommen; 
man  kann  deipnach  die  allgsmelnaie  GleUsrngig  des  «tten  G 
als  das  Produkt  von  n  Faktoren  z  —  a,  s— ansehen.  Die» 
Grossen  a,  Y""  s'>"d  zugleich  die  gesuchten  Werths«  welche 
der  Gleichung  genügen;  denn  vertauscht  man  z  mit  iri^end  einer 
unter  ihnen,  so  geht  einer  jener  Faktoren  in  Null  über,  luul  der 
durch  die  Multiplikation  alier  Faktoren  entstehenden  Gleichung 
wird  identisch  genügt.   Eine  Gleichung 

*»  + fl^t"-»-|-.,-f  ««=0 

giebt  also  n  im  Allgemeinen  uuter  sich  verschiedene  Werthe  :. 
welche  »an  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  uennt,  und  welche 
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kannt  shid ,  sobald       «dl«  filtkimi^^  klt^  PuMki  mk  II 
toren  aufgeiwAt  hat 

Die  eben  «x^^^b^te  Befraclituft*»s\veise  glebt  üti«?  einen  klaren 
Aafscbluss  über  die  Zahl  der  Wurzeln  einer  Gleicbuug,  und  über 
die  Art  des  Vorkommens  derselben.    Sie  gestattet  uns  ausser-  ' 
dein^  mancherlei  Schlüsse  zu  ziehen  in  Bezug  auf  die  Beschaffeo- ' 
lieit  der  Woneln»  So  i.  B.  .scliliessen  wir,  dass  imaginäre  War- 
'  zeln  rar  paarwfaa  TäfiraiiiBien^  kSnnen,  viid  iwar  nur  unter  dar 

Gcatalt  a±ß\^  — 1,  sobald  die  Gtiedar  er,,  a^,  a^.»*  dar  eatspre» 
eheoden  Gleichuns  aile  reell  sind.  Denn  iMir'Mei'dleiatf'.fxinB 
der  imagtnSieii  Worzelii  giebt  dae  Produkt 

»  ^ 

fmdpiedemea  Patensea.  v(m  -z  reelle  Faktopeik ,  PU^  AiufflN)- 
TBOg  giebt  nftnilicb 

Wenn  alle  Wurzeln  einer  Gleibhmig  bekannt  sind,   ao  kann  aie 
hiernach  stets  in   das  Produkt  von  n  Faktoren  dos  ersten  ub^' 

j^weiten  Grat^ps  in  Bezug  auch  *  aufgelöst  werden,  in  denen  kein 
imaginäres  Glied  vorkommt,  indcui  man  das  Produkt  |e  zweier 
sogenannten  konjugirten  Wurzeli'<^ toren    ^  ;  ^ 

_  is-«-^V^  and  2-«+ßV^    •  '/ 

ausführt 

Allein,  um  die  Wnrzelwertbe  selbst  zn  erhalten,  dazu  erscheint 

uns  diese  Betrachtungsweise  verbältnlssniKsslg  ^vcniger  braucbbaf. 
Denn  wollten  wir  in  dieser  Absirht  die  oben  gegebenen  n  Bezie- 
hungen benutzen,  und  dai'aus  eine  andere  herleiten,  in  der  nur 
eine  der  Unbekannten  et,  ß,  y*...  voikunimt,  so  müsste  man  auf  die 
Gleichung  des  nten  Grades  zurückkommen,  weil  die  Unbekann- 
ten symmetriacfa  Torkonrniea,  und  jede  Beziebunjp«  welche  mm 
als  für  die  eine  geltend  berleitet,  ebenso  tiii'  die  abdere  besteht 
Wir  niflaaen  vielmehr  zu  manch«  rlt^i  Mitteln  unsere  Zuflucht  neb* 
nen,  um  ia<|§liidtit  ebiibc^  und  bi^n^Mt  dae  ^ei  a«  erreicben. 

&  l)ii|.Qldi«tejiMa^e  C4«icb|Hig  tft 

Vertauacbea  wir  darin  z-|-^  gOgen        so  verwandelt  aio 
sich  in 
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m 

ttotl  daraus  ^ 

Aaf  die>pllii  Wti—  töien  wir  die  aUgciieliim  CSIeicfaMg 

,  .  w — «.  (n— 1)(m— 2)  «i'      -  .     .  A 

Denn  durch  Vertauschen  von  s-f  ~r  g^g^n  if  verwandelt  steh  die- 
'  Mibe  in 

Um  aber  die  n  Wurxeln  dieser  Gtdchung  zu  eiMten,  bietet  M 
folgendeffmasseii  eine  Bexiebimg  dar.  Vertauscbt  maa  fii 

i±yV^=i=eo8y±V^^aiD3f 
die  Grosse  y  mit  ny,  8o  hat  man 

€j.«-/v'-i = cosity  — 1  wüuy . 

£rhebt  man  in  rler  pr.<:tern  Gleichung  beiderseits  zur  Ttteo  Potenz 
so  entsteht  eiue  aadere  Form: 

Mau  zieht  daraus  die  erit&hute  Beziehung 

(mMf^V — leiny)»  « aoangr ±  V^laiaiiy* 

Die  ellige  Gieicbuog  liest  eicb  aller  aucb  anacbreibeii  unter  des 
Fonaen 
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r  =  (j'i-Qy^  (cos(2.+I)»+V=:jsiD(2i+  1)«), 


jenachdeiQ  (jf^  ' — pijsitiv  uder  nej^ativ  ist,  wenn  wir  uns  unter 

i  eine  gaoze  Zaiii  denken«  Dacau«  geben  oim  unmittelbar  ßm^ 
Wurzeln 


.1 


oder 

hervor.  ,DeDo  cirkebt  man  in  diesen  Beziehungen  beiderseits  zm 
nien  Potenz,  so  kehren  die  vorigen  Gleichungen  zurück. 

Statt  t  fietzt  man  nach  und  nach  die  Zahlen         3...j  ein, 

wodurch  jec1r>iii;il  ein  anderer  Worzelwerth  hervorgerufen  wird, 

Lnsst  man  den  Zahlenwerth  i  noch  weiter  anwachsen,  so  kehren 
f)ie  VVurzt'lwprfhe  in  f?<M-  Tiiiiuliclien  Ortlnun«?  wieder^  UtMi  diüi  jf^» 
desinal»  so  oft  i  um  n  £iQheitea  zugenommen  bat. 


n 


Im  Allgemeinen  bedeutet  V^'n(ver^hiedene  Werthe,  nÄm- 
lich  die  n  Wurzeln  der  (jleichntJir  z^  —  a^.  Allein  in  den  obigen 
Ausdrucken  wird  diese  Bedeutung  überflüssig ;  wir  denken  vn^ 
darunter  den  einen  positiven  reelj^  Wurzeln' erth. 

Indem  wir  erwägen,  dass 

cosy  =  cos(2;c — y),    sinj'= — sin(27r — y), 

lassen  sich  die  beiden  Wurzelausdriicke  (ür  ^,  weil  unter  den  n 
verschiedenen  vorkommenden  Winkeln  je  zwei  in  der  erwähnten 
Beziehung  zn  einander  stehen«  auch  unter  folgender  Gestalt  ao- 
Rchreiben : 


lod 


rheil  xvni.  1^ 
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wnvin  man  «titt  I  meli  und  nach  die  Werthe  1»  3»  3.».  ^  oder 
n4-l 

1,  2»  3.».— m  setMa  liat,  J«  naelideBi  «  gw«d«  ote  w^- 

rade  ist. 

Die  Fakteran  dee  sweiten  Grades,  in  wtkh»  Mk  die  Clfei- 
^OBg  ^ssta  aerlqsee  lieet»  abd  deneeeh 


oder 


i*— 2(Äeoe —  +  ef 


f«— 3(  <-a)^oe  ^~^^.(— tt>* 


je  Mebden  a  poeltWe  oder  n^lif  e  Bedeotoeg  fcat 
6t.  Die  attgenetne  Gleichnag  dee  dritten  Graden 

eilillt  naeh  dem  voitietgehenden  YerlaiifeD  nnr  miler  dar 

dingung 


(?) 


3  ~" 


ihre  Losung.  Die  allgemeine  Losung  macht  ein  anderen  Vi 
ren  uothig.   Man  hat  die  Beziehung 


Dalier 


eoeSivsdcoa  V — 3eo«a . 


.3        .  co63a 


Fflr  die  knbiactie  Gleichung 


giii  daher 


ssscoex- areeoada 
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ab  Wmelaitidruck.  Wenn  man  Ufr  arccosla  ein  y  gefmden,  so 
iai  nrcco94a  aacb  (rfeifh  21« -fv»  worin  i  irgend  eine  ganze  ZftU 
vorstellt,  indoii  alten  diesen  Bogen  der  nämiielie  C^unu«  ent- 
spricht  £s  ist  alao 

gasCOS  "  ^  » 

nid  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  werden  erhalten»  wenn  man 
•tatt  t  nach  und  nach  die  Werthe  i,  ^,  3  setzt. 

Oer  AnfllfsiiDg  der  allgemeinen  Gleiobang 

stellt  nnn  miter  kein  Hinderniss  im  Wege.  Denn  wir  fBbren 
diese  auf  die  eben  gelöste  Form  zurück,  indem  wir  x  gegen 
r|jf-|-c  Tertanseben.  Wir  erhalten  dadurch 

r+  J-i  af+  ^  =0* 

ind  die  beiden  Gxttseen  und  e  iMstiamen  sieb  ans  den  Be* 
liagnagen 

•-;^=0  ■"««  ^5  --j- 

Di«  «Tstere  giebt 

I 

Ol 

md  dauQ  die  andere 
der  abfcHrxend 


idem  wir 


Hsen.  Endiieh  Mgl 

I 


14« 


Digitized  by  Google 


204 


oder  abkürzend 


Für  die  Gleichung 
gilt  demnaeb 

»V  Ö) 

odtfi  nachdem  man  einen  Bogen 

b 


» 


yssarccos 


gefunden  hat» 

Diener  Anadruck  eracheint  anter  imaglnllrer  Gestalt« 

imaginär,  wenn  also 

oder  aneh«  wenn 
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m 

In  beiden  FSIIen  geben  wir  dem  ImagioSreD  die  F«nD  «•|>/lV'«*4 
ihireä  die  nümliolie  Umwandhiiig.  Ü»  nftmiioh  ^ 

i-cob  — g— =2  cos      CU.S  ^  ^2sin  -  j-  ra  j 

I 

Ja  feraer 


4W 


siny  = 


»0  gellt  der  Aiwdrock 

über  in 


* 

+ 


-V  s-V  (IFW)"]- 

niAua  die  dret  Wnrzela  der  allgemeinen  Gleichung  heFrergehee» 
ireno  nan  etott  I  iwcb  und  nach ^dieZaUea  1»  3»  3  einaetit  Von 
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den  Wurzeln  ist  demnach  in  einem  der  oben  genannten  Fälle  nur 
ein«  reell « /lämUch  di^^euige»  weiche  mun  iiir  »=:3  erhält  äieUt 

7.  üm  das  nämliche  Ver&hren  aaf  eine  Gleichuns  des  nien 
Grades  anwenden  zu  können,  muss  vor  Allem  die  Keine  bekanot 
sein ,  welciie  cosjiy  durch  Cosinua  des  einfacheo  Winkels  y  w 
drückt.  Wegen 

(cosy±V  — Isiny)»  =  cosny  Jb    — Isinaijf 

bat  man 

indem  man  abkürzend 

t«=  cosy  +    — 1  siny 

und 

« =s  cosy — V"  ^^slny 

setzt.  Da  nao 

2cosy=t/  +  ü, 

so  wird  die  in.Frags  gestellte  Reilie  beiuimt  ssin«  nachdem  dk 
Coeffizienten  e«..  der  Reibe 

so  bestimmt  worden,  dass  dieser  identisch  Genüge  gesdueht.  Dt 
nun  wegen  uosxl  das  Glied 

SO  ergeben  sich  nach  und  nach  jene  Coeffi/ienten^  wenn  99^ 
nm^^  geordnet  wonien»  nnd  die  Reihe  seihet  ist: 
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IDwMdi  Ukmt  wb      aNgemriM  GhMng 

* 

wenn  diese  so  bescbaffen,  daes  nie  dorch  VertMMKsfaeK  ven 

^  g^ci^  ^  sieb  verwandelt  io : 


worin  uod  6  beliebige  GrOeee».  Denn  Tertansclit  «an  ff  mit 
^  V^'  ^  Gieicbung  über  in 

(II— 4)(n-5) 


 * 


ind  man  eiUH  damoe  auf  der  Stelle: 

1  6 
a;-=2co8-  arccos  — » 

eder,  nadideni  ein  Bogen 


/=arcGo» 


laigelnnden  lat» 


cos — — *-i 


und  endiicli 
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«1  I  oiT^i  ^'^+y 

=         -|-2\/  —cos   • 

7t       1  11  n 


Dieser  Wurzelausdruck  erscheint  unter  imaginärer  Gestalt, 
wenn  imaginär,    wenn  also  bi   negativ,   oder  auch  wenu 

b 


:  4m 


In  beiden  Fällen  bringen  wir  denselben  durch  die  folgende  Rech 
nung  auf  die  Form  a'\-ßV —1. 

«  « 

Man  hat 

2/7r+7  ^iTt      y     o  •         •  y  •  ^ 

2cos   =  2  cos  cos  2sin  —  sin  —  • 

n  n       n  . 

c)^.^  p.    1  *    1  - 

•   '    ••"  =cos^^ — !  (cosy-fV" — Isiny)" -|-(cos/— — Isiny)" 

-f     — Isin-^l  (cosy-J-V^ — J  siuy)"— (cosy — V" — Isiny)"  j 

Da  weiter  '    *  '  | 

6  \ 

cosy= 


so  verwandelt  sich  jener  Ausdruck 


n  *    1  n 


—  cos 


n 
in 
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«s=  —  ~  +COS 


n  '  n 


n 


-v»+V(0'-(iyj. 


irorln  man  nach  und  nach  statt  s  dicVVerthe  1,  2,  3...n  zasetasen 

hat,  (I  tti)it  alle  Wurzelworflie  zum  Vorschein  kommen.  Der  orstere 
Wurzelausdruck  triebt  nur  reelle  Witfzeio;  der  aadere  nur  iwagi* 
mte,  mit  Ausuabme  der  einzigen 


wesn  ft  eine  ungerade  ZaU  ist 

Die  Fortuen  dieser  Ifpidm  Auflnsunsjen  möchten  im  ersten 
Augenblicke  als  sehr  vei  -^t  i.icden  erscheiner».  J)ie  Achnlichkeit 
zwischen  den  beiden  Autlösungen  ist  aber  äugen Cailig,  wenn  wir 
die  Bedeutnng  einer  Warnelgrös&e  festhalten ,  and  damacii 

unter  der  jener  Bedeutnng  entsprecbeoj^eren  Gestalt 

darstellen,  weil  dann  in  beiden  AuilüsungeD 

0        cos-arccos   und  ******* 
it 

sich  einander  entsprechen. 

Der  letztere  Wurzelausdruck  lässt  sich  nach  und  nach  in  an- 
dere Formen  bringen,  unter  denen  sich  diejenigen  durch  Einfach- 
heit auszeichnen,  für  welche  n  imnd  eine  Potens  von  2  ist 
Diese  Umwandlung  kann  nämlich  im  Allgemeinen  ansgedrfickt 
werden  darch  die  Gleichung: 
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deren  zweiter  Theil  durch  Quudriren  des  ersten  Theils,  uud  tiaiiii 
Wiederauszieheu  der  zweiten  Wurzel  hervorgeht.  Wenn  darin 
foimt  m=jt«  nod  n  eine  Potens  V9a  3»  so  erhalltii  wir  nach 
uid  oaeh 

8.  Um  die  allgemeiiw  Gleichasg  des  vierten  Grades 

«1 1*+        ajx+  «4=0 

s«t  Utoeo »  seilen  wir  sie  als  entstanden*  an  durdi  die  ftbütiplika- 
lion  der  Faktoren 

— c^i  -  c)    ^  <t « — d) . 

Wir  betrachten  demnach  al«;  rlie  TTnbekannte  ,  für  wolrhe  sich 
die  beiden  Werthe  Ciz+r  und  d^i\  (l  (MireUen  müssen.  Diese  bei* 
den  Werthe  sind  die  Wurzein  der  quadratischen  GleicliuJig 

worin  s'  eine  noch  unbekannte  Grösse  vorstellt,  weil  nämlich  das 
zweite  Glied  a^z — z'  die  negative  iSumme«  das  dritte  Glied 

das  Produkt  der  Wurzeln  ^z-|-c  und  diz-^d  vorstellt 
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Man  erbäk  übrigens  duifih  AuÜüsen 


und  die  Grösse  z'  best'nmat  sich  aus  der  Bedii)|^nr)^,  dass  die 
beiden  Worseln  die  Gestalt  «^z-f  c  und  ^/^z-fa  haben  musseo, 
was  zutrifft»  weoii 

oder 

ein  volUtSndiges  Quadrat  ist  In  Bezug  auf     oder  wenn 

Aus  dieser  liedingttug  erhält  mao  zur  Bestimmung  von  2' die 
Gleichung 

Nachdem  man  etn  2'  bestimmt,  und  in  die  obige  Gleiebimg 
setzt  hat,  geht  «ie,  well  dann 


4lMir  loi 


oder»  indem  man  abkürzend 
setzt»  in: 

(ff  \  yt  5"    2    +  ffg 
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Dwn«  «W  wMtn  wir      vi«r  WuimI»; 


welche  Ausdrucke  keiner  Verä^uloninp^  mehr  bedürfen,  indem  onler 
den  drei  Wertben  x*  iq  eilen  Füllen  ein  solcher  Torkonimt,  tvelcber 

reell  und  positiv  Tracht,  so  dass  unter  jenen  Sussprn  Wtirzel- 
zoichoTi  keine  uiiagiuäre  GriMhse  vorkommt«  Wenn  wir  nämlich 
die  Gleichung 

»*+ «l»'+fl4»*+  «32  +  04=0 

durch  Multiplikation  der  Fakterep  %^ei>^  «nd  s^— 4  ent- 
«tanden  aneehen«  so  kt  ' 

und  daher 

 j  Cirf4  =  j  . 

C|  aber  stellt  die  Summe  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  des  vier- 
ten Grades  vor,  di  die  Summe  der  beiden  andern  Wurzeln;  und 
>vio  innuor  diese  Wurzeln  besrbnfTpn  sein  nn'W.'pn  ,  so  ist  doch  in 
allen  Fallen  wenigstens  eine  Zii^aiiiiiienslcllun.:  lllö^Iich,  weiche 

Cf   und  dl   von    V  —  1  frei  iässt  Die  Wurzelgrüsee 

fcano  demnadi  in  allen  Fällen  fttr  reell  gelten. 

Dass  die  Grosse  aus  einer  kubischen  Gleichung  hervor- 
gehen mi'isse,  dies  konnte  vornnsiresehen  werden.  Denn  eine  Glei- 
ehuog  dee  vierten  Grade»  iästft  sich  auf  dreierlei  Art  in  zwei  qua- 
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dratificbe  Gieichunpeo  zerlegen,  indem  die  vterWarzelo  a,  ß,j, 

iT  imr  Hilf  ebenso  viele  Artf^n  in  Gruppen  von  je  zwei  vertlkeUtwe^  | 
cieo  küQuen.  Diese  drei  Gruppen  sind: 

aß,  yd, 

ad,  ßy,  ! 

Aus  dieser  lietrachtuni^sweise  geht  hervor,  dass  die  Zerle-  : 
guiig  in  zwei  Faktoren  für  Gleichunijen ,  welche  den  vierten  Grad  ■ 
übersteigen,  nicht  mehr  mit  HiiUe  einer  Gleichung  von  geringerem 
Grade  erlangt  werden  Icann.  Denn  wollte  man  z.  B.  die  Gleicliung 
des  eeclieten  Grades 

in  die  beiden  Faktoren 

Ca^^— CiS— c  und  s'— dt 

zerlegen  j  so  würden  wir  diese  Gleichung  anschreiben  unter  der 
Form ; 

wir  Wiarden  also  zwei  unbekannte  Grossen      und  einführen, 

damit  die  Zulässigkeit  der  Wurzeln 

entstehe.   Allein  wolKt  a  uir  nun  die  beiden      und  a''  so  bestim- 
men, dass  in  der  Thal  den  beiden  Wurzeln      die  verlangte  Form  | 
zukommt,  so  wflrde  man  aal  Gleiebungen  des  zehnten  Grades 
ffeffibrt,  weil  eine  Gleiebung  des  sechsten  Grades  auf  zehnfache - 
Weise  in  zwei  Faktoren  des  dritten  Grades  zerlegt  werden  kann. 
Die  Vertheilung  der  sechs  Wurzeln  a,  in  den  beiden  Falc> 

toren  wQrde  in  Folgendem  sieb  darstellen: 

«ßy  »  de£»  1.  «]^s  »  ßSit  6. 

«ßd  .  yet,  2.  u!fi  ,  jJd«,  7. 

aßa  ,  ydS,  3.  ad«  ,  ft«,  a  '  | 

ußi  »  yd£.  4.'  Dtdi^  ,  ßy^,  0. 
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9.  Indem  wir  die  bisherigen  AufloÄingsweisen  mit  ctnander 
verbindeOy  können  die  Bedingungen,  unter  weichen  die  Gleichung 
des  nten  Grades  mittels  algebraischer,  logaritbiuiscber  und  trigo- 
nometrischer Funktionen  auflösbar  ist,  noch  etwas  erweitert  wer-* 
den.  Wir  bestimmen  nämlich  die  Wurzeln  der  GleichuDgen 

»3»  .j,fl;^a2*^^^  ^fl^— 0  u.  8,  w.; 

dean,  nachdem  man  die  Wnmln  %^  dieser  Gleichungen  aufgefun* 
dan«  Ueibk  in  aUgeneinsten  Falle  die  Lteung  einer  Glelchmig 

Dieae  Gleichung  kann  aber  angeschrieben  werden  unter 

u'orin  t  irgend  eine  ganze  Zahl  vorstellt,  und y  einen  Bogen^  dessen 
Cotiwm  gleich  noddeaaeoSinuagieich  Denn 

es  ist 

und  ' 

fliii(9jis-fy)=siny. 

Diese  Fom  aber  liefert  ohne  Weiteren  die  n  Woraelwerthe. 
«I^ie  aind; 

as(«»  +^?>^(coa         +V^^ain  ^r^U 

denn  erhebt  man  beiderseits  zur  Uten  Potens,  ao  kehrt  die  leta* 
tere  GMebaig  aurfick»  weil 


»co8(2;»^-  yHV^  ain(2»K-f  y) . 


Die  n  Wurzelwerthe  kommen  zum  V  orscliein ,  wenn  man  atatt 
I  nach  und  nach  die  Werthe  1^  2,  3...»  einsetzt. 

,     1<K   Wur  lusen  endlich  die  Gleichungen 

vorin  die  folgenden  Abkürzungen  vorgenommen  sind; 
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# 


w     2    •  2.a 

+  2»  -2-'  *^    -  C2«p       2.3  *^ 

2cos3fM? 

Denn  diese  GieicbuDgen  vom  Grade  2»«  37t  u.  s.  w.  verwaudelA 

Bich  wegen 

cosdna^^Acoshuc  —  3cosna7>  u.  s*  w« 

4. 

bezügiicli  In  die  Gleichungen  des  zweiten «  drittes  u  s.  w.  Grades 
(2cofiiur)^-f  ai.2€08)iA'  -f    — 2=0» 
(2co8n^)^  +  a4(2cosjiÄ)*+(ff2— 3).2co8«a?+a8— 2ii|  =0'. 

• 

Nachdem  aber  die  Wurzeln  2cos7<.r  der  letztern  Gleichungen  be 

stimmt  sind,  bleibt,  da  jene  im  Ailgeuietneu  die  Form  «+ßV^ — ! 
BabeUj  eine  Gleichung 

I 

1  ' 

deren  LSsung  nacb  dem  Frflberen  die  Form  . 

ilatliietet;  um!  die  «eifere  Aiifgahe  besteht  darin,  diesen  Wiirze 
auüdcuvk  in  allen  Füliun  unter  die  Form  A-i-BS'' — 1  zu  bringe 

lo  dieser  Abstellt  betracbten  wir  den  Bogen,  dessen  Cosinus  gleit 

«  +  ßV~i 

2< 


'V.  CO" 
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wt,  ab  die  Summe  (Tor  Hog^n  y  nud,i,  mtfL  btsiimmen  beide  Bo- 
gen eo,  daea  die  Gififliepg      i'    ' . 


<brcfc  daa  Beafehea  der  beiden  Gleicbuogeo 


♦ 


« 

und 


V  V  /         üiuyainiids;  L 

befriedigt  iat.  Ana  dieaeo  erbftit  man  iriier  dle  ueit^nt 


fM^fMr:^--Tr^-    1. 


lad 


(    .<l-co8«y)  (i-co8*ä)  . 


I« 


I 

2. 


  3. 


lad  doreh  deren  Sabtrabirfn  ein^  dritte;- 

»     ■  •  - 

velche  in  Verbindung  mit  der  ersten  anmittelbai  die  quadratische 
»leicbiing 

!ir  Bestimmung  von  2cos^y  und  2cos^d  liefert  Diese  Grossen 

I»  *. 

» 

rheiiXVlIL  '  15 
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Daraus  gehen  wieder  hervor: 
* 


weil  ntaKch  die  beiden  Auadräclw: 


vnd 


Sit 


DtDder  identisch  sind. 

Nachdem  so  die  Bogeo  y  und  d  nMher  bekannt  geworden» 
iid  dieselben  einzuiiihren  io  den  Wurzelausdruck 


-VF- 


2in  -f-  y  -f  d  * 


Eine  genauere  Betrachtung  der  obigen  Ausdrücke  lässt  ans 
kennen»   dam  f)tr  ein  positives         -  ebensowebl  cos^  als 

li^y  unter  allen  Umstünden  positiv  bleibt,  da4<s  also  cos/  und 
uy  reelle  Bedeutung  babeu;  dass  aber  sin^d  stets  negativ^  uab- 
ind  cnM  nositiv  ist,  dass  also  cosd  und  sind  imaginäre  GrGs« 
m  ?orstelieQ.  Um  dem  lma«näreD  die  gewfinscbt»  Foi»  am 
ibeo»  seUeo  wir,  wie  schon  fittfaer: 

* 

2cos-=(eosd-i-V^siod)^+(cosd- V^l  siod)«» 

  *    t    1 

i -1  sio  -  =:(cosd  +V^Jl  sind)»— (cosd— V^sliid)5 • 

I 

t 

4 

id  erhalten  somit  aus 

s  »  Sy  -  (_«>•  «0.  - «-^  J  »0  - J 

iü  gesuchten  Wurzeiausdruck  unter  der  Form 

Irin  die  Bedeutungen  von  A  und  B  hervorgehen  aus  den  Be- 
dungen 


L 
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Wenn  jedoch  ^  ein€«  negativen  Werth  erhSlt»  so  erl» 

^ir,  dnss  uiiii^ekelirt  cos*d  und  s1n^<y  beide  positive  Wertlie.  -1^ 
zugleich  reelle  Bedcutui)<;  annehmen;  ilass  aher  sin*y  iieg..t^ 
hieibt,  während  cos^  stets  positiv.   Weil  deot^aeh  flir  ^  n^gf 

der  Winkel  y  eine  imaginäre  Bedeutung  erhalt» 


•etcen  vilrs 


2ces^  =:(coiy4.V — l«iny)«+(coiy— V^aiey)« 


■  k 


und 


—  lsiu^=(coay-f    — Isioy)" — (cosy — V — 1  siny)"; 


und  erhalten  aus 


vnl.        it        II  n  nJ 

deu  gebuchten  Wurzeiausdiuck  unter  der  Form 


-  > 


worin      und      die  folgenden  Bedeutungen  haben: 
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Ut  dagegen 


1  mvfaiidelt  a'ich  dei  erstere  Wurzelausdruck  in 

I 

I  . 

: 

♦•  *  ■    '  ' 

1 
I 
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»1^ 


I 


I 


DerzweiteWurzeiausdruckfür  ein  negatives  (^"^  Aber  gebt  (lii 
^=0  lo  allen  Fftllen  to  den  letzteren  fiber. 


IL  Dies  mugto  «oUAIkis  sei»»  was  um  alprebmMie,  loga^ 
rithmlscbe  ond  trieononietrische  Funktionen  über  die  Ad^ini 
algebraischer  Gleichungen  gehen  IcOnnen.  Eine-  allgetneine  LrisoRf 
ist  darnach  nur  fiir  die  Gleichungen  des  zweiten,  dritten  und  vier- 
ten Grades  mö^lirh:  nTIt»  hf»hpTn  G!f» ichangen  aber  bleiben  unge- 
löst, wenn  den  n  Glieder  nicht  besondere  Bedingungen  eingelici 
rSun  inÜ6j.eii  al>4'r,  was  die  AuflTisung  der  Gleicnnugen  mit  citia 
Unbekannten  betrifft,  uuch  die  Untersuchungen  angereiht  werdei^ 
darilber»  wie  man  den  Grad  einer  Gieicbung  vermindert«  wem 
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ine  Beziehung  swiaclieu  zuei  od«r  mehreren  Wurzeln  dercetbeii 
lekaont  iät. 

Vorerst  haheu  wir  dabei  die  Frage  zu  beantworten »  wie  aielr 
lint  Wund  beeÜnMii  iMt»  welche  4eD  beiden  Gieicfangt» 

pd 

^ + 6t»-^A + 6«  =»0 

»ezägiich  ?om  nten  und  jTiteu  Grade  gemeinsam  ist. 

I    faidb»  wir  beaditeiiy  dUee  £  in  Mden  €leich«ng«n  nie  die 

iSmlicbe  Grösse  angesehen  werden  knoa»  Irinnen  wir  durch 
Qination  der  höchsten  Potenzen  von  z  zwei  andere  Gleichungtt 
ilflen»  welche  in  Bexng  anf  den  genelneama  fraglicbe  %  ve»  g»» 
i^geren  Grade  alod« 

Um  die«  deutliciMfr  ni  neigen,  nebmen  wir  beispielweise 
isu-l-^  nn»  sednas  die  ebigen  GleicfcnngeB  4nfgnnteilt  sio4  in: 

ind 

iVir  miilfipfiziren  die  erste  mit  h-ß- ^  die  andere  mit  a,  durch  All- 
een entsteht  dann  die  Gleichung  vom  (ii-(-l)teu  Grade: 

'  («ji^»— a6i)i»^^  +  (aj^— a^'a)*"4-....— ö6«-^=:0  3. 

((Tfun  jedoch  a  und  5  einen  |^nie!nsnmen  Fnktor  beben»  «e  dasn 
lae'i*  lind  so  multipliziren  wir  die  obigen  Gleiebnoigea 

iczCgiicb  nur  mit  b't^  und  a\  weil  wir  Im  andern  Falle  der  neuen 
[alticbnng  des  (ii-|-l)ten  Grades  den  gemeinsamen  Faktor  gftbea. 

Eine  Gleiehung  vom  (7i-fl)ten  Grade  erlangen  wir  auch  durch 
ülimiaatioD  vuu  3^.   Pie^e  wäre: 

t  ■ 

Durch  llirotnation  veo  sM^^  ans  t.  und  3.  leiten  wir  aber  eine 
Sleichnng4  be»,  in  welefaer  n  der  höchste  Exponent  ?en  %  Ist. 

Wenn  also  zwei  Gleichiin?^en  vom  7?ten  und  mten  Grade  ge- 
geben shjd,  so  leiten  wir  auf  dem  bezeichneten  Wege  eine  swäbi 
SIeicbong  vom  nten  Giade  her»  so  dass  nun  Vorliegens 

I 
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Diese  ätar  'gttteti,  iurfem  fomi  4m  eftmlal  a^*  '«dts  iwtoemai 
«limioirt»  eia  anderes  Syetem  Gleieh^ifgeo  vop  (it*|'l)teD  Gmki 


und  ,.  *,»  »        . ,  « 

■  a  ■  ■  A 


Man  könnte  anieh ,  nacbdem  die  «Sbe  Glelc^UBg  dieses  griteioi 

g»«onnen,  sogkMi  4ieae«'iiitt  eifiar  de«  mbaifelienM  Sfäm 

me  EHoriiialion  voa  ifi  oder  2"  verbinden,   um  die  znelte  Qä^ 

ckanfp  die«««»  SjratiemB'  m  MiaUe*.  Man  wird  dm  eine  oder  d» 

&mUtte  Verfahren  cinschlageD,  jenacbdem  eine  kunMV»  '^^^  ' 

dieseibeo  empüehlt.  ,  , 

'  *.  •     •  ■   '  • 

Es  ist  etnlenclitend ,  dass  maiiy  so  fortfattrevd,  endlicb  eit 
System  von  Gleichungen  erhält«  in  wejcben  z  nur  aaf  dem  enlii 

Grade  vnrkonmi««- Dasjenige  welebes  gleichzeitig  den  iir8)>riiQg- 
liehen  Gleichungen  Tom  nten  oder  mten  Grade  irenfigt,  genügt 
zugleicli  allen  (ileichuiiijei» ,  ^velrfie  ans  diesen  beiden  heraelfitet 
worden  sind.  Ks  i:f^niii;t  daher  auch  den  (ileichnn«i«*n  dps  leUt«i 
8yästenis  vom  ersicrr  (jiade.  Da  diese  ai»er  übrrf)aii|it  nur  eitt 
Wprzel  enthalten,  *o  weiden  sie  ideutiütb  sein,  und  jenes,:  iil 
durch  dieselben  bekannt*  Weno.  die  .ur£^prünj;licbea.Glekhuug«i 
svrei  Wurzeln  gemeinsam'  enthalten,  so  werden  dieae  ideora 
sein  mit  den  Wurzeln  desjenigen  Systems,  in  tTelchem  z  aufdeii 
zireiten  Grade  vorkommt;  und  dessen  Gleicbüngen  werden  da: 
selbst  idenfisib  sein.  Aehnliche«  gilt  ffir  eine  grossere  Anzahl 
gemeinsaToer  Wurzeln.  Uniijelcehrt  lebrf  uns  diese  ünter>iicbüü^ 
dass  in  znei  Gleiebiin^en  von  hüber(Mn  (»rade  eine,  zuei  u.  s. 
Wurzeln  gemelnsaui  ^ind,  ueuii  die  Cileichuns^pu  des  leUleOf  Tof' 
lijtzten  «.  8.  w.  Systems  Identisch  sind. 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  ein  Beispiel  vör,  in  w4 
cbera  die  Coeiidzienten  von  z  durch  Zahlen  vertretien  aitid. ' 

Die  Gleichungen 

nnd  , 

5i^— 4iH.  122-8— 8s  +  4~0   2. 

geben  durcb  Elimination  von     die  Gleichnng 

*  S 
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und  aus  dem  ersten  Systeme  L  und  3.  erhüt  man  nacb  ebaaUer 
die  beiden  Systeme: 


•  ►  ■ 


Die  gemeinsame*  WaTBela  sind  demnoeb  f s=J:V^»      -  *• 

Die  liestiinniuuaj  einer  oder  melirer  \Vurzt;li),  n  piche  einer 
lieliebigen  Anzahl  Gleichungen  hühectin,Gradeti  geniciii^aia  zukoiu- 
inen,  ist  hiernach  Iceinen  weitem  Scbwieri&lceiten  unterworfen. 
Man  setzt  nämlich  an  die  Stelle  zwcder  Ziehungen,  am  Tortheil- 
haftesten  der  beiden  Gfelehangen  des  niedersten  Grade.s,  jene  an* 
dere,  welche  deren  gemeinsame  Wnrzeln  enthält.  Diese  wieder 
in  Verbindung  e<^''rarht  mit  einer  dritten  der  vorliegenden  Glei- 
chi!nir<'n  l  >>:st  sich  auf  die  .nämliche  Weise  beliaixleln ,  und  man 
venuiiidert  sf»  iiutner  mehr  die  Anzahl  der  Gleicliunüjen.  Die  i^e- 
meinsanien  Wurzein  des  letzten  Gleichungenpaares  kotuiue.o  iUao 
auch  allen  ubrigeo  Gleichungen  zn.  ,      ^.  . 

12.  Wenn  nun  eine  Beziehung  bekannt  ist,  welche  zwei  oder 
roebrere  Wurzeln  eiiior  Gleichini:^  verbindet,  so  ist  man  «:tets  im 
Sfande  eine  zweiteGleichiini^  herzuleiten ,  welche  mit  der  ursprüng- 
li(;[ieti  eine  oder  mehre  Wiirzehi  «zeincin  hat,  die  dann  nach  dem 
Vorhert^ehenden  gefunden  wertlen.  Wir  betrachten  hier  mehr  hei- 
spieliveise  die  einfachste  Beziebuiu;,  durch  welche  zwei  Grössen 
mit  einander  verglichen  werden*  lionnen.  Wir  nehmen  an,  dass 
zwei  oder  mebre  \Vur«eb  der  Gleicbung 

«•+<riX»-*+0£s"***  +  — . +  aii=0  ...........  1. 

m 

in  dem  Verhältnisse  l:b  zu  einander  stehen. 

Wenn  «x  eine  Wnrzerdieser  Crfefehnng,  so  ist  biernacfa  ancb 
Iv  ^tn!^  Wurzel;  und  man  Iwt  zur  ßestimniung  desjenijven  r,  ttr 
welcbes  eine  andere  Wurzel  bz  besteht,  die  zweite  Gleichnn^ 


f!  * 


f  l^l6«•»2«-» + a^b^-H*-*  -I- ....  +  «»=0.  .  ..........  % 


•  I 


Wenn  nnn  die  eistere  Gleicbnng  p  Wurzein  z=^  aund  q  Wur- 
zeln 2=ba  enth&it,  so  musf  die  andere  r/  Wurzeln  a  entnalten; 

htm!  hridpn  gemein-^MTM  nMl-^sot»  /i  odtr      Wurzeln  sein,  je- 

iiudult  iii  y>  oder  fjf  die  kleinere  An/ tlil  vnrstelit.  iVJ an  erhält d!e«>e 
<itii  (  Ii  die  alliitaljüife  Bildung;  jener  ver^duedenen  iSysteme.  Das 
nacbäte  System  wäre: 
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....  +  «1.(6»— 1)=0. 
£•  Mi  I.  E.  bekannt,  daM  die  Gleiehnng 

«•+1^— 2«  +  Öj  +  6  =  0 

Wurxeln  antbätt«  welche  In  dem  Vcrblltninse  1:2  su  ehiander 
nMen*  Dn  naeb  dem  Obigen  ^«=9»  ne  bat  wmmi 

ISjS +72«— 32  +  5=0. 

II82*— 5372- 655  =  0^ 
I3I2« +692—62=0^' 

2  +  1=0?* 

daber  benraieB  die  Wnneln  xtss^l  und  iss— 3  ver. 
.  Fflr  die  Glelcbung 

:^+9^-^«+12s  +  12:s0 

sei  6= — 3  bekannt.   Man  lindet  dauii  die  Systeme 

54s>^17dz^+842+80=0^' 


—  02  —  ^=V3 


3*2 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

sind  demnach  niil  — 3  zu  multipJizireu,  und  man  kennt  die  vicf 
Wnrzebl  der  obigen  Gleichung. 

13.  Wenn  b  in  — 1  übergeht,  so  Terdop{>e1t  sich  die  Anzabt 
^er  in  houkn  filpichnns^en  einea  Syatenw  gemeineamen  WwMia* 
Ueno  weon  die  Gieicbung 

«2»  +  fli2»-*  +  a^z^-^  +    +  fl»  =  0 

p  Wmaeln  n,  nnd  f  Wurzeln  — «  bat,  eo  kenwnen  der  Gleit bwg 

o6"2«  +  «16»-  »2»-i  +  «a6»-»2«-5»  ^    ^  ß^^y 

für  6= — 1,  q  Wurzeln  u  und  p  Wurzeln  —«in«  Gemeinsam 
werden  demnadi  eebi  p  eder  frWarkdn  tt,  ie  narbden  p  oder  f 
die  bleioere  AiiiabI  verstellt»  nnd  eben  so  viele  Wnneln  -^u. 
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4 

Di«  Gitfebnng 

s.  B.  giebt  ab  erstes  »System  die  beiden  identischen  Gleicbuogeo 

Wenn  alle  positive  Wurzeln  einer  GteichiiDg'  andi  mit  dem  neg«« 
tiven  Zeichen  als  Wurzeln  vorkommen,  wenn  also  die  Gleichung 
nur  £^*»rn(le  Potenzen  von  z  enthfilt,  so  kann  dieselhc  nach  dem 
eben  eingesclilairenen  Verfahren  Dtrht  mehr  auf  einen  niederen 
Grad  gebracht  u erden.  Wenn  man  aber  2®  mit  y  vertauscht,  so 
Icommt  der  Grad  der  Gleichung  auf  die  Hälfte^  herab.  Auf  diese 
Weise  fllliTt  man  die  Uleidiung 

über  in 

Wenn  6=1,  wenn  also  gleiche  Wurzeln  vorhanden  siod^  ee 
werden  die  Gieichnngen  des  nächsten  Systems  in  der  Fecm: 

e(6>  -  l)a^i  +  aj(6«-»— +  +  

-  l)(6i)»-Hfls(6'— «e(6»— 1)(62)— » 

.^•»-f  Stt(6*— 1)=eO 

onbrnoehbtr,  weil  durch  Elneetsen  ven  6sl  nlle  GÜeder  in  Midi 
tttiergeiien«  Wenn  wir  alier  erwSgen«  dsss 

se  fliliren  wir  jene  Gieichnngen,  nachdem  man  aus  beiden  den 

femeinsamen  Falitor  6  —  1  gestrieben  bat,  fiber  in  die  folgenden 
'omien: 

no^i  -|.  (ff  ^l)ai«"-* + («-2)flhi»-«  + + äO 

«nd 

Ol«"-» + %m^e^  +  3ff,t»-» + + fftir.ssO. 

•Um  nvn  die  obige  Betrachtung  tiber  die  Gemeinschaft  der  in 
diesen  *  beiden  Ol  ekCnngen  vorirommenden  Wnfseln  auch  hier  in 
Anwendung  brmgen  in  kSnnen»  stellen  wir  uns  yor»  irgend  ein 


i 
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Verhältnis«  6  zwischen  sweien  Wurzeln  der  vorliegenden  Cilei* 

chung  sei  in  die  Einheit  ubergegangen;  und  wenn  viele  gleiche 
Wurzeln  vorkommen»  ee  irteilen  Wir  uns  vor,  jede  einzelne  dieser 

£;leiühon  Wurzeln  sei  aus  einom    andern  Verhältnisse  zu  irgend 
einer  a  unter  ihnen  in  das  Verhältni.ss  der  üinheit  über^^angen.. 
*     Wenn    aber  zwei  Wurzeln  a  und  ß  in  oineni  Verhältnisse  6  zu 
einander  stehen,  so  dass  aO—ß,  weiui  zwischen  den  Wurzeln  a 
und  y  die  Beziehung  hesteht,   zwischen  den  Wurzeln  a 

lind  0  die  Beziehunsf  o6"=^  u,  s*  w.,  so  werden  die  Gleichun- 
gen eines  Systems  die  \Vnrzel  ß  oder  y  oder  6  gemeinsam  haben« 
je  nachdem  man  das  \  erhaltuiss  6'  oder  gelten  lässt.  W^enn 
nun  aber  die  Verliiiltnisse  />,  0\  h"...  gleichzeitig  in  1  übergehen, 
und  man  aii^o  wegen  der  Annalinie  6—1  gleichzeitig  die  Verbält- 
nisse b,  ö'f  b" gelten  lässt,  so  niiissen  die  beiden  (Gleichungen 
eines  der  obigen  Systeme  gleichzeitig  die  ungleichen  \\  urzeln  ß, 
d.....  in  sich  aurnebmeu.  Wenn  demnach  eine  Gleichung  m 
gleiche  Wurzein  enthält,  so  kommen  deren  m— 1  den  Gieichungeo 

»02^1 + («- l)a45«-2  +  (n  -2)ffa2«»-»+ .... + a«-x  =  ^» 

öl  2«-»  +  2a2S«-2  _j.  Sflgs"-  3  +  ••••  +  nan  =  0 

gemeinschaftlich  zu. 
Es  sei  z.  B* 

Man  erhält  daraus  nach  und  nach  die  «Systeme; 
Da  nun  die  Gleichung 

die  Wurzel  2=*— 2  zweimal  enthalt >  so  kommt  diese  in  der  ur* 
spr^ngiichen  dreimal  vor« 

14.  Wenn  unter  den  Wurzeln  der  Gleichung 

ax» + Uli»-"* + + ..... + «•  =  0 

solche  Torfcommen ,  welche  hezüglieh  dnrch  %  und  7-  sich  ansdrQ* 

cken,  worin  6  eine  bekannte  Grösse,  so  ergehen  sich  diese  mittel^ l 
^if^i;. «weiten  Gleichung  •  '  . 
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«»3*  +  H  «n-a**»*-' +  ••••+ o*"==0. 

■  ■ 

'   Kommen  ;i  Wursaiu  a  und  q  \\  urztln  ^  vort      J^oiuiuen  jßneu 

fwei  GlelcliuDgen  p  oder  g  Wurzeln  «  gemeinsam  zu,  je  nach* 
dpiT>  |>  oder  f/  die  jcleinere  Anzahl,  und  man  «relauEjt  endlich  zu 
einem  System,  welches  nur  diese  Wurzeln  enthält.  Für  den  Fall 
6=1  aber  sind  gemeinsam  j)  oder  <y  Wurzeln  a,  und  ebensoviele 

Wüfseln       so  dass  der  Grad  der  Gleichnng,  aus  weleher  sieb 

diese  bestimmen,  doppelt  so  gross  ist  als  vorher.  Dasselbe  gilt 
filr  6s=— L 

Far  •  * 

«  4 

ist  6=^1  gegeben,  und  man  sihSlt  bietaas  and  ans 

die  nächsten  Systeme:  '  • 

k 

2«  +  3z  — 1  =  0( 

1 

Die  Wurzeln  «  und         ergeben  sieb  also  aus 

2*4-32-1=0. 

•  -  ,  .  t  :  •  / 

Wenn  zu  jeder  Wurzel  a  einer  Gleichung  auch  eine  Wurzel 
~  gehOzty  wenn  also  die  Gleichung  angeapdect  bleili>t ^  indem  man 

darin  2  mit  ^  vertauscht,  so  vermindern  wir  den  Grad  der  Glei« 
ehnng  auf  eine  andere  Weise.  8ie  er^dhelnt  nnt^r  der  Form : 

«t» + «1«^-» + flat«-» + ....  +  a^*  4-     <f  a= 0, 

und  wenn  11  ungerade»  so  cenOgt  off^bar  als  Wurzel  L 
Durch  Dividirea  mittels  z-^l  bleibt  also  stets  eine  andere  snrflUsfe» 

worin  n  gerade.   Wonn  zu  jeder  Wurzel  a  eine  Wurzel  ge- 

bOrty  so  gilt  die  nfimliche  Bemerfcoag.   Fflr  ein  nngmdes  n  llsst^ 
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»ich  dann  aber  der  Faktor  i  — 1  absclielden,  treil  2=1  eine  Wur- 
zel ist,  ux)(\  es  hteibt  wiederum  eiue  andere  (Tipichung,  worin  n 
gerade.  Diese  beiden  Gleicbun£>en,  welche  durch  Division  niiUeU 
z — 1  und  z-fl  entstanden«  können  dargestellt  werden  unter  den 
Formen : 

* 

«(»"+!)+ V(«*"*±l) 2*  («*±l)+«.»*  =  0, 
wenn  »s4l,  und  i  eine  ungerade  Zahl«  und  unter  des  FmNu: 

wenn  Da  weiter  je  Bwel  Wursehi  dieser  Gleiehmigen  ttmi 

Pkrodukte  +1  haben,  deren  Summe  y  aber  unbelLaDiit  iat«  «o  las- 
sen sich  dieselben  in  Fakteren  veo  der  Form 

— ^2  db  1 

lerlegen;  und  die  Elimloatien  von  z  mittels 

muss  auf  eine  neue  Gleichung  führen«  welche  in  Bezug  auf  ^ 
Tom  Giade  j  ist.  ]>ie  EliminatieB  selbst  Abrea  wir  am  mrtMl» 
hafteatea  aus  mit  Hflife  der  beiden  Beiidiungen: 

±  1 )  (2^  i  1) = 2«  + 1  ±  (x"-* + 1>« 

und 

von  denen  die  erstere  für  n  —  Xi,  die  andere  für  nr=2i  Geltaeg 
liat  Wegen  z^^i=i^z  eutötebtdann  nach  und  nach: 

«*'^±l  =  (y*+%H%)«»  u,  a.  w. 
So  Terwandelt  sich  die  Gleichung 

* 

in  die  Giekhung  des  zweiten  Grades 
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oder  ia 

•  *  * 

,  15.   Zur  Vervollständigung  unserer  Betrachtungen  bleibt  noch 
Ae  Bentlnniung       zvr«l  Bndmebr  Unbekannteii  kds  eben  so  vie- 
len Glelbhniigeii  elma  hvberen  Grade«.  Die  Aufgabe,  zvrei 
bekaonte  z  und  ff,  die  unter  einander  fjemeiigt  in  xwel  Gielchvih 

ircn  von  huherem  Grade  vorkommen,  so  zu  bestiminen,  dass  sie 
b(i<|pn  (iUlcfiiuigen  Genfiee  leisten,  Insst  sirh  zurilckführen  auf 
die  Hestirimiinig  einer  Unbekannten  atis  einer  Gleichung.  Denn 
nenn  wir  die  beiden  Gleichungen  vorötelien  durch: 

^i"  +  ^^2"-i  +  ^ain~a+....+Ja=0    1. 

nnd 

tTorin  ^,  Ai,..ß,  H^....  verschiedene  Potenzen  der  andern  ün- 
bekannfen  ?/  enthalten,  so  können  wir  durch  Elimination  der  ver- 
schiedenen Potenzen  von  z  dieses  System  nach  und  nach  in  andere 
überführen,  in  weichen  der  Grad  von  z  immer  niederer  ist.  Wir 
eelaneen  endlich  durch  Elimination  von  z  aus  denjenigen  zwei 
Gleieittogen ,  in  weieben  dieses  nur  auf  dem  ersten  Ivrado  vor* 
kommt,  zu  einem  Verhalten,  das  frei  ist  von  z,  und  welpbes  alle 
diejenigen  Wertbe  y  als  Wurzeln  enthält,  för  welche  es  ein  oder 
mehrere  Werthe  z  giebt,  die  gleichzeitig  nnt  einem  jener  den 
beiden  ursprünglichen  Gleichungen  geniigen.  Man  könnte  also 
nach  und  nach  diese  W^urzeln  y  in  die  Gleichungen  1.  und  2.  ein- 
setzen, und  dann  diejenigen  z  nestimmen,  welche  diesen  beiden 
so  verwandelten  Gleichungen  gemeinsam  sind.  Allein  so  wfirden 
vns  nur  maneberlel  Umi»  ege  ans  Ziel  bringen.  Vertheilbafter  wer- 
den wir  nach  folgendem  Plane  die  susammengebc^^n  Werllie 
y  wuA  9  erbalten. 

Wir  scheiden  vor  Allem  den  gemeinsamen  Faktor  der  Glieder 
A,  A^...,B,  Bi„..  ah.  Diejenigen  y,  welche  denselben  auf  Null 
bringen,  genügen  beiden  Gleichungen  1.  und  2.  unahhJingig  von 
einem  bestimmten  z.  Die  soleben  y  entsprechenden  z  bleiben  dem- 
nach ganz  willkiihrlich.  Wenn  nnr  die  eine  der  Gleiebnngen  Lnnd 
2.  einen  solchen  Faktor  bat,  so  giebt  die  andere,  wenn  man  statt 
y  nach  und  nach  die  jenen  Faktor  auf  Null  bringenden  Weithe 
setzt,  die  entsjirecbenden  z.  Deren  Anzahl  kommt  also  dem  höch- 
sten Exponenten  gleich j  mit  welchem  z  in  der  letztem  behaftet 
vorkommt. 

Hierauf  leiten  wir  durch  Elimination  einer  Potens  von  x  eine 
andere  Gleichung  ab,  Ranz  so,  wie  dies  geschehen  mnss«  wm 

nach  und  nach  z  zu  eliminiren,  scheiden  aber  den  gemeinsamen 
Faktor,  welcher  nur  y  enthält«  segleieh  ah.  Da  dessen  Wnraeln 
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|f  die  letzte  Gleichung  identisch  auf  Null  bfhieen,  so  schliessen 
wir,  (?a8s  durch  die  fianiltchen  Werdie  y  die  neiden  Gleichungen 
1.  und  1.  identisch  j^iiji  inüi^fi^eii.  Diese  gt»l)en  dann  die  gleichzei- 
tig entsjuechenden  Werthe  t.  Auf  diese  \Vei*e  fahren  wir  fort, 
die  durch  Elimination  der  verschiedenen  Potenzen  zon  z  entste* 
heiiden  Gleichungen  Ton  ibreo  Faktoren  in  y  su  befreien,  wob^ 
dann  die  solchen  fß  -enteprecbea4en  immer  Me  dei^jAiigen  bei- 
den. Gleiclain^en  hervorgehen,  welche  die  h^tztere  mit  jenem  Faic- 
tor  von  y  belialtote  Gleichung  licrcrtcn,  indem  diene  durch  Ein- 
setzen des-  liezügliclien  y  lieide  identisch  werden.  Uie  It^tzte  Be- 
ziehung eniili'jh,  in  welcher  kein  :  mehr  vorkoiunit,  gietit  dann 
noch  diejenigen  Werthe  y,  welchen  nur  ein  einziges  z  gleichzei- 
tig entspricht»  das  man  aus  dpx  Gleichung  des  letzten  Systeme» 
herleitet,  worin  %  nor  auf  dem  »effitm  (isaw  wduininit;.  ' 

L  JSa  eeiau 

.Daraus: 

(Ä^  +  3)j-(3,''-%=rO'  .... 

Aus  3.  erhäit  man  die  Werthe  y ,  und  au#  daQi\  .die  zuge 
jiörigen     .  , 


2.  Es  seien: 


DBfan«: 


Die  Gleichung  4.  giebt  die;  \\  ei^the  j(  und.  eiuQ  dei;  GiejucjuiOgMI  «L 
die  zugehörigen  2.  » 

Dnraiuii  •  • 


»       ,      m  • 
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Wegen  des  gemeinsamen  Faktors  ^—1  gendgt  dieser  Gleichung 
y=l,  und  man  erhält  das  zutfehür'me  z  aus  2* — ^2z=0.  Die  Ver* 
iiuduiig  von  i  —2=0  mit  t  giebt  y'^  ^^^=0,  woraus  y=0,  dem 
irieder  z=2  entspricht.  ^ 


1. 


rebeo 


2. 


3. 


lus  den  Gieicbuogen  1.  und  3.  erhalten  wir  dann 

3y(3(-~l)5-+y»  +  33^--4y=0.    4. 

Deren  |ememsamer  Faktur  v(y — 1)  giebt  die  Werthe  y=0  und 
|f=l»  und  die  zugeburigiän  \Verthe  ^  ergeben  «ich  dann  beziig- 
üch  ans 


Durch  AlMcheiden  jenes  Faktors  bleibt  alMr  als  Gleicinnf  4« : 

^''hSf  +  4=0.  4'. 
Die  VerliiBdung  von  4'.  nnd  1.  gleblt 

(83r  +  2)«+3y*  +  Cy=0  

Uie^e  mit  4'.  wieder  :  '     '  , 

Die  MU(eq  Werthe  unä  vsst  ihiden  ihreWertbe  i  ans  4j 


,  .1.  • 

Ii 


t,' 


MI 

» 


Tli«il  lYUl. 
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Infteelie  BcmduMingr  Aer  Kahl  ir» 

Herrn  C«  Hellwig, 

Lehrer  der  MfttbemaÜk  wa  Färeteawalile. 


Man  denke  sich  in  dnd  um  elseii  Kreis  mit  dem  Halbmesser 
R  die  reget niässi^en  Vielecke  von  n  und  2n  Seiten  beschrieben. 
Die  Seiten  der  einirescbriebenen  Vielecke  von  n  und  Hn  Seiten 
mögen  bezü^Üch  mit  Sn  und  s^n/  die  der  umschriebenen  entspre 
chend  mit  Sn  und  *S2n,  und  die  Lothe  vom  Mittelpunkt  des  Krei- 
ses aiii  die  tSeiteii  sn  und  «2"  ^i^^n^'*  niit  r»  uiiu  t^h  bezeicboet 
werden.  Wir  wollen  Fermeln  aafinutellen  encheo,  niittebl  dcNi 
i^,  Sn  und  Sfm  aue  in  bereelinet  werden  können;  dadarcli  arte- 

sen  wir  zu  KäberuDgswertben  voo  n  gelangen,  indem 

^n.  In  für  12=1  y  um  so  mehr  mit  n  übereinstimmt,  je  grü«- 
«er  n  tot 

Aus  den  in  der  oben  angedeuteten  Figur  vorhandenen  recht- 
winkligeu  Dreiecken  entnimmt  man  leicht  die  tolgenden  Be- 
ziebuogeo : 

(2)  ii««=(Ä-n)«  +  Ji.«, 
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Die  tlimination  von  \sn^  wm  iß)  und.®  föhrt  Bit) 

V 

iraius  nun  In  VcrliMonB  mit  (1)  eibiüt: 

■  .      .    .  '  • 

„  4/  1  ,  1 

(5)  r^— 2+ 

Wegen  Aehnlichkeit  vou  Dreiecken  der  l  igur  hat  man  ferner  die 
Pioporüonea:  .  * 

(6) 


(7)  rtt:B=s^^ii:^^* 


ergiebt  sich: 


(9)  Ä.«^'« 


und  ebenso 


(10>  «i— r7«-^- 

Für  n-^\  vemandeln  «ich  die  Werthe  von  t^,  h^.  ^ 
.S^  io  die  foigeDden : 


'  I 
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fl2) 


(13) 


r(i4) 


9a 


1  Äi=  ♦r  »- 

Tn 


^  1» 


Diese  Formeln  verwenden  wir  in  der  Weise  zur  Berechnung 
von  7t,  daäö  wir  von  einem  bestimmten  Wertbe  von  r«  und  sn 
ausgehen»  daraus  9^,  S.tt  bestimroen  und  hieraus  wie- 
derum  r4^,  «4«,  finden  u,  f.  ^iaimt  man  tt— 6,  geht  also 
vom  regelmässigen  eingesftfatle^uen  Sechseck  aus»  so  bat  roan 
bekaoaUich  «^  =  1  und 


rs=^y  3  =  08660254. 

Mit  Hälfe  dieser  Wert  he  gelangt  man  bei  Anwendung  siebeastel' 
iger  Logarühroeo  zu  folgendem  Schema  ffir  die  Berechnung  von  m 

.  *.  .   .  Y-  -T  j,^ .    I     o       ....        .  '.«.>:.*• 

ii'     »      1      •'»II    '  . 


^r«=:0»  4300127 
ria«  =0,9330127 


—0,9659254 
2)0,4829627 


=0,9914447 

2)0,4957223 

0^5  

=0,9957223 


==0,9978589 

2)0,4909295 
0^«  

1^90^.1=  0^9989295 

2)0,4997323 
0,5 


legi  =1  -I 

log.rg  =0,9375e306-l 

iog.rM2'=l>9698875~2 

2)  

log.ria  =^0,9849437-1 
*  0,30103 


0/2859737 
log.sia  =0,7140263-1 

log.r»4«=::l  ,9925370-2 

2)  

log,r»4^  0,9962685-1 
0,30103 


0,2972985 
logjs«  =:0,4ia727d-l 

Iog.r4a2^1,998l3a8-2 

2) 

log.r48- 0,9990691-.! 
0,30103 


log..Se  ==0.0624604 


log.iS|3=0.72900826-l 


log.  ^=0,4204593— 1 


.X  0,3000991 
iog.«40  :l^QlJL10629i— 1 

»og.rft6?=l>9995348-2 

'  d  ' ' 


log^rje  =0,9997074-1 
0,30103 


0,3007974 
log;!^  isO,&i5831d-2 


log.^4s  -0,1175596  - 1 


log.iS;«  ^^160630-3 


• 

■ 


,ii^(M)97^.bm(>l(lt.fS9t^«=:  1.9098838^2 


2): 


log.riw  =0,9999419—1 

m  4i=<Ätd!f9866a  '1  •      ' '  0,30103 
2)"*  '    '  '  ' 

'  *"0,499933I  j  '  " ' 
0,5     '  ' 


1,4-0.9999664 
2) 


•>  1  / 


•II 


m  =0,9999912 

2)  

0,4999956 

0^5  

tti'^^»99999BÖ 


M  =0,999998 

2)  

0,499999 

05  

«»=0,999999 


0,3009719 

^9»^="  0-öl4iJ594-2  lag.i^A|  iaea5149176H»3 

Iog.r3g4*dbl,9999709— 2         n>«i{«lln/;-u|if,i!.  t 

I     lF»?^f     2)  .,..(,  v/;,,Un 

>ök.rye8  =?=  0,9999962-1     ■ '   '  •  i-oi 

0,30103^  '"-  "«.  'liN;: 

n;3010262"^ 
log^^g  =  0,9128178--3  iog,S^^  =0,9128216—3 

*<>«»'i48Ä^l»ö999982-2 

2)   

log.riMr^.9999991-1 

0,30103 


0,3010291 
log^sM  =0,6117887 

log-rwr»^l  9999996-2 
0,30103 


lo&'S|ue=0,6]17896-3 


0,3010298 
•«g"«8072  =0,3107589 


log.i%ora=0.3107591-3 


Alt  DoFchschoittswcrtb  folgt  ans  dieser  Beieehnung; 

log.  5  =0,3107590  —  3. 

V^BttD  bienn 

log.l536=3, 1663912 


I  «liebt 


log.  0,4971502. 
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Dtesem  Logarithmus  eutspriebt  dl«  Zahl  344159»  welche 
in  der  That  den  Warth  von  «  anf  «  PadmalataUe»  tk^i 
aogieht 

Die  mitsetbellte  Berechnung  scheint  mir  hauptsärblieh  zwfi 
Vorzüge  zu  Desitxen,  nämlich  daas  sich  einmal  die  meiäteu  der 
darin  forkomflModaii  Zahlaa  «Mldiea  Graoaaa  Immer  oMhr  nlbeta, 

indem  die  Werth«  Ton      und  r  dar  Einheit  and  die  SumaM  der 

Kadtenloearithmcn  mit  Ot3(H03  d^  Logarithmua 
oder  (locn  wenigstens  eine  geirenseitige  Annaheninc^  zeigten,  wie 
die  Werthe  von  log 5  und  loi^N,  und  dabs  zweitens  das  Auf- 
suchen der  vorlcomraenden  J.oLrarithmen ,  so  wie  der  Zahlen  zu 
denselben  sehr  bequem  geschieht  deshalb,  weil  man  von  log.r^ 
an  kein  Blatt  in  den  siebenstelligen  Logarithmeotafeln  mehr  um- 
anwenden  braucht.  Daliei  ist  der  filechanlanina  dar  Rechaung 
der  einfachste,  den  es  geben  kann,  und  bietet  kaiaarlei  Schwie- 
rigkeiten dar,  weshalb  auch  jeder  mit  den  noth wendigen  Vor 
kcTintnisRen  ausgerüstete  Srhülcr  mit  Ijalchtigkait  in  den  Gaog 
der  Kechnung  sich  hiueiuiindea  wird. 


Hlscellen« 


Eine  gelegentliche  Veranlassung  führtn  mich  neulich  einmal 
wieder  auf  die  Bestimmung  den  Inhalts  der  dreiseitigen  Pyramide 
aus  drei  in  einer  Ecive  zusanimeiKsto^vsenden  kanten  und  den  von 
denselben  eingeschlossenen  Winkeln.  Wie  leicht  diese  Aufgabe 
durch  die  sphSrlsche Trigonometrie  tn  erledigen  ist,  weiM  Jedet^t 
es  kam  jfidocli  auf  die  Anwendung  der  blossen  ebenen  Tri||ono- 
metrie  an;,  und  da  die  Auflösung,  welche  ich  fand,  mir  sehr  ein- 
fach vSJchemt,  die  Atif^abe  sich  nurh  ^vohl  zur  üebung  für  Sc  luiler 
eignet,  so  will  ich  meine  Auflösung  hier  mittlieilen.  Taf.  IV.  Fig.  1. 
wird  für  sich  verständlich  sein«  und  nur  kurzer  Andeutungen  an 
ihrer  Erläuterung  bedürfen. 

Die  gegebene  Pyramide  sei  ABCDssp.  Die  Kaniw  ADssOf 
BD=^,  CÜ^exoki  die  Winkel 

4,ADC=t€t,  ^BDC^^ß»  ^ADB^y 

seien  ireireben.  CK  sei  auf  der  Ebene  ADB,  CF  und  FG  seien 
auf  Ab  urtd  BD  .senkrecht,  und  EF»  EG»  DE  seien,  gezogen. 
Man  setze  der  Kürze  wegen         '  *  *  •  * 


io  ist 


Fener  int 
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EF = cco«a(a»g9 ,   EF^  DE, 5109 ; 


EF  _^ewa  iwcipp  nmtp 

I        EG     iiiisß  lau^-^  siii^' 


woraus 


ihmI  hieraut 


co8i5 — cosacosif 


foigt.  Daher  iät  nach  dem  Oi>igeii 
•■.I»  .* .    '       ,     .     .         •        ^  • 


COS::»  —  C(  l  -liCO.S 


mul  weil  lutfi  Itiernadi 


I 


4 


iiit«  00  Itty  irie,  fluiii  «ogleiiii  findet;  . 
d«>  ..ch  d.«  Obigeo 


1 


o^er  nach  einer  sehr  bdnuinUn  ^iWotfbmatlbte  der  (^rOtiv'vi 
'  dem  WuczeUeichen :  .  •:•<'' 


welches  die  bekaotite  Formel  Ut. 


Digitized  by  G( 


241 


Erweitermisen  der  Integral 

rechnung* 

dem  Herausgeben 


Einleitung. 


In  der  Integralrecbnuog  gebt  man  bekanntlicli  von  einer  An- 
wM  fes  Iiitegnilm  9m,  wetebe  «mittelbar  ans  d«r  DifSefMitlal- 
fMhauag  «BiiioniroeD  weideo»  mcl  nichts  Anderes  eind  als  die 

UaiiebnisgeB  der  in  der  letzteren  Wissenschaft  gewonnenen  Diffe* 
rentialfornieln ,  in  der  That  aber  die  eigentliche  Grundlage  der 
gesammten  Integralrechnung  bilden.  Hat  man  einmal  diese  Inte- 
gralformeln aufgestellt,  so  besteht  streng  genommen  die  ganze 
übrige  Integralrechnung,  insofern  sie  dlte  Auflindung  der  Integrale 
der  entwicl^elt  gegebenen  Differentiale  betrifft,  in  nicbts  Weiterem, 
iit  m  der  ZsrMtllimg  der  flbrlmn  wa  entwlekelndeii  btegiale 
auf  jene  unmittelbar  aus  der  DifferentialreebiinDg  enCoomineiieii 
btegrale  durch  geeignete  Transformationen,  Substitutionen  u.  s.  w., 
ind  ein  Integral  kann  jederzeit  als  gefunden  betrachtet  werden, 
r^enn  es  sich  auf  jene  Fundamental-Integrale  zurückführen  lässt» 
•ras  freilich  oft  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden  sein,  und 
nelen  Aufwand  analytischen  Scharfsinns  erforden  kann.  Je  mehr 
iergleicbeo  Fundamental -Integrale  man  nun  aus  der  Differential« 
'cdimnig  eatnehmeB  kaBe:  eloe  desto  breitere  Grmdlaffo  wird  der 
bitegndrecbnung  geboten ,  und  ein  desto  grosseres  Feld  der  Auf* 
mchung  geeigneter  Mittel  zur  Reduction  UMlefer  inlegrale  auf  die 
frwähnten  Fundamental-Integrale  wird  dem  mathematischen  Scharf- 
{ione  eröffnet.  Ich  glaube  daher,  dass  man  diesen  einfachen  Weg, 
lie  Integralrechnung  zu  erweitern  und  zu  vervollkommnen ,  zu  früh 
erlassen  bat,  wenn  aifch  allerdings  manche  Versuche,  denselben 

rhcu.  XYUi.  ir 
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zu  betreten y  gemacht  worden  sind,  ohne  dass  mim  aich  vielleicht 
stets  klar  bewoMt  gewesen  ist,  wae  man  eigentlich  wollte  «i 
eigeoilich  enchte. 

Insbesondere  hat,  ohne  anderer  rnihcrcr  Versuche  jetzt  wei- 
ter zu  gedenken,  Eni  er  versucht,  die  Ütigen  der  E!Ii]>se,  der 
Hyperbel  und  der  Parabel  in  die  Integralrechnung  einzuTührefi; 
dietielben  in  ganz  äholicher  Weise,  wie  man  schon  lange  vor  Hiin 
die  KreiebOgen  gebraucbt  hatte  nod  bekanntlich  auch  jetzt  sodi 
gebfaitcht*  zur  Darstellunff  der  Werthe  gewisser  Infegrale  xn  be* 
natzen,  und  auf  diese  als  neue  Fundamental-lntearale  gewönne- 
nen  iTiteij^rnfe  sotlrtrin  arnlere  Integrale  durch  aiinlvtlsrhe  Trans- 
lunnatloiN'u  iiiMKSnbstitutiorieii  /urückzuföhren.  Die  iii  vielen Bezie- 
hiini^en  nierkvv  lii d iie  Ablunnilunp;  Enler's,  welche  ich  hierbei  ia 
binne  habe,  ündet  sich  in  den  Noviä  Conimeu lariis  Acade* 
mlae  s^le^tiarnm  Imperlalis  Petropoliti^nae.  Tom.!. 

ßre  aUilo  I7#4  ^IropolL  17it.  pag.  i.  vkA  bat  dea  Titel: 
lerednctione  formularura  integralinm  ad  rectificatio- 
nem  ellipsis  ac  hyperbolae.  Ich  kann  nicht  unterlassen,  die 
merkwürdigen  Worte,, mit  denen  Enler  diese  Abhandlung  cirilf^i- 
tet,   hier  anzufuln  en.    Er  sagt  nHndich :    „Egre^ia  onininu  sunt, 

3uae  acutissimi  (>eometrae  Maclauria  et  D'Alembert  de  re- 
uctione  rorniularuni  integralium  ad  rectificationem  Ellipsis  et  Hy* 
perbolae  aiint  coniitaentati;  cum  in  iis  oon  eolnm  tnsilgnie  vis  d- 
genii  epectetur»  sed  etiam  hand  exigua  spes  affnlgeat,  hie  lecfr 
ficationibus  in  caiculo  aeque  commeoe  ntendi  ,  atqne  adhne  an»» 
circulares  et  loirarithmos  adhlbere  sumus  solltl.  Kullum  emm  est 
duhium,  tjw'wi  haec  investi^'atio  a  suinmis  (icomptris  t.un  feüci 
successu  suscepta  latissiiiic  pateat,  atque  uberrimos  tructus  ali- 
quando  sit  allatura;  quamvis  enim  iam  plurimum  in  hoc  negoüo 
slt  praeKtitum,  mrnime  tarnen  totum  argumentum  quasi  exftaeetuni 
est  censendnm,  Nam  postquam  hmge  dtveraa  «ethodo  mmm  et 
perveni,  ut  tarn  in  Ellipsi  Quam  in  tiyperbola  dlTereo«  aiens  de> 
nnire  potuerini ,  quarum  differentiam  genmetrice  as8i|;Bare  licea^' 
de  quo  qnidom  laudati  viri  diibitasse  videTitnr,  hinc  non  levis  ac- 
cessio in  tractatione  huius  ari^iimenti  exnectari  potcrit.  Imprinia 
autem  hic  idoneus  signandi  modus  desiaerari  videtor,  cuins  ope 
arcus  elliütici  aeque  commode  in  caiculo  exprimi  queaot,  ac  iatfi 
logarithmi  et  arcna  eirciilaree  ad  Insigne  Analyaeee  ineiei — 
per  idonea  signa  In  caiculnm  eniit  lntr<»diictl.  xalfai  eigne 
quandam  caicult  epeciem  eappeditabnnt»  ciüiie  hie  qoaei 
elementa  exponere  conetitpi.*' 

Semen  Zweek  und  den  zuv  Erreichung  desselben  ein^aschb^ 
geiien.  We^  nooh  weiftev  endetttond,  geleitet  Ten  der  Ajirfwi. 

onea^  man ,  eben  so.  wie  roeo  bei  dec  Kinf&hrun^  der  Kreiebeees 

in  die  Integralrecbnung  dem  Halbmesser  des  Kreises  einen  bc* 
stimmten  constanten  Werth,  nämlirh  die  Einheit  .  fKMlege,  eiTi  äha- 
liehes  Verfaliren  auch  bei  dem  Gebrauche  r  liTi^en  der  Kt^jef- 
sifniitle  befolgen  müsse,  fälirt  dann  Euler  (ort:  „Queiiuidinoihini 
autem  omnes  arcuä  circulares  ad  circulum,  cuius  radius  uuitaii 
aeqaalie  etatniter-,  re&rii  aoleol;,  ita  etiam  pro  omnibus  sectioni* 
bne  cenicie«  maa  In  eahsulam  isedpere  vohimns*  menawaj»  quap^ 
dm  §mm  «Mlato  «apiiMedani  aeami  ceaveniet»  quae  ad  ^ 
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?pecie8  acque  pertineat.  Persptcnum  aiitem  est,  hanc  men^tirani 
ixi  transverso  tribui  non  posse,  rnm  is  in  parabola  necessario  liat 
iHfin'rtas,  in  byperbola  autem  iHMiativiim  valorem  eonsequatur: 
leqoe  panim  axis  couiugatus  ad  hoc  'mstituium  est  accooimoda- 
iüB,  quippe  qm  in  parabola  quoqae  fit  infinitus«  et  in  byperbola 
ralorm  adea  imagmarinni  adUpiadbr.  ReHimtiHu»  igltur  parame- 
Itig  mAf  ^miimnis  perpetao  valor  ianis  tribüi  queat,  nihil  plaat 
iWut,  et  ^uoniam  pro  circulo  parameter  abit  in  diametrinn,  hulu* 
semissis  unitate  exprimi  solet,  coTistanter  in  scqnentihos  pa- 
iwetran  binario  indicabo,  at  eius  semijssUi  unitate  exprimatiir/' 

^  M  iMbe  avcb  diese  letetoren  Worte  Evler's  bler  aegeOhrt» 
(Tfil  «ich  im  Verfolg  dlMer  Abhandlang  aeigen  wird,  dass 
<b  4tft  in  denselben  ansaeepreobeBen  Ansichten  iber  die  Au- 
lahme  emer  hestimmtcn  €«5180  aAa  Einheil  weDigatflDS  tticbl  wi- 

»etliiigt  beistimmen  kann. 

Es  ist  bekannt ,  dass  Euler's  so  eben  besprochene  merkwiir- 
li^e  Äbhandltin«'  die  finiiptsnrfiüch.^te  und  nächste  Veranlai^s-nni^ 
ur  Bearbeitung;  der  Theorie  der  elliptisrhcn  FiinrtioTipn  Greta  ben 
lat;  denn  Legendre,  der  ei  i^entlicne  Begründer  dersellKt) ,  >a2jt 
n  «einem  Tratte  des  fuDctions  elliptiques.  Tome  1.  V  a- 
'ia.  I82(P.  4.  Avertiaaement  p.  Tl.  Vll.:  II  ne  am  paa  iini- 
il«  ponr  rbietohe  de  la  Science,  de  fkfare  remaroner  icique  cette 
iouveHe  branche  df^analyae  h  lamielle  l'Aateur  a  donne  le  oom  de 
Theorie  des  fonctions  emptiqnes,  est  fondee  en  grande 
lartie  sur  les  basps  et  ildies  dans  le  chap.  V. .  ronrernant  ia  forme 
a  plus  simple  de  ces  lonctions  et  leur  division  en  trois  especes; 
l'ou  est  residte  un  Systeme  de  nomenclatnre  et  de  notaüon ,  propre 
1  representer^  ces  fonctions  dans  les  iisa^es  ordinaires  d'analyse. 

k  bcfllter  l'a  vecfaerdke  de  leurs  propridt^a.  Euler  avalt  pr^vd 
jm'a  Palde  d'ane  notation  convenabie,  le  caicul  des  arca  d'ellipae 
a  autreg  transcendantea  analo^ues,  poorrait  devenir  d^un  usage 
"■p^äquc  aussi  genera!  qne  celui  des  arcs  de  cercle  et  des  \o2A' 
iihmes(*);  mais  si  on  excepte  Landen,  qui,  par  !a  decouverte 
mu  theoreme,  aurait  pu  s'ouvrir  des  roiites  nou^elles,  per- 
uiioe  ne  s'est  mis  en  devoir  de  realiser  ia  prediction  d  Eider,  et 
in  peut  dire  que  TAuteur  de  ce  Traite  est  reste  seul  k  a'en  ocoi^ 
>er»  depols  ran  1786  on  11  a  feit  parattre  aes  ptemitoea  recber- 
hes  aur  lea  arca  d'ellipse,  jnaqu'a  1  epoque  actuelle.  Cette  espece 
le  defaissement  a  retarde  aaos  doute  lea  progr^n  de  la  Theorie 
les  fonctions  elliptiqius  *  mais  l'Anteur  par  des  efforts  renonvel- 
*s  ä  de  grands  nitervalles  de  tenips  .  est  parvenn  enfin  ä  coni- 
tl^tcr  presque  entierement  cette  theorie,  et  h  en  rendre  l'appli- 
atioD  iacile  par  des  tables  fort  etendues  dout  il  a  execute  iui- 
kliae  l»o«  les  calculs." 


*)  i  If's  parolt'S  d'Eulcr  PTf^'^i  Cotii.  Pcfrop.  forn.  X.  pag.  4.): 

liirprimiH  auteni  hic  idoneus  sii:iiandi  nioriiiH  dcsidernrt 
idetur,  cuius  npe  arciis  eliiptici  aeque  coiuniode  io  cal» 
«la  evpriiai  ^ueaat  ao  iaai  logaritbnii  et  aroo«  eivsalareai 
4  insi^e  analyaeot  iaavan eata»,  ia  eaI«ttlDni  tost  intra- 
ncti.  Talie  •igae  noTaai  gaamdani  caUali spacieBi  «uppa- 
itabaat. '* 

IT* 


Digitized  by  Google 


244 


Diegrosse  Ansbildung  der Tbeorieder  elliptischen  Functionen,  zu 
welcher  dieselbe,  ohne  im  Wesentlichen  den  ursprüni^rK  h  von  Legen- 
flre  in  seiner  ältesten  Schrift  überdiesenGe^^enstand :  M  em  o  i  re  sur 
iea  tr anjsceudautes  elliptiques,  oii  Ion  donne  des  me- 
tb^de»  facll«M  ponr  conparer  et  ävalaer  ces  traaseea» 
daetes,  qui  comprenneDt  lea  arca  d*elllps6y  et  qui  se 
recontrent  freqiicmment  daaa  les  applications  du  eal* 
C  u  I  integral.  L  u  a  I  a  c  i  -  d  e  v  a  t»  t  A  c  a  d  e  in  i  e  des  Seien  ces 
en  avril  17M2.  Par  Adrien-Marie  LeGendre.  A  Paris. 
L'an  deuxit'nie  de  la  Republiquc.  4**.  vorgezeichneten  Wei' 
zu  verluü^en,  geführt  worden  i^t,  muss  jeden  Analytiker  mit  der 
grüssten  Bewunderung  erföllen;  und  es  ist  diese  Theorie  zo^eidi 
das  acbSDfite  und  lebrreichate  Beispiel  der  Erforaebnog  der  Mlv 
einer  wichtigen  analytischen  Grössenform  nach  allen  mSSfjBkk» 
fiMten  nud  Richtungen  hin.  Mit  besondere!  Bezugaalune  anf  dRe 
oben  angeführten  Worte  Euler*8  hat  sich  mir  aber  schon  öftere 
die  Frai{e  anfjxedrängt,  ob  sich  dem,  wasEuler,  wie  es  scheint, 
eigentlich  im  Sinne  hatte  und  beabsicbtijjte ,  namentlich  auch  in 
Bezug  auf  den  iduneus  äignaodi  modus,  cuius  ope  ac* 
cus  eJiiptIci  aeaue  eomniode  In  ealculo  exprini 
qaeant,  ac  lam  logarltbml  et  arcna  circnlarea  t4 
Inaigne  Analyaeos  incrcmentum  per  idonea  aigaa 
in  caiculum  sunt  introducti.  TaÜa  signa  novam 
quandani  raicuü  speciem  supped  itabunt,  cuius  hic 
quasi  prima  eiementa  exponere  constitui**  nicht 
vielleicht  auf  eine  Weise  entsprechen  liesse,  die  bei  möglichster 
Einfachheit  dem  Verfahren  ganz  analog  wäre,  welches  man  hei 
Eiofabmng  der  Kreisbogen  In  die  Integralrechnung  befolgt.  Min  i 
dies  müglicb,  ao  würde  man  dadorcb  eine  Reibe  neuer  FWa* 
mental  «Integrale  erhalten,  auf  die  man  andere  Integrale  zorGck* 
zuführen  sucnen  müsste.  Wie  ich  diese  Frnjre  zunächst  für  die 
Ellipse  zu  beantworten  und  möglichst  zu  erledigen  i^esucht  habe, 
werde  ich  in  dieser  Abhandlung  zeigen,  indem  ich  mir  vorbehalte, 
späterhin  auf  die  Hyperbel  uud  die  Parabel,  ja  auch  noch  auf 
andere  Coryen  zaruckznkommen.  Die  Hyperbel  ist  freilich  eigeot- 
Heb  acbon  unter  der  Ellipse  enthalten;  indesa  scheint  es  a£  la  | 
vorliegeaden  Falle  besser  und  angemessener  zu  sein,  ae  wie  der 
Ellipse,  auch  der  Hyperbel  eine  besondere  Betrachtung  zu  wid- 
men. Ich  werde  für  jetzt  aber  nur  hauptsächlich  die  Fundamen- 
tal-Integrale entwickeln,  welche  sich  mir  bei  dieser  Untersuchung 
ergeben  haben,  und  erst  späterhin,  wenn  ich  wenigstens  auch  < 
die  Hyperbel  und  die  Parabel  in  ähnlicher  Weise  wie  die  Ellipse  I 
ualersncbt  baben  werde,  die  fernere  Üntersnebang  der  lotemle  j 
miternebmen,  welche  auf  jene  Fundamental-Integrale  sich  aonkk- 
führen  lassen.  Dann  wird  sich  auch  erst  entscheiden  lassen,  in  | 
wie  fern  der  Titel,  welchen  ich,  ohne  übrigens  dadurch  im  Ge- 
ringsten ein  gewisses  Aufseben  erregen  zu  wollen  die  Absicht  zu 
haben,  dieser  Abhandlung  gegeben  habe,  gerechtfertigt  erscheint, 
d.  h.  in  wie  fern  die  in  derselben  entwickelten  Integrale  wirklich 
als  Erweiterungen  der  Integralrechnung,  deren  dieselbe  freUkh 
noch  sehr  bedfirfHg  Ist,  zu  betraebtea  aind.  üaher  bitte  Ich  aacl 
schon  jetzt  um  eine  nachsichtii^e  Aufnahme  und  Beurtheilung  der 
veiliegenden  Abhandlung»  bis  erst  weiter  fortgesetata  Untersuchun- 
gen einen  sicheren  Maassstab  fät  die  Beurtbeilung  des  Wertbes 
derselben  abgeben  werden. 


Digitized  by  Goo<v 


24S 


Erste  AbtheiluDg' 

§1. 

Wir  wollen  uns  zwei  beliebige  conju.^irte  Halbmesser  einer 
Elfipse  denken,  die  wir  als  positiv  betrachten  imd  mit  Rücksicht 
hierauf  durch  r?n»  Ä«  bezeichnen;  die  Durchsclnüttspunkte  dieser 
tonjugirteii  Halbmesser  mit  der  Ellipse  seien  respective  A,,,  ßnr 
ntd  der  von  denselben  eingeschlossene,  180^  nicht  übersteigende 
HMel  werde  durch  «n  bezeichnet  Sind  nun,  wenn  wir  an,  6» 
ib  die  poeitiven  TheUe  zweier  Coordinaienaxen  betrachten,  in 
diesem  seinen  Anfang  im  Mitteipankte  O  der  Ellipse  haben- 
leo  Coordinatensysteroe  Xn,  $fn  me  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  der  E!li[)se;  so  haben  wir  nach  der  Theorie  dieses  Ke- 
gelschnitts bekanntlich  die  Gleichung 


Denken  wir  uns  nun  aber  einen  Bossen  der  Ellipse,  welcher,  bei 
Pnnkte  A„  als  iiemeinschartUehen  Anfan«[spun!it  aller  Ellipsen- 
\>')'j:m  anlan*;end,  bei  dem  durch  die  Coordinaten  a:nt  yn  bestimm- 
teu  Punkte  (xnyn)  der  Ellipse  sich  endigt,  indem  wir  diesen  \\o- 
gea  immer  aLs  positiv  oder  als  negativ  betrachten,  jenachdeni  er 
•p  An  an  durch  den  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel  A»OBn 
lUffcfa  nach  Bn  hin,  oder  von  An  an  durch  den  180®  ilberstei- 
feaden  Winkel  AnOBn  hindurch  von  Bn  abwärts  genommen  wor- 
(^eo  Ist,  und  bezeichnen  mit  Rücksicht  hierauf  diesen  Bogen  durch 

%i  so  können  wir  offenbar  die  Grossen  ^ »  ^    iederzoit  als 

am  bn 

KmHeRen  dieses  Bogens  mn  betrachten,   und  wollen  dieselben 

e    a        e  a 

daher  unter  dieser  Voraussetzung  respective  durch  ^o«»  SnOHii 
|ciei€bueu,  also 

setzen.  Der  Buchstabe  e  ist  in  diese  Symbole  deshalb  aufge- 
Udmmen  ^vo^(]t'^,  um  anzudeuten,  dass  die.selhpn  der  Ellipse  an- 
gtehoreii;  die»  könnte  überflüssig  scheinen,  niid  sieb  aber  als  noth- 
Ijfldig  er<v eisen ,  wenn  es  späterhin  duiaut  aiiküuimen  wird,  die 
Hbse,  Hyperbel  und  Parabel  von  einander  zu  unterscheiden. 
pSMen  Symbolen  haben  wir  nun  nach  1)  die  Gleichung: 

•      3)  (e««»)«  +  (S»»i,)«=:l. 


Üigiiiztxi  by  LiüO^ic: 


2M 

Nebmen  wir  den  Punkt  Bn  Anfanc^spunkt  aller  ElIipseTibofCT 
an,  und  bezeichnen  einen  bei  B,,  anrankenden,  hei  den»  durch 
die  Coordinaten  o?«,  «/n  bestimintcn  Punkte  (xni/n)  der  Ellipse  sich 
endigenden  Ellipsenliogen ,  indem  wir  denselben  als  positiv  oder 
als  negativ  betrachten ,  JeDacbdem  er  von  dem  Punkte  a 
dareb  den  l&Oß  nicht  Gberstoigenden  Winkel  B»OAm  faindvrdi 
Bftcb  Ah  bin  ,   oder  von  Bn  an  durcb  den  IBSj^  übenteieendeD 

Winkel  BnOA»  Undorch  von  Am  abwirto  genommen  wormn  Ü 

h 

durch   cun;    so  ist  in  ganz  ähnlicher  liezeiclioung   wie  vorbei 

effenbar 

4)  --zsSmOn* 

alM  nncb  3): 

5)  GfiO>n=sS||IDj|,  S||C»fi=®tt4»ii; 

folglicil  nach  3): 

Idi  wHI  nun  besonders  die  Gleichung  3)  io's  Aoge  fitssen,  osd 

*  Buv5rderst  die  Differentiaiquotienteo  der  als  Functionen  von  tk 

•   m      •  m  m 

betrachteten  Grossen  ^n»m9  Snoo»  in  Besag  anf  als  nnahhi^ 
gige  TerSaderiicbe  Groese  entwickeln. 


$.  2. 

Wril  nach  dem  Torhergehenden  Paragraphen 

(ei,i»)*+(S«ii)*=l 

ist»  so  ist 

e  a       r  a  e  a      e  a 

Nach  den  fiPhron  der  höheren  Geometrie  ist  aber  olenlMir  iavll- 
iiger  AUgemeinbeit ; 

dmm*=  öar„«  +  Btfn^ + 2cosatfia:J»gm ; 
und  weil  nun  nach  dem  Obigen 
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r    (i  e  a 


ist;  00  Ist 

^uch  dem  Vorh^geheoden  mt  fem« 

•  a 

Snob 

iaIso»  wie  man  nach  gehöriger  SabetUatioo  leicht  findet: 

{o^Dnonr — — r«  r~ä  • «  e  •  • 

Folglich  Ist  oSeobar  mit  Beziehung  der  oberen  und  netereo  M- 
eben  anf  einander: 

e  a  a 

80«tt>to=db 


p    a  p    (1  e    a     e  a 


«   a  a 


wo  sich  nun  iVü^t,  wie  iu  diesen  Formeln  die  Zeichen  zu  nehi^icn 
sind.  Mittelst  einer  sehr  einfachen  Betrachtung  erhellet  aber, 
dass  inuner 

e  a 

und 


»Idehe  Vorzeichen  haben,  woraus  eich  ergiebt,  dass  man  In  den 
»bigeii  Formeln  die  noteren  Zelehen  nehmen ,  und  daher 
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vfPnt»n  =  r-       ^  —   .  ■> 

■ 

e   a  a 


W«Ü  bekanntlich 


(e«««)*  +  (SHW«)«=i 


int,  «o  tot 


ff 


ako,  wenn  wir 


e  a 


od«r 

Folglieh  ist  nach  dem  Oblg^^n  auch : 
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e  a  a 


l 


Oh 


e  a  a 


oder: 


e    n  n 


iÖ©*itÄ—   »SrtCünCiüin 


•  a  • 


ciSaQ>tt=      —  "  "   '  '    '  ■  * 


-V 


•der; 


9  a  a 


p   a  a 


o4er; 
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/  (  e  a  a 

^    e    a  Sii(<>«d(0« 

loenw»  =  — 


Vf.    n  e    a     e  a 


0  «  • 


Wk  wollen  dud 


e  •  •  • 

13)  T,«»=-^^-r' 


e  a 


aetien»  wo  ako 


#»  a      p  et 


14)  T«a>«.'i«w»=:l 
ist  Dana  ist  nach  den  Kegeln  der  Differentialrechnung: 

e  a   ä  ^ö>»  • 

^      «381  I  II    ■  1 1  y 


oder 

9  «  CO  «    a  e  • 

gTuCBn  1_   OSaCOii  _    ft^»CI>»  Oe«<S« 

Also  iat  nach  dem  vorhefgeheodeD  Paragiaphen 


I 
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m. 


e  a 


»'   a  e   a  f   a   e  a 


e  a 


es  e  a  e  a  s 


f/(8iiio«P4^^e«»i.)<-W»oo8ai»e«caWS»«hi 


d«  weil 


e  a 

.^^  aT«(o« 
— 5— 

dmm 


oder 

16)  cTnCüfl 


oder  Mcb 


17)  afJL 


a 

dmn 
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W«U  nach  «ton  OUgea 


n      e  a  na  ff  a 


IHtf  t»0  Int 


oder 


=  — (Tti«»)-*« — — 


•  «  a      *       a  ' 


also 


18) 


ff  a 
m 

da» 

] 


oder 


19)  dUtx)» 


1  ÖC»! 


oder  auch 


(■  a 


SO)  oXnC^n 

a 


o 


CS««»»)*  l+f««(S«Wa)a~2coba„Vlti«-.e«Wi.S»J« 
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Setst  vom 

•   m  •  m  9   m  e  m 

21)  S¥iiM»=:l^e«a»,    er«Mto=i— Sil«»; 

80  ist 

e      n  e    n  e      a  e   a  ' 

und  die^e  Üiflcrentiaie  künoeD  dtihet  aus  §.  2.  «nnittelbar  eot- 
noromeo  werdea. 

SeUt  man 

e    a  ]  e      a  J 


80  ist 


dSc^ttus  — »    9^Gi»OM=  ^„  ; 

(e»!»»)'' 


also  oaek  % 


L. 
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H 


a 

^ — s 

a 
I 

o 
e 

OB 
P 
S 

<. 

+ 


3 


8  » 
a. 


Ii 


s 

19 

a 


OD 


«V» 


a 

f." 


1  » 


Bezeichnen  wir  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  durch  «To, 
den  TOD  denselben  eingeschlossenen  Winkel  also  durch  o^; 
imt  tif^^W^f  eoBo^^O,  nod  die  im  VorbergebeodeD  entwickeU 
Formeln  verebmehen  sieb  daher  in  diesem  Falle  sehr. 
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r  a 


•  mm 


V 


e  a 


e    ff  o 


e  a 


a 


e  a 


1    dtüp  ^  ; 

— — —    •  ■      .  '  II  I  *    P  y 


6  et 


a  > 


0  0 


2 


e  a 


e  a  a 


e  a 


e  a  n 


f 


r  a 


6ScqWo  = 


e  a 


e  a 


a 


e  a 
e 


e  a 


e  a 


i 
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xler 


•  •  •  ,  ^■ 


0     a     a   -  —      .      j,.  j 


e  a 


e  « 


 —        I .    "T  f 

t 

i— «^«(eo«o)* 


e  a 


s  a 


e  a  a 


4  /~ 


IM  icvm.  IS 


e  a 


9  m  m 


e  9 


«üb 


e  a 


e  a 


1  +  <»*(S.«^ 


«  a  a 


«  a 


•  « 


^     ^       •  J-  — — — ^  w 


e  a 


«  • 


Für  den  Krei«  ist  aos;k>  also  eo^U^sO,  wodurch  sich  (?ie 
obi<rcn  Formeln  norh  mebr  vereinfachen,  und  auf  die  bekanBttf^ 
goniometrUchea  jUÜerentiale  wtfiskkoiiimMi« 


Einen  bei  dem  Punkte  An  anfangenden  Bogen  der  Elli|töeff 
deflicn  im  VorhtrgelitndM  «fairdi  da«  AymlN»!  SU  bewtiU 
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VWtioii  die  GrOsae  x  bt,  d.  Ii.  dea  Werth  x  hat,  welle«  wir 
jelBt  daidb 


•  e 


bei^hneot  so  deae  eleo 


eder«  wean  wir 

a        a  e 
6>a  =  ArCnSa 


0  a 

Ist;  woraus  nun  auch  von  selbst  die  Bedeutung  ähnlicher  Symbole 
in  Bezu^  auf  die  übrigen  oben  eingeführten  Functionen  der  ellip- 
tischen bogen  erheiieo  wird,  was  hier  nicht  weiter  erÜiutertM 
werden  braucht. 


Setzen  wir  daher 
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aar 

•  fii»=ArcW^sC=A)t 
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imd  feiglieh  Meh  7) : 
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•  m 

dar  ^fiOfi 


Nim  ist  abat  nach  den  Lelveii  der  .PiffefentiahreeliMag 
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dx    '  1 
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und  folglich  aacb  dem  Vorhergebendeu:  .1.^  ^ 
Weil  aber  bekanntlich 

* 

e   a  e  a 

ist,  »o  it^t     .   .»..      '•    .  ,     '     .1         >     .  , 

I  « 

wo  daa  obere  oder  nntere  Zeiehen  an  nehmen  iat,  jenachdem 

positiv  oder  negaliv  Ist  Also  Ist»"  Immer  mit  dereelben  Beati» 
maog  wegen  des*  Voraelcbona: 


oder     .  ...  • .  .'^v     1  ".i- 


Folglich  bt  auch  amgekehrt: 
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31)  Atiij^^0) 


31*)  Arc«S,i(=ar) 


^  2cos«n V  1  H-        V 1  -  ar»  ^ 


•  •  • 

S«txt  man  dpssb^»  nod  Dlmmt»  wac  - offenbar  inmer  Tmtit- 
I«  9  «o,  <I«M  co«7  ffositlT  ist»  so  1«! 


60 


Setzt  maii  ar  =  ('osrp,  und  nimmt,  was  offenbar  iiiiiu^  verstat- 
4ML,  ^  ao,  iaaa        positiv  lat^  40  i^it,. . 
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Sataen  wir  ferner 

at 
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und  folgUcli  üftcii  7)f' 


•  a 


Nun  ist  aber  nach  den  Lehren  der  DiffeceDtialrechauiif : 


«l«o 


a 

und  folglich  nach  dem  Vorbergehendeii: 

8Arcnen(==»tr) 


Weil  aber  bekanntiich 


(e,ii»)«  +  (Snii)*=l 


«(» ist 


«  f 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenacbdem 


positiv  oder  negatiT  ist.  Also  ist«  tnunsr  »tt  dcvssibs«  IMi*'| 

mung  wegen  des  Vonelchens; 
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34)  ÖArc«©„(=;t) 


34*)  aArc,e»(=a?) 
Folglieh  bC  auch  «ngehohrt: 


35)  Aremhmi^:i^) 


_____ 


oder  I 


e 


Setzt  man  :r=cos9,  «nd  Dimml,  was  offeabar  Immer  vifer»- 
alattel  iat,  9  so,  daaa  «io^  poiiti?  iat«*ao  iat 

•  ■ 

also 

a8> 

Sets!  man  «sain^»»  «ad  nimmt ,  was  olTeabar 'inmiar  reratat' 
Id  iai»  ^  aa«  daaa  caa^  poailiir  iat»  ao  Iat 

Sbrascos^^?»«     ST  l—^B^ascoa^; 
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Wir  wollen  nun 


•  1  •    .  t 

a        0  e 


(ö»=Arc«Ta(=cjr) 
af=T||(ön, 

lind  foigU«!» -Murb  .16)  s  ^ 
aa:      '   1  1  I  . 


Na»  wt  aber  nacb  deo  Lehren  der  Diferentialrechmnigs 


a 


ujid  iolgiich  nach  dem  Vorbergebeudeo:  • 

aAgc^T,(=:j?) 


Weil  aber 
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also 
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Nlib  ist       '  '  '      *     ;.•••'..•!*         *    J     .  r,.        !    ,  *        «    II  i'i 


e    n  e    a   #  •  es 


also 


e  a 


)  . 


mit  Beziehung  dei  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander )  folg- 
Heb  allgemein:  <      •  »  M  J:  -..iln^ 

0«  Wi»  6a  can  =  jqp^a  ' 


und  a9j0im*  .  .  *  - 

'         ■  ►    k  •       *  I  ,      •  >' 

«i^(S«€^.)«+M©«W»)*-2il«Ä«C08««kfe««W|S|,ffl|i  ' 

Ako  ist  nach  dem  Obigen: 

und  folglich  umgekehrt:  •  ' 

.'J  »I M  •     i'     !  -  .    .  :.. 

*  *  '-Iii        .     '  .  .      .  •!,  4.  i    "  .    .<  . 
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sttf  folgende  Art  €iideii,  woM  vrk  «omhoM«  «roMes,  diM  «  p*- 
•Iti?  «ei. 

Mit  flon  conjiiijirtcn  Halbmessern  iii,==  O^^»,  hn^OBn  (Taf.  III, 
Fig.  1.)  lind  (lein  (Joordinatenvvlnkct  an  =  AnOßn  he«chreibe  man 
nach  einer  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  allgeuiein  be- 
kannten Aufgabe,  iiir  die  man  schon  raebrere  elegante  Auflüsuo- 
gen  bat,  eiiie  Eltififle.  Söll  dann  der  elliptiiehe  Bogen  A^B 
einen  Wertb  des  obigen  Integiml»  daiitelleii,  8o  mWM»  traw  «k 
BV  mit  OBn  iwralkl  sieben, 

_  nc   OC^^^OA^  BC 
-  OBn '  OAm"  OÄ'SC* 


also 


OAn.BC' 


— =:«.  OBm 


•ein;  d.  lu  et  mim 


oc 

I   •  ll  * 


Od  04itssäCzm.€!Bm 


sein.    Ziehen  wir  nun  durch  Am  eine  Berührende  der  EUips«} 

welche  bekanntlich    mit  OBn  parallel   ist.   und  die  Linie  OR, 

welche,  über  B  hinauK  vprlänt^ert,    die  durch  Am  gesogene  Üe* 

rührende  der  EUipse  in  JJ  schneidet;  so  ist 

*  •  • 

;  GCiOAm^BCiAmD»  , 

r 

•leo  Dach  dem  Obigen 

Dies  fttlnrt  nnmlltelhar  tu  der  folgenden  Gonstmetien: 

Durch  den  Punkten  ziehe  man  eine  Berührende  der  besebrie- 
IjontMi  J  Jlipse,  ^^e^'be  m\t  OBn  parallel  ist.  schneide  auf  dieser 
Berührenden  von  dem  i^unkte  An  aus  ein  6tück 

AnD^sjf.  OBm  • 

ah,  und  ziehe  durch  den  Mittelpunkt  Oder  Ellipse  und  den  Punkt 

J)  die  gerade  Linie  OD,  welche  die  Ellipse  in  dem  Punkte  B 
schneidet;  so  ist  der  eUiptische  Bogen  AnB,  und,  wie  leicht  er- 
hellet, überhaupt  jeder  bei  An  anfanejcnde  und  bei  B  sich  eudi- 
gende  Bogen  der  beäcbriebeneQ  Ellipse  ein  Werth  des  Integrals 
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Diese  Constniction  weiter  zu  verfolgen,  ist  jetzt  nicht  meine 
Absiebt,  und  auch  liier  uieht  nutlHjgy  da  Jeder  sogleich  selbst  be- 

SreilbR  wird»  n— fiirf  W  iitmmm  «ndM  aiMli^  UmlleliMi 
onstroctloaen  aBbonnit 


Setzt  man  a ^tansfcr ,  nnd  nimmt,  wag  offenbar  ifliMT  ver> 
•tftllet  kt,  9  so»  lUes  co«y  ponUiv  ifk»  ao  ist 


teuer 


-  aa00^8tf« 


AlMial 

40) 

ATOiTii(s:tai^)  ==^ay  V a»^riay»^2abfc^r>diiycoayf  ^«caayC 

'    8«tB6|i  wir  >  ^ 

— 5nCoaciii  ^ 


«od  nebroea  wieder»  waa  offenbar  Teratattat  iat»  9  ao»  daaa  eoa^ 
positiv  iat»  ao  lat 

+  8"»««  tangy)  =  —  '  » 


Ferner  iat 
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•  ili   M   •  »x!   '  •  .    «  '»Im,         •>        •  Mrf'i 

und 


CÜPSSS— — ■         •  a> 


Folglich  iat 


also  nach  dem  Obigao 


Für  ^f^)!r=00^  sind,  wie  schon  früher,  «q,  die  beld«!!  HaOh 
axeo  der  ßUipsej  also  unter  dieser  VorausseUuog: 

42) 

oder  . 
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II         .  r 

;  ■  J  I 

Es  ist  schon  oben  criiinert  worden ,  dass  es  in  dieser  Abhand« 
ong  nicht  «meine  Absicht  ist,  mich  sehr  viel  mit  Transformationen 
ler  gefandeo^n  Fiini|ani^iital- Integrale  beschäftigen ;  denhalb 
lat  man  für  jetzt  ^ie  vorstehenden  TraDsfofmationen  nur  als  b«l- 
iofige  Bemerkttogen  sa  betrachten. 


{.  10. 

Wir  setzen  nuujeroer 


.  I  »  '  .  i  • 


I 


)  ist 


1,  ;  i  ¥    •  '  e    •  . ,  1 

o«=Arc«lit(s«)* 


1(1  folglich  nach  ib): 

'  '  I  « 

♦f*  I    i'H     I  •  •'■  .\        .  .1.'    w  ij       f  iM)  ■*  .»    .1.         'i    .  i 


an  ist  uljei  nach  den  Lebren  der  Differentialrechnung 


.1 


a 

A  5  '^ 


»» 


10 


J70 


uod  folglicli  nacb  dem  VarbergeheudeD : 


V 


Weil  aber 


»     p  ■ 


also 


Uit,  «o  tot 


NttD  tot 


atoo 


1 = i  1 + ( L^)2 1 = (1 + ^ 


0fiWit=  'SnCöiiljia>ii=d?S««aii, 


e  a  X 


mit  Beziehung  der  obereii  und  unteren  Zeichen  anf  einandcf^ 
folgUch  allgeni4iia 

•*•••«■     af'  *  V 


«od  daher 


flu*  —  2an6nJ:CQS«»-f  bt?ii^ 
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44) 


•I      1  ■ 


Uli  folgtich  angekehrt: 


45) 


AfcX.(=«)=-;/  a«. 

SetEt  flMM  jpea«flq^  «d  nimmt,  wm  otitubaT  Immer  ▼eratat* 

tet  ist,  9  so»  da«!  «109  poaitiv  ist,  so  ist 

■ 

l-j-a:*=cosec9r^,   VTL+^'^=cosec9,    (l  +  j;*) V  cosec^'; 

j 

iemer 


=  eosec9    «1^109^ — 2au(/ncosansin<pco8fp  -f  6»^  cos^* 

MV  I  j 

Abo  ist 
IdM  wir 

bm» —  ffiiCOsar 


nd  nehmen  wieder,  was  offenlMr  verstattet  ist«  9  so»  dass  sin^ 
Ittilir  ist*  so  ist 


«=      (CO8«.  +  810«. coty)  =  ^ .  


Ferner  ist 


und 

«         f/nSina»  , 


also 


■ 


Folglich  ht  ^ 


dar 


aisörvoach  dem'  Otrigeo  '    .    .  -  * 

47)  A^^«^«r  Ä.— iii^l 

Für  €^0=^  «nd,  wie  ecbon  frQher»  'ale  beiden  Batb 

azoD  der  £liiptfe;  aleo  miter  dieser  Veraeaeetsaag: 
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48) 

oder 

49) 

Are. ^ coty j  =  a««Ä.y  (ao«-6o*>.l»y«|l 


«0  ^  (1— e«*aio9*)i 
6o  c/(l  +  e«*cos9«)r 


§.1L 


Setstn  wir 


a        a  e 


e  a 


aUo  nach  24) 


e  a 


Kuo  ist  aber  nach  deo  Lehren  der  Differeutialrechouiig: 


a  a 


d(On  cicon      dx  - 

also 

Theii  x\m.  1» 
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nnd  folglich  Dach  dem  VorhergebeDden : 

0  e 

8ArciiSc«(=£) 
da 


e  a 


Weil  aber 


^ncan 


und  folglich 


e  a  e   a  —  1 


Also  ist 


folglich 


wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  mosM^  jennchdeiB 

poeitiv  oder  negativ  Ist.  Immer  mit  dieser  Bestimmimg  wegeo 
des  Vorzeichens  ist  abo 

e  m  ""i 


und 
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also 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 


^0)  dXTCnScni=:x) 


""*-V^*::5  35^^  ö»r 


Qod  mugekelirt: 


a  e 


51)  ArchScii(=sdr) 


welche  Fofmei  wir  jetit  der  Kürze  «regen  nicht  Ureter  omgeetal- 
ten  wollen« 


§.  12. 

Wir  wollen  nun  ieroer 


a       a  0 

ODn  =  ArCiiC^Cfi  (=  x) 


■etzen,  no  Ist 


und  folgtieh  nach  94): 
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0  m 


Nim  ist  aber  nach  deo  Lyhren  der  OiiBreniliilreehoiiiig: 


^Mh      Own  - 


Bon     ,  dar 
und  l'olgücb  nach  dein  Vorhergebendeo : 


aAfCi,Cc^(==jr) 


•  «  _  _  _  

=  —  v-y  ««*(Si»«hO*+*ii\Ä.«i)*--W«eo84Jtoeii».Äi«« 


Weil  aber 


'SchWh  =  j;  =  ^  ^      ist,  öo  iöt   ShW»  =  — 


und  ioigiich 


e  a 


e  a    1 


Also  IBt 


•  a 


(blgUch 


wo  nui  de«  obere  oder  onioffe  Zelehee  iiefcmett  niass,  jeeaehd« 
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e  a        «     a  e 


pasitiv  oder  negalir  ist.  Immer  mit  dieser  fieetimmmig  wegen 
des  Vorzeichens  ist  also 

e  a 

_  ,  1 


Holl 


e  a         e  a   •  a  ^^^'^^T. 


also 


Folfiicfa  Ist  BAch  dem  Obigen  s 

5=  :f  J  \[  a.HM^^-i)i^2e,6,eos«,V'^I « 

oder  «mgekelirt: 

53)  Arc»ec(=a?) 


M  jetzt 
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also 


e  a 


80  ist  nach  22)  uud  7): 


«  a 


Nun  ist  aber 


a 


nud  folglich  nach  dorn  Vorhergehenden: 

» 

a  e 

SArcn8vn(=:a:)  ♦ 
da:  ^ 

=  — r4  yi^^KÄi««^^^  • 

£hi40n 

Weil  aber 

e     a  e    a  e  a 

«t;  «o  M 

(S«»,)»=  1  -  (e«»i,)2=5l— (1— ^)a=  «(2-«), 
uod  folglich 

«     «  _________ 


wo  (las  obere  oder  untere  Zeichen  genoromen  werden  mm, 
nachdem 


27» 


e  a        9     a  e 

S«(ö,= JS,  l  Arc«S?ii(=«?)  I 
positiv  oder  negativ  ist.  Ferner  bt 

folglieii 

CT  P  « 

64)  öArc«i5Vn(— o:) 


I  ▼  


.  i   » 


oder  amgelcelirt : 


65)  Archiv,  (=«) 


{.  14. 


Sei  endlicl» 


also 


fl0n = Arc«0  V«  ( = a?) , 


«  0 


80  Ist  naeb  22)  uod  7): 

dx  ^«w« 


e  a 


Y  ü«-(6aJ»)2+6n»(en©n)2-2aa6»COS««0«»iiSnW» 

JNan  ist  aber 
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»ItO 


da»     ,  d,T 

"^"^   "7' ' 

CO)« 

folglich  Dach  dem  VorhergchendeD: 

aArc«evii(=g) 

«,«     V  «ASiiW»)^iÄ»2(a«a)/i)^2a«6«co8a«©»a«Safi)i 
Weil  ftber 


e      a  e  a  e  a 


nod  folglich 

#•  ff  


wo  da^  obere  oder  untere  Zeichen  genorameo  werden  musa,  j/ir 
uacbdem 

poflitiv  oder  negativ  ,  ist.  Ferner  ist 
folglich  « 


6G)  aArc„©Vn(=ar) 


odtr  miig«keiirt: 


57)  Are«  <dvii  ( s^a) 


Zweite  Abtheilang. 


S.  15. 

Es  ist  schon  im  Obigen  bemerkt  worden,  dass  weitere  Ent- 
Wickelungen ,  Anwendungen  und  ünirorniuiigen  der  in  der  vorberge- 
fceedeii  Abtiiellung  gewonnenen  Formeln  jetit  nlcbtza  meinem  Zwecke 
gehSren.  Dagegen  wOrde  aber  da«  Vorbereehende  eebr  nnvoU« 
ständig  sein,  wenn  es  nicbt  möglich  wäre»  rar  die  im  Obigen  ein« 
gtfilbrten  Functionen  der  elliptischen  Bugen  eine  äbniiche  Tbeo» 
rie  z«  entwickeln,  nie  d?es(»ll>e  die  iVTnthefiintik  schon  seit  Inniger 
Zeit  für  die  sogenannten  ^oniunietriscben  I  nnctionen  der  Kreis- 
bügen besitzt.  Freilich  stehen  der  Entwickeluti^  einer  solchen 
Theorie  für  die  aus  dem  Obigen  bekannten  Functionen  der  ellip- 
tischen Bugen  mancherlei  Hindernisse  im  Wege;  indess  halte  ich 
dieselbe  niebt  fttr  anm5jB^licb»  nnd  will  versuchen,  in  dieser  zwei« 
ten  Abtheilang  der  Torlleffenden  Abhandlung  die  Grundlagen  zn 
entwickeln,  auf  denen  nach  meiner  Ansicht  mese  Theorie  aufge- 
führt werden  muss.  So  weit  auch  das  Feld  neuer  mathomatisctier 
T'iifersutbungen  mir  zu  sein  scheint,  welches  durch  die  im  Fol- 
genden entwickelten  h  undamentalsat/e,  wobei  ich  mich  absicht- 
lich ganz  elementarer  Methoden  bedient  habe,  eröffnet  wird,  so 
werde  ich  mich  doch,  meiner  Absiebt  ia  dieser  ganzen  Abhand- 
lung gemSss,  filr  jetzt  eben  nur  auf  iene  FnndamentaMtae  b^ 
scbrftnken»  Indem  ich  die  weitere  Eatwidcelung  der,  Theorie,  wei- 
eber  dieselben  snr  Gnmdlage  dienen  «ollen»  spateren  Abbandlnn" 
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gen  vorbehielt*»  ,  zugleich  ab*»r  aiicli  die  geehrten  Leser  des  Archrrs 
ersuche,  dicsuin  (ici^onstaiKie  ihm  Aufmerksamkeit  zu  widmen. 
Wonii  im  Folgenden  eini^e^  ^ariz  ijt:kan!ite  über  die  Beruhreinien 
und  die  Durchfnefi^i^er  der  Elli^t^ü  vorkommen  wird,  äiu  bitte  iib 
deahalii  um  VerKeibung;  es  Ist  tbcils,  der  hter  ai^ewaadtwi  ^i^ 
thode  der  Entmckeiniig  weceo,  tMh  mm  den  späteren  Sitte«  eioe 
nivgliebet  leichte  VerstSodllclikeit  su  sicbero,  mit  aufgeflomneo 
worden. 


Die  Gleichung  der  Ellipse  in  Bezug  auf  das  System  ibr^r  bei- 
deD  Azen  ist  bekanntlieh: 


Um  nun  die  Glleichunn  dur  die  Ellipse  in  dem  in  ihr  Hegendöi 
gegebenen  Pookte  (Aol'o)  Beräbrenaen  zu  finden,  nehme  nanb 
der  Ellipse  einen  zweiten  darcb  die  Coordinaten  Äf^-{-JXa,  Tq^^Y'o 
bestimmten  Vi\\:l\  an  ,  und  denke  sich  durch  die  beiden  durch  dia 
Coordinaten  Äq,  und  Jfo+^-S'o,  Fo+^i/Fo  bestimmten  Punkte 
eine  s^erade  Linie  j^ezoi^on ,  deron  Öleicbung  nacb  den  Leiirea  da 
analytischen  Geometrie  bekanutlicb 

ist.  Weil  die  durch  die  Coordinaten  ^Y^^  Iq  und  X^i^JX^^ 
¥q-{^JFo  beatimmten  Pnokte  beide  in  der  EUipae  Hegen,  ioln* 
ben  wir  nach  t)  die  Gleichungen 


und 


durch  deren  Suhtraetioo  sieb  die.  Uleicbung 
also  die  Gleichung 

2Fn^Fo^^F..^  60^ 


0, 
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* 

eiglebt  EUeraus  folgt 

und  die  Gleichuiiij  der  durch  die  beiden  Pmikte  (A'oJq)  und 
(A'Q-f^A'o,  I'q-^-JVq)  gehenden  geraden  Linie  ist  iolglich  nach 
dem  Obigen: 


Lässt  man  nun  JXq  sich  der  Null  Tifihcrn  ,  80  wird  aoch  ^Fq 
»ich  der  Null  nähern ,  und  die  beiden  durch  die  Coordinaten  X^, 
und  A'ü  -I-^A'q,  }\)-\-/f}'\^  bostimmteri  Pifnkte  der  Ellipse  wer- 
den imnuT  epnnntT  und  «j<Miauer  mit  eiiian  l'M-  zTisammenfallen, 
die  durch  den  Punkt  (A^Jq)  iioluMide  IJeiuljreridc  der  Ellipse 
wird  aber  offenbar  als  die  Gränze  zu  betrachte?)  soiu  ,  welcher  die 
durch  die  Punkt«  (iQ)Fo)  und  (A^-f /^A^,  Yq  [^J}'o)  gezogenen 
geraden  Linien  «ich  immer  m«lir  und  mehr  nitbeni,  wenn  man 
^Xq  «ich  der  Null  nahern  \i\sst  Also  wird  die  gesuchte  Glei- 
chun^^  der  BerQhrenden  der  Ellipse  in  dem  Punkte  (Ao  Ko) 
Gieichiing  sein,  weicher  ala  ilirer  Grftnzgleichang  die  Gielchenf 

eich  nAbert,  wenn  man  «ich         der  Noll  n&hem  ti««t.  Da  aber, 

wenn  z/A©  sich  der  Null  nähert,  auch  JVo  sich  der  Null  nähert 
so  ist  die  Gräozgieichang  der  voratehenden  Gleieheog  effenhar 
die  Gleicbang 

and  diese  Gleichung  ist  also  die  gesuchte  Gleichung  der  Berfih- 
rendea  der  Ellipse  I»  den  Panl^te  (XqVq)  derselben. 


}.  17. 

Dnreh  den  Ponkt  (XqYq)  der  EHiine  siehe  man  jetst  einen 
Daffcfamesser  derselben,   se  Ist  der  diesem  Dorcbmesser  conjii* 
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♦ 

fl(frte  Durchmesser  dpr  Ellips'^  !)pknnntnch  der  dnrch  den  Punkt 
{XqYq)  t^ehenden  Berührenden  dcrhellieii  paraikl.  Diese  beiden 
conjugirten  Uurchmesser  nehme  man  jetzt  respective  als  die  Axeu 
der  a:n,  yn  einen  sehietwiiiklii^en  Coordiiiaten^ysteins  der  Xnyn  <io, 
trelches  seinen  Anfans  im  Mittelpunkte  derEUiuse  hat,  wie  4bcr* 
haapt  alle  hier  snr  netraehtuflg  koromendea  Coordina^nä^  stene. 
Sina  nun  tty  v  in  dem  Systeme  der  beiden  Axen  der  ijittpse,  d. 
h.  In  dem  rechtuinklisen  Systeme  der  x^y^^  die  Ceerdiaaleo 
des  Fusspunktes  der  Coordinate  ffn  auf  der  Axe  der  Xu\  eo  ist» 
wie  eogieicb  erbeilet: 

und,  wenn  .Tq,  f/o  in  dem  Systeme  der  beiden  Axen  demselben 
Punkte  der  Ellipse  wie  .Tn,  yn  in  dem  Systeme  der  beiden  coa- 
jugirten  Durchmesser  eotsprechea: 

Da  aber  in  Bezug  auf  das'  System  der  beiden  Axen,  nenn  wir 
jetzt  Vq  als  veränderiiche  oder  lautende  Coordiiuiteri  betrach- 
ten, die  Gleichungen  der  beiden  coujugirten  Durchmeöi>er  offenbar 

sind,  wobei  man  den  vorhergehenden  Paragraphen  zu  Tergielchen 
hat;  so  haben  wir,  wenn  jetzt  Xq^  wieder  ihre  obige  Beden* 
tung  babeu,  uilenbar  die  beiden  Gleichungen 


ess^&Ati  und  jfo— »  =  -rW^(«o"-«)» 


Ai»  den  GleicliQii||e]i 

■*o  *  o 

ergtebt  aieh 


alao 


^0-*^  wsz  
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wo  wir  uns  die  Quadratwurzel  im  Nenner  positiv  oder  neptiv 

gekommen  denken  wollen.  Verbindet  man  die«  mit  der  Gleicnung 

« 

80  erhält  man 

wo  man  die  Quadratwurzel  In  den  Nennern  Mb  wnAih  oder  ne- 
gativ genommen  an  denken  bat,  dieeebe  «ber  inlieldeii  Formeln 
stets  mit  demselben  Voneichen  nehmen  mnse.  Femer  folgt  ans 
den  beiden  Gleichungen 

F 

sogleieh 
also 

"wo  man  aleh  die  Quadmtwnrzel  im  Nenner  positiv  od«  negativ 
genenuBieii  denkea  kann.  Verbindet  man  dien  mit  der  deicKnng 

n 

es:  jTUp 

«o  erbSlt  man 

wo  man  die  Qnadratworael  in  den  Nennern  sich  positiv  oder  le« 
gativ  genommen  zu  denken  hat,  dieselbe  aber  In  beiden  Formeln 
stets  mit  demselben  Vorzeichen  nehmen  muss.  tVeil  nun  nach 
dem  Obigen 
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also 


2^      -Jo  ,  ffoy^O?/« 

^  2^  ^o^oy«  , 

und  folglich«  wenn  mau  c^uadrirt  und  addirt: 


(2)^  (t 

■bo,  «reit 

ist: 


Setzeo  mr  nun,  die  Quadratwurzeln  positiv  oehineDdy 

« 

80  wird  die  vorstelieode  Gleichung: 


% 
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welches  die  Gleichung?  der  Ellipse  in  Bezog  auf  die  beiden  coo- 
jugirteo  Durchmesser  ist 

Für  yn=0  ist  a;n=±an,  und  (ür  a:iit=0  ist  yn=±lht,  wor- 
aus man  sieht,  das«  Ou,  Ön  die  Hälften  der  beiden  conjugirteo 
Durchmesser  sind»  «reiche  wir  als  Axen  der  xn,  ym  angenommen 
haben,  so  dass  also  die  Gleichung  der  £Uipse  in  Beauff  auf  zwei 

beliebige  conjuf^irte  Diircfnnesser  ^anz  von  derselben  rorm  wie 
die  Gieicbuo^  in  Bezug  aui  die  beiden  Axen  ist. 

Sind  A'n,  In  die  Coordinaten  eines  beliebif^en  Punktes  dei: 
Ellipse  in  Bezog  auf  die  beiden  in  Rode  stehenden  coinugirten 
Durchmesser  als  Coordinateoaxen,  so  findet  man  ganz  auf  dieselbe 
Art  wie  in  dem  mhergebenden  Paragraphen,  dass  In  diesem 
Systeme 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (^Yn)  gehenden  Berühren« 
ileo  der  Ellipse  ist. 

Bezetcbneo  wir  die  Coordinaten  des  Dnrofaschnittspaokts  die- 
ser Berfibrenden  mit  der  Axe  der  an  durch  (xn) »  (yn) ;  so  ist, 
vie  man  mittelst  der  verhergehenden  Gleichung  leicht  findet: 

I  ^*^= — Äss; — •  <ii')=Oi 

ß 

aber  nacb  4),  weil  der  Punkt  (X»Yn)  in  der  Ellipse  liegt: 

(£")  =         «.«I'-H6.W=«.%";  ^ 

äUo  nach  dem  Vorhergehenden: 

6)  (ara)Ä=^,  (^fi)=:0. 


i.  18. 

In  Taf.  III.  Fig.  2.  seien  jetzt  OAn  —  (in, ^  OlJn=^ön  und 
Oilnx,=an-^]  >  OÄn^  i  — 6n-|-i  zwci  Systeme  conjugirter  Halbmes- 
Mr  der  um  den  Mittelpunkt  O  hescbriebenen  Ellipse.  Von  den 
Punkten  J»  und  An^i  m  der  Ellipse  an  seien ,  indem  im  Folgen* 
den  immer  die  oberen  Zeichen  dem  Falle  Fig.  2.  a. ,  die  unteren 
Zeichen  dem  Falle  Fig.  2.  b.  entsprechen»  die  elliptiscben  Bogen 
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abgeschaittai»  wo  daoD 

ist   Durch  Anft  und         seien  mit  Oßn  die  Parallelen  Au^iB 
und  An^^B'y  durch  ilii4«  sei  uU  Oi9»f|  die  Paraileie 
gesogen.  Dann  ist  ^ 

OB    1^  ^     An^iB     «  • 

und 

Qß»       e      a       a  An-^B'  ^  * 

Zieht  ttan  mm  noch  durch  B'*  die  Ptoüleleu  B^C  und  r^ 
speGtive  mit  OBn  und  OJ«;  so  ist 

Oil„+i  lOB^^QB:  OCss  Am^^BiBfCi 

also  nach  dem  Obigen 

•  •       •  •  •  e  a 


folgt 

Bexeichnen  wir  nun  die  Coordinalea  in  dem  Systeme  der 
fugirten  Halbmesser  Hn,  bn  überhaupt  durch  Xn,  yn\  die  Coor^ 
naten  des  Punktes  An\^\  in  diesem  Systeme  durch  Xn»  F«; 

ist  nach  5)  die  Gleichung  fl^r  f^eraf!en  Linie,   in  welcher  der 
OAn^i  —  dn^i  conjugtfte  Halbmesser  OBm^^bm-^x  Üegt#  in 
Systeme  der  Xn^x 

_  bn^Xn 


uiyiiizca  by  Google 


289 


« 


Bezeichnen  wir  die  Cooi  dmateo  der  DurchschuitUpunkte dieser 
Linie  mit  der  Ellipse  in  dorn  Systeme  der  a-„yn  der  Kurze  wegeu 
durch  xn,  yn  äeÜ»6t;  so  bat  maD  zu  dereu  BeätimmuDg  die  GleU 
chuDgen: 

ans  denen  sich 

iteo,  weil  4er  Pimkt  (^rnFn)  in  der  Ellipse  liegt,  und  folglich 

ist: 

irgiebt.  Verbindet  mao  iiiermit  die  Gleichung 

io  erhält  num>  mit  BeuehiiDg  der  oberen  und  oateren  Zeichen  anf 
manden 

H'tenuieh  iet  oienbars  wenn  wir  JKi4.i£  aül  OAi  parallel 

leben : 

|0O  nach  dem  Obigen 


1. 

*lieU  XTin. 


üiy 
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•  41  «  O 

Nun  Ut 

OBu+iOE:Bn^iEssAni^^B''i^J>iAni^^D, 
also  nacii  dem  Vorhergeheaileo: 

folglich: 

«ff    c«  p    a    e  a 

Em  ist  aber 

also  nach  dem  Obigeo: 

e     ft       a  coe«  e  a   e  m 

folglich 

fr 

Weil  betianntlich 

e    a  a 
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•    m  m 


«0  i«t  oach  7) 


T,(W»  +  <»»H^l)=  e  a  e        a^'  TT-e  S  


««•       «  ««e  a 


^»»  +  «M-V»  •  «  «     •    ^  7-TI — T"^  ♦ 

JfO,  wtnii  man  im  Zähler  und  Aeaner  des  er«teu  licucbs  mit 

B  Zftliltr  mid  Nanner  das  zwelteii  Bradis  nit 


«t  a    e  a 


Iridirt : 


1  »(ü>i,  +    j  i)  =  TprT — ä — » 


Die  Formeln  7)  und 8}  siod  diejenigen  Formeln,  auf  welche  nach 
einer  Meimrag  die  Theorie  der  in  dieser  Ahhandlung  eingefiihr- 

n  Functionen  der  elliptischen  Bogen  gegründet  vvernen  miisste, 
IS  auch,  nachdem  nun  fjnreits  die  obinen  Grundlagen  dieser 
leorie  gewornien  \^()T(l(>r)  sind,  einer  nesentiichen  Schwierigkeit 
'ht  unterliegen  dürfle ,  ohne  dass  für  jetzt  eine  weitere  Ausfüh- 
ii^  ditiöeö  GegenäUüdeb  meine  Absicht  ist. 
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S.  1». 

Wir  wollen  nun  zeigen,  *vie  das  Vorhergelieiule  sich  anf  die 
Rectiücatiou  der  Ellipse  anwenden  lasst»  bemerken  aber,  daa 
wir  dabei  verscbledeoe  We^e  bfitten  einscblagen  kOnnen,  des  Afr 
genden  Weg  jedoch  desbalb  eevF&hlt  baben,  um  ans  so  Tiel  ak 
muglich  der  Metbode  anzuacbiieiiseD,  welcbe  man  bei  der  Red- 
ftcattoe  des  Kreises  in  Anireodaag  xu  bringen  pflegt« 

Der  Kurze  wegen  nehmen  wir  im  Folgenden  die  Grosse  x 
positiv  an.   Lassen  wir  dann  den  durch 

Arcf,(=a?) 

bezeichneten  elliptischen  Bogen  den  zfvischen  den  Schenkeln  des 
Winkeis  am  liegenden  ellipnscben  Bogen  niebt  übersteigen, 
ist  nacb  L  39)  oienbar 


Wenn  nun  .r  ideiner  als  die  Einheit  ist^  so  ist  nach  dem  Bsi 
mischen  Lehrsätze 

,     .    3  „     3.5  ^     3.r>  7  ^ 
(1  +  x^-i  =  1-       +         -  + ..... 

und  folglich  nach  einem  atis  der  Integralrechnung  bekannten  Satiei 
immer  unter  der  Voraassetzang«  dass  x  kleiaer  als  die  Einheit  iil 

0)  Arc.T»(=:a7)  =5    J^"^  öm^^anbmxcoaon-^a»^^ 


o 

3.5  7  _  — 

•  •  1 

+  
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E«  koannt  alao  kktbei  rorzflglieb  tat  die  Batirkkalang  da* 

0»  die  sich  auf  versciiiedeDe  Arten  ausföbren  ISsst.  Hier  wird 
8  ZU  rnetnem  Zwecke  genfigeii,  nvr  aof  die  folgende  Metliode 
inraweieen. 

Man  seUe 

= -6Ä~ = ras: 

ier,  wenn  noch 

II)  «,tt=_°^^^ 

isetst  wild: 

13)  tangy=:coW^cotei.=  » 


ittelfit  welcher  Forfflein  sich  9  leicht  berechoen  lS«st.  Daou  ist 

ar=  — (cot«fci  +  tang^), 

4  folglich,  wenn  man  nur,  was  olEenbar  immer  Teratattet  iai» 

zwiächen  und  -f^^  nimmt,  wie  man  leicltt  üodet; 

_  6n*^+%mtf„H*  (coton-l-tangy)^ 

»r durch  ist  das  Integral 
»nbar  anf  das  Integral 

coay'  ^ 
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wMtkgMkti,  welches  eich  uf  folgeede  Art  enMckehi  liest 

riach  einer  bekaontea  Redactiousformei  ist: 

/tang<)P".        P  sing)"  .        P  . 
'iSü^'^^^j  i^^^^'^^J 

  sinty^-^      jtt—  1  /*siny"~^(8in<y>^-f  cosy*)*  • 

—  acosgH^a^  3  J  cosgjH-»*^^^    3,^  cosy*«-!-* 
3coe9>>       3  J   coß9»  '^'^  cesy» 

also 

14) 

^^<^9t>-  (^+2)0089»  ^iHKä*/  cosy» 
Aus  dieser  Relation  ergiebt  sich: 

cosy»^^  ~3(m9»>  ~  3c5s9^ ' 

/tangy^^   _  tangy^     1   /*  3y 
cos9^   ^~*,4cos9'     4^  cosg»^  ' 

cosy^   "     5cos9>^    5^  co8(p^  ^* 

/tansy^      _  taiigy»_  3  /*tangqp^ 

cosy^         7cos^""  ij  ~eöi^^^' 
u.  s*  w. 

so  dass  es  also  jeUt  bloss  noch  auf  die  EntwickeluDg  dee  letegi 

J  cosy' 
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lolcaBunt       ist  aber  bekanntiieli 


und 


ilso 


u^ureh  nuD  die  obigen  Integrale  yollstibidig  eatwickelt  elndl,  vnd 


tm&  gefunden  werden  (rann,  ween  nur  or  kleiner  ale  dieEiehelt 
HA,  was  hierbei  immer  ▼enuM^seeetit  wird. 

Nach  i.  43)  ist  auch«  wenn  wir 

Arc4f^(=^taDg9), 

iiiter  der  Voraussetzung ,  dass  tang^  peeitiv  2et>  alcbt  groaeer  ale 
|m  eUipliacben  QaadraDteo  nebmen» 

o 

11(1  weil  nun  eo^sui<p'^  imuicr  kleiuer  als  die  EÜnbeit  ist,  so  ist 
ach  dem  Blnooiischeii  Lehrsatze 

(1  —  eo^siny^-l 

Ii   ^      «    •       9     ■  A    •       iL    1    3.5.7      «   .       Ä  « 

lee  nach  eineiii  belwiiiten  Satie  der  hitegralreehmuis 
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Iii)  Arcofo(=^tang9)) 

«0 

0  o 

^  3.5.7   ^r<p,        .  \ 

0 

wo  man  zur  Berechnung  von  ,  | 

die  bekannte  Reductionsformel  hat:  ' 

17) 

/.     M          siny'^-^cosy      A-l  /*  .     .  ^ 
singj*a9)=:—  +         /  sing)*-^^^ . 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  zwischen  den  Schenkeln  des  Winkels  cfn 
liegenden  elliptischen  Bogen  durch  En,  so  erhellet  aus  dem  Obigen 
lind  aus  den  bekannten  Eigenschaften  der  conjugirten  Durchmes- 
ser der  Ellipse  sehr  leicht  die  Richtigkeit  der  folgenden  Zerlegung: 

18)  E„  =  Arcnf  „( = 1)  +  Arc„T„( = l) ; 

und  um  also  En  zu  berechnen,  kommt  es  auf  die  Berechnung  dei 
beiden  Bogen 

Arc„f„(  =  l)    und  Arc„f„(=:l) 

an.  Wir  wollen  bloss  die  Berechnung  des  ersten  zeigen ,  weichet 
hinreicht,  da  die  Berechnung  dieselbe  bleibt,  man  mag  den  ellip 
tischen  Bogen  von  dem  Endpunkte  An  des  Halbmessers  an  ode; 
von  dem  Endpunkte  Bn  des  Halbmessers  bn  anfangen  lassen,  w« 
bekanntlich  das  Erste  bei  dem  durch 

Arc„f„(=l) 

bezeichneten  Bogen,  das  Zweite  bei  dem  durch 

Arc„T„(  =  l) 
bezeichneten  Bogen  der  Fall  ist. 
Weil  nun 
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iit,  80  erbellet  aoe  der  ersten  der  beiden  obigen  Gleicbungen  8)  In 
{.  18.  anf  der  Stelle  die  Jticbtigkelt  der  fönenden  Zerlegungen: 

19) 

Arci,T«(=l)=Arc,f«(==2)  +  Arctafif»+i  (  =  3) 

oder  * 

20) 

Arc»T«(=l)  =  Arc«Tn(=5)  +  lrc«+ifH-i(=^)t 

jnd  die  elliptiecben  Bogen  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichheit«* 

leicben  in  diesen  Gleichungen  wird  man  nach  9)  mlttelet  conTer- 
lircoder  Reihen  berechnen  leunnnen,  wenn  man  nur  a»fi9  bit^, 

inu  aus  den  gegebenen  an,  bn,  or»  und  x  berechnen  kann,  was 
iaji«r  im  folgenden  Paragiaphen  im  Allgemeineo  gezeigt  werden  eoli. 


§.  20. 

In  Taf.  IIL  Fig.  3.  eei 

An^xB^OB     an  An^iB 

also 

An^iB       OB     OB    1  Af,^iB^ 
On  Qu        Oh      a:  bn 

und  weil  nach  der  Gleichung  der  Ellipse  in  Bezug  auf  Ihre  conju- 
^n  DuTcbmesser  bekanntlich 

ist,  so  ist 

OB  1  An4-xB  X 


208 

WeU 

i«t»  so  ist  ofenliar 

also  nach  dem  Vorbergebsodeo : 

folglich 


21)  fl»H  =• 

Nacb  §.  la  Ut: 


aUo  nach  dem  Obigen: 


und  weil  duo 
ist,  00  ist 


also 


«M^r  =  ^ 


6.+,  _ 
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Aus  2])  und  2'2)  folgt  auch  sogleich  die  bekannte  Gleichung 
23)  <i»«  +  Ä„2=a„+i2-|.6„+i». 

Nach  §.  18.  ist  die  Gleichung  der  geraden  Linie >  in  welcher 
der  conjugirte  Halbmesser  OBn-{-i  Hegt,  in  dem  Systeme  der  con- 
jugirten  Halbmesser  OAn,  OBni 


bf?.OB 

d.  i.,  weil  nach  dem  Obigen 

OB  an 


An\iB  bnX 

ist: 

Bezeichnen  wir  also  den  Winkel  AnOBn^i  durch  co,  so  ist  nach 
den  Lebren  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich 

bn  sino 


QnX       sin^Ofn — ß>)  ' 

oder 

8in(an  — co)      .        .  anX 

 ;  =SinanC0tC9  —  COSOfn  =  J—  f 

smo)  Ou 

woraus 

bnCoaau  —  anX  .  6nsinan 

cotß)  =  r — :  >  tanga)=T  

bnSinan  °         OnCOSCCn — OnX 

folgt.  Bezeichnen  wir  ferner  den  Winkel  AnOAn-\^i  durch  05,  so  ist 
OB  :An^iB=an:  bnX  =  sm{an — ö) :  sino , 


also 


sin(an— w)       .  an 

i:-^  =  SmanCOtCi)  —  COSffff  = 


smo)  bnX 

und  folglich  V 

_     fl«  +  ftitarcoson  ^     -  bnxs\nan 

cotCi)= — ;  1  tangCi)  =  p-i  • 

Nun  ist  ofn+i  =  tö — 5>  also 
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tangoo  —  tangö) 

und  folglicli  Dach  dem  Torhergehcndeik»  wie  mao  mittelst  leichter 
Rechnung  findet: 

JMai)  hat  daher  zur  Berechnung  von  an-f-i ,  bn-\-t , 
deo  gegebeoen  a»,  ö»,  o»  und     die  folgenden  Formelii: 

» 

=  ^T^^  

 l^tt^  

.  (l+a:^)enMi»eb  ^ 

wng«»+i  —  aH^eoeflttt---(a»>^»>>«..HiiiM^eei«i  * 

Ffir  x=i  iat  >.  B.  in  dlMem  Falle: 


27) 


Für  xss^  ist  in  demselben  Falle: 


i 
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38) 


ia  -  +  V      4  _4/"ao'  +  t>V. 


KM) 

Id  dem  Falle»  weno  tt^O  ist«  kann  das  Integral 

welches  in  diesem  Falle  io 

Übergebt»  aoeh  auf  folgeade  Art  bereebDet  werden. 

r^ach  einer  bekannteu  Keductioosformel  ist; 


=  1^?  üaoV  *^*VV+^oV. 

0 

=  — HS?  lÖ^V  «"S^v  AoH-V*». 


u.  s.  w. 


303 

Setzt  man  nun 


wo 


taDgu^g« 

1  1 

gevetzf  wordeo  ist«  und  »  swiscbeD  — uad  -f  ^  ^  gcBoauuea 
werden  S9Ü,  so  ist 


folgUdi 
nnd 

Setzen  wir  nun  allgemein 
60  ist  Dach  dem  Obigen 

l^J'-4«ö»  cos«*  4iio*^"J'' 

iö^  SS?;" ~"  Iö^«^**J'' 

U.   8.  W. 


1 


üiyiiizüd  by 
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und  nach  9)  i«t: 

31) 

Arc„T„(=*)  =  [0]x  -|[2].+af*]^5StÖJ'  + 
Dass  die  Grössen 

m>.  [2]«>  w^f  [6i<>». 

insotern  .r  positiv  ist,  Scämiutlich  positiv  sind«  eriieÜet  aius  der 
Form  des  bestimmten  iotegrals 


auf  der 


Stetig 


§.21. 

Eft  ist  schoD  frfilier  erinnert  wordeo»  daw  es  jetst  nicbt  meine 

« 

Absicht  ist,  eine  vollständige  Theorie  der  im  Obigen  durch  Sn, 

€^9  Tn,  n.  s.  w.  bezeichneten  Functionen  zu  liefern,  indem 
ich  durch  diese  Abhandlung  hauptsächlich  nur  zu  weiteren  For* 

schungen  über  diesen  (ici^enstand  anregen  wollte.  Indess  kann 
ich  nicht  unterlassen ,  zum  6cbluss  noch  Folgendes  zu  bemerken^ 

Wenn  nämlich 

beliebige  auf  einander  folgende  Halbmesser  der  Jb^Uipse«  und  wie 
gewöhnlich  deren  coujugirte  Halbmesser 

OBny    OBn^,   OAh«   O&fm 

sind»  die  respecfive  dnrch 

ö«»    «n+i«    •M-Ä»    Öj»f3,  ....  Qn^m 

nnd 

b»\\f    bm^t    bm\t3  •••• 

bezeichnet  werden;  so  tiezeichnen  wir  in  ähnlicher  Weise  wie 
früher  die  elliptischen  üugen 

respective  dnrcb 


uiyiiized  by  Google 


a        a  a  a  a 

Dana  ist»  wie  naii  leicht  durch  MultipBcatton  findet: 


(eiiah»±s«ö«.V^ —1)  (011+1  »«+1  ±Si4.j  «>»+i.V^) 

e  a    e         a  «   a     e  a 


r   n     p.         a  e     a    e        a  ^, 


aUo  nach  g.  18.  7): 

•  a       «  «   e       •  cm 

(C«fl>«i±S»Wii .  V  — IXfeH-iWB-HdfcSn+iWi^i.V-J) 

e    a         (F  «      o        «    * 

=r  eii(40ii'f  ^^(««+  «»i+i),V  —1.  # 

Set/t  man  nun  diese  Multiplication  imaginärer  Factoren  weiter 
fort,  so  eilialt  mau  auf  ^anz  ähnliche  Art  wie  bei  dem  Beirase 
der  nach  Mai  vre  benannten  Formeln  In  der  Goniometrie  die  Colr 
gende  Gleichung: 

e       «  c  a   

X(0ii+I  Wn+l  i  Sn+i  G)nf  1  •  V  l) 

X(e«+aaii+,dbSii+a«ii+a  V^) 
X(C»f90)ii+s  ±SiH«  «M«  •  V  — i) 

U.    6«  W. 

PO«  o  o 

—     ©II  (  OJa+«ji-|-i + 6>]i4^-f CO»f 

Hätte  man  die  elliptischen  Bogen 

0        a  «  a  a 

80  bestimmt  >  dass 

e    a         e       a  e       a  e  a 

0n  tön  =  ®  n-f  1  Wn-j-j  =  0fi+2(O»i4^  = =  dt+ni-i  CDa+m-j 

wäre,  was,  wie  aogleleh  erhellen  wird»  durch  eine  elaiache  ee«* 
metrische  Constrncnon  mOglich  ist,  so  wflrde  wegen  der  w 
chung  1.  d)  auch 
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sein,  und  die  ohi£?e  Gleichung  32)  würde  sich  daher  anter  dieser 
^  urauäbetzung  iu  iLie  folgende  verw^udeln : 


0  m       «  a 


33)  (e«w«  ±  Snm .  V -ir 

e    d        1^  9  a 

=5     f^ii((Oii  +  Cön-j-i  +  +     +  Oh^m-i} 

e     a      s  m  m  , 

Mm  VBtmte  sich  hier  noch  ein«  Menge  «oileTeT  Fragen 
legen,  wie  s.  B«  die  fintwickeluiig  der  höheren  Differentialqno« 
tmnten  voo 


SaOa,  ^vn,  TflOM»   ^Ote»  v.  s»  w. 


in  Bezug  auf  con  als  unabhängige  veränderliche  Grösse  mitteUt 
der  in  der  ersten  Abtheilung  gefoodenen  ersten  Differen- 
tialquofienten  dieser  FunctioDen,  wodurch  dami  sogleich  nittslel 
des  Mackmrin'schen  Theorene  die  Etttirickeieng  der  ohigen  Fuactl* 

a 

onen  in  nach  Potenzen  von  con  fortschreitende  Reihen  gegeben  sein 
würde,  von  denen  die  bekanutLu  eyciumetrischen  Reihen  beson- 
der» Fälle  sein  milssten,  u.  deigl.  Aber  alle  diese  Untersuchan- 

Sui  mess  Ich  späteren  Arbelten  aafbebaltea«  nnd  würde  mich 
r  jetzt  nur  freuen,  wenn  ich  ämh  das  Obige  vieUelebt  aach 
anderen  Mathematikern  Veranlassung  geben  sollte »  dlesein  Gegen* 
stiknde  Ihre  AuCoieriEsamkeU  an  widmen. 


Theil  XVIII.  « 
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Velber  die  iBd^e»deAte  WfutiMMiMf 
der  Coefncienteii  unendlicher  Reilieii 
mid  der  FacultttteneoeflaeleiiteB 

Insbesondere. 

To«  den 

Herm  Professor  Dr.  O*  Schlömilch 

4 

m  Dre«icii. 


fiioieUiinf. 

Wenn  man  darauf  ausgeht  eine  gegebene  Funktion  einet 
Variabeleii  in  eine  Potenzen  reihe  zu  verwandehi ,  also  eioe  Glei* 
chaog  von  der  Form 

aufzustellen,  so  bieten  sich  zur  liestimniun^z:  der  roefncinnten  Jj. 
-^i»  ^  etc.  zwei  Wege  dar.  iMa»  benutzt  nanilich  ent\^  eder  irgeni 
eine  Eigenschaft  der  Funktion  Fh;),  gewöhnlich  eine  BezieoOBg 
iwMcben  ihr  nod  einem  ihrer  DifferentTalqaotieoteiip  «m  tanicM 
'  eine  Recarsioneformel  ffir  jene  Coefficieaten  so  erhalten,  andflOcU 
dann  von  dieser  aus  zu  einer  Independeoten  Formel  zu  gelangen, 
oder  man  hält  sich  an  das  Theorem  von  Mac  Laarln«  w 
zufolge 

ist»  und  bestimmt  nun  Ak  dadnrch,  daM  man  erat  F^Hm)  ent- 
wickelt and  hierin  x=zO  nimmt  Beide  Metboden  sind  aber  iaM- 
fem  mangelhaft,  als  sie  oft  gsmig  in  ein  Labyrinth  tor  RcdH«| 
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hinefaifllhrM,  aus  welebm  die  gmntkiß  independente  Form  dar 
Reihencoefücienten  nicht  mehr  herauszufinden  ist,  und  als  besten 
Beweis  dafür  wird  man  *?evviss  die  bekannte  Thatsache  <4elten  las- 
sen, dass  es  unzählige  Heihenentwickelun^en  giebt,  deren  Coeffi- 
cicnten  noch  j^ar  nlciit  independent  beÄtiuiint  sind,  obschon  die 
1  unktionen  au  aiclx  unter  die  weniger  complicirten  gehureiiy 
wie  s*  B. 

(^^) '  Cr+T^+^jl '  Lüi f  ^yl '  ™* 

Der  Grund  dieser  Erscheinung  liegt  übrigens  liklit  tief;  der  lieber- 
gang  von  einer  Recursionformer  zur  independenten  Formel  ist 
ninuidi  ein^riei  mit  der  loteffration  einer  Gleichoiig  swieclien  end- 
Me«  DWerenzen,  alse  nit  einer  IfanipvkitioDt  die  bd^anatRcfc 
immer  einifje  CJnuit&ode  Terursacht«  wenn  man  aicfat  m  gfOtteren 
Mitteln,  wie  z.  B.  zu  bcstinmiten  Integralen,  greifen  wiH;  ver- 
sucht man  dagegen  die  Austübrung  der  successiven  DlfiTerenzia- 
(ton  von  F{:r),  so  geht  man  zwar  einen  sehr  direkten,  aber  oft 
äusserst  best  h\\ei  liehen  Weg,  weil  begreiflicherweise  f^^Jfcr)  ein 
verwickelterer  Auc^druck  als  das  eigentlich  gesuchte  /''^^)(ü)  sein 
mvMj  find  es  beitamit  genug  ist,  dase  eelbst  einlache  Funiftfoneu 
mitonter  eebr  Terwicirelte  holiere  DifferenxialqaotienteD  geben. 
Diese  Schwierigkeit  Lisst  sich  offenbar  dadnrcb  vermeiden»  daee 
man  nicht  auf  die  Entwickelung  des  allgemeinen  Differenzial* 
f|notienten  F^^'^Cr)  ausgeht,  sondern  gleich  von  vorn  herein  den 
spezial  isii  t  e  n  Diflereiizialquotienten  /'\*J(Ü)  /ii  Ix  kominen 
sucht;  diess  ist^  da  man  in  Heziehutig  auf  Null  niclit  diäerenzi- 
ren  kann,  nur  möglich,  indem  man  den  fraglichen  speziaiisirten 
Differenzialquotienten  auf  die  gleicbfalU  speziaiisirten  Differeuzial- 
qaolienlen  anderer  und  awar  einfaelierer  rnnktionen  sarSefcfSbr^ 
und  dieses  Verfahren  fortsetzt»  bis  man  auf  so  einfache  Funktio- 
nen stosst,  dass  sich  ibre  speziaiisirten  Differenz! alauotienten 
onmittelhar  entwirf^eln  lassen.  AVje  leicht  dieser  GedauKe  in  \\g-  ^ 
len  Fallen  ausl'dlirhar  ist,  mögen  die  nachlolgenden  r^ntersuchuu- 
sren  zeigen,  die  einigen  Reichthum  an  Reihenentu ickeiungen  dar- 
bieten und  zugleich  Tiir  verschiedene  wichtige  CoefBcienten  (z.  B« 
die  Facultäten  coefficieuten  nebst  ihren  Snezialwerthen  — 
den  Bernoulli*seben  Zablen  — V.  dergl.)  die  independente  Be- 
stimmang  liefern. 

S*  h 

Entwickelung  von 
(^))  * 

Denken  wir  uns  unter  g^(^)  eine  Funktion,  die  für  sich  allein 
mittelst  des  Theoremes  von  M ne  JLanrin  fai  efaie  Petenaenffelbe 
venrnndelbnf  sein  wMe»  also  ven  der  Ferm 
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-f  «k« -I- «•«* -f' • 

krt|  M  hat  mn  ideotiadi 


und  wenn  nun  %  nicht  Null  ist,  die  Funktion  g>(a;^  also  für  j;=0 
nicht  Tembwindet,  so  kann  man  den  smiteii  Faktor  reebter  Baad 
in  eine  Reibe  verwandeln»  die  mit  der  Einheit  anfängt  nod  aack 
Potenzen  von  x  fortachreitet.  Da  es  »ich  mithin  Immer  n»  n 
eine  IDntwickelang  von  der  Ferm 

bandelt,  so  dOrfen  wir  ohne  Beeintricbtiguog  der  AllgemeialMit 

voraussetzen,  dass  sich  in  dem  Ausdrucke  ^^j^^j^" die  1? udWu» 
9(d;)  fdr     =sO  anf  9(0)=i  reduzireu 

Bezeichnen  wir  9(0;)  kurz  mit  y,  so  ist  mittelst  des  Binomiai* 
tbeoremes 

f_i_V-<i--_  1  

+ eit)*+i(y-l)*+H  (-«}*+a(3f-l)*+a+ 

und  wenn  man  sich  im  zweiten  Tbeiie  der  Reibe  für  ^—1  mm 
Werth  fr,.r  f  a^^s-i^....  gesetzt  denkt»  so  erbftlt  man  ein  Renlttt 
von  der  Form 


=  l  +  ( -  +  + .... + 

wo  es  auf  die  Wertbe  der  Coefficienten  L,       N  etc.  nicht 
ter  ankommt.  Die  vorstehende  Gleichung  differenziren  wir  kvi 
in  Beziehung  auf  ^  und  setzen  dann  xssQ;  es  verschwiodesdai 
die  mit  L,  M,  JS  etc.  behafteten  Glieder  und  bleibt 
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= 1 1+  (-n),  (y- 1)  +(-«)s(3^-         + (-«)t(^-l)*l  J  («0)  • 

Die  eingeklammerte  Reihe  ist  einer  iür  unsere  Zwecke  wichtigen 
TmnvISmKition  fähig,  die  darin  besteht,  dass  wir  die  Potenzen 
von  3f— •]  auildsen  und  alle  entstebenden  Glieder  nach  den  Polen* 
sen  von  g^^s)  oi^oen.  Man  indot  noo  aaf  der  Stelle 

i+(-»)i(r-i)*(-»)t(y-i)*+-+(-«)*(y-i)* 

=  1 

+  

Tind  durch  Vereinii^og  aller  gleichartigen  Glieder  entsteht  luerai» 
die  neue  Gleichung 


1  +  (-ti)i(3^-l)  +  (-702(^-l)H....+(-»)*(i^-l)* 

=5 iSiy  4-       + .....  +  Si^, 

worin  irgend  einer  der  mit  5  bezeichneten  Coefficienten»  etwa 
Sis  dofoi  folgende  Formel  b^tlnuvt  wird: 

Si  =  ("Hiiio  -  (-ft)i+i         +  (-it)H^«+2).  

...  +  (-l)k-.(-.n)i(*+^fc-i. 


Dieser  Ausdruck  lässt  sich  bedeutend  zuaamroenziehen»  wenn 
die  bekannten  Gleichongeo  beachtet: 

""i+T"*  = X  ' 


Man  erhält  dann  für  i^i  die  neue  l  orm: 


,  («  f  0(n-|-t'4-l) ....  (n-f 
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and  durch  Snamlrmg  Am  «higaklanusfrien  Reilie*) 

•dar  endiidiy  iiidm  man  dnrchgünglg  BinoMintcodfcwrtu  att 
poüittfeni  £xpoDeoten  bMatnl: 

Die  Formel  2)  gestaltet  eich  non  bei  umgekehrter  Anotdmnig  der 
Glieder  rechter  Hand  wie  folgt; 


wobei  die  Reihe  soweit  fortzusetzen  ist»  ble  sie  von  seM 
abbricht« 

Subetitolren  wir  die  obige  Formel  in  die  Gleichung  1),  diffe« 
renzlren  jede«  einnelne  Glied  and  setcen 

3)  [/>*/J(o)  =  lI>^9>(^no)  =  Qk, 

eo  gdangen  wir  angenhyddlch  «i  dor  Formel 


*)   Bezeichnet  oniii  mit  Ar  den  Ausdruck 

•  (g-H)(g+2)...«^H') 


to  flndet  man  lehr  loieht  4w  Bezlehaiig^ 

g(tf4-i)C/z+2)...(<i4-r) 

Far  r=0,  1,2,  .....  {g — 1)  und  durch  Addition  aller  so 
GleichuDgeu  ergiebt  sich,  indem  man  A^y  für  1  rechnet: 

•dar  VMioge  der  Bedootung  von  ilr : 

i.a  1.2.3....^ 

_(g-t-l)(g4>2)...(g-H) 

wovon  hn  Torte  Smt  «aeji^  toA  4:ä=k^  Gohnmch  gomacht 
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«reiche  die  Eatwickelniig  too  --7^  Mgiebt«  sobald  man  die  Dif- 


renilalquotleiitoi  von  fpix)*  9>(a:)^  ete.  oder  wenisttene  die  flir 
«=0  elatieteiuleii  Spemtweitlie  dereeUbeD  fieden  kaiiiL 

£io  passendes  Beispiel  bierza  iuidet  die  Anoabme 

9(«)=.2(e'+i)t 
wo  die  Bedingniig  ^csl  erfiUlt  Ist  8etet  man  nimUcb 

so  ist 

FA=(-l)H(«+^)o(«+Ä-i)*<?*---(«+^)i(^+^--^)*--x^*-i 
und  man  iiat  zugleicii 


=  p[M»+Ai(*-i)»+ V*-«>»+-.]. 

Für  n=:l  gäbe  diess  eine  indepeudeate  Beätiuiinung  der 
BemouUi'scheD  Zaldes. 


EntivicIieluDg  vou 


(^(ar)) 


Wfr  setien  hier  voraos»  dass  ^(d?)  eine  mit  gleiehselfic 
veiMModeode  FenkÜon  ist,  weldbe  aussei  da«  die  BigessaheR 


besitzt^  dasfi  fdr  jr=:0  in  die  Einheit  ubergeht,  wie  z.  B. 
wen  ^sp)  eise  Reihe  von  der  Pom 
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bildet  Weodto  wir  die  Fainela  d«i  vorigwi  Paiignqte  «tf 


liöii  Fall  y(a.)  =  ^^^^  ao,  80  ergiebt  sich  sogleich 


and  4aria  iat  Qh  doicb  di«  Fenwl  bcafinuit 


Man  kafon  derselben  eine  andere sForm  geben,  welcbe  iiir& 
DiSerenxwtion  einer  Polens  ven  ^(s)  sUeia  verlangt.  £6  istniB* 
lieb  Identiseb 

mitbin  bei  (/t-f*/;)inatiger  DifTerenziatioD,  indem  man  die  bekannte 
Regel  ftir  die  Dliecenziatioii  der  Producte  anwendet» 

.„+(A+it)4A(A-l)...2.1.ß*  (j^y 

Fb  x=0  TeiwiliwindeN  linker  Hand  die  GMer  uä  i» 
nahme  de«  letxteo  and  ee  bleibt  ' 

oder  endlieh 

L"^*  /  J(0)-  (Ä+l)(*+8)~(*+*)  • 
Der  Werth  ven  ^  «UU  daaeadi  fegende  Geeleltt 

„  _  [Z)>+*»(a:)*](o) 
''*-(A+i)(A+2)...(*+A)" 
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Neimen  wir  belspidireis 

wodurch  die  für  ipCr)  angeriebenen  Bedingungen  erfüllt  sind, 
ist  nach  Nro.  1)  jeder  Coefücient  iü  der  Entwickelung 


n  n  n 

augenhUckUcb  bestimmbar,  nämlicb 

+ (ii+Ä)a(»+*-3)iHB  Qk-^  - 
vod  darin  gilt  fiGlr  Qh  die  Formel 

oder  bei  AuelBbrung  der  aogedenteteo  DiSereiuiatloii 

®^  (ifc+l)(Ä+2)....(it+/0 

An  die  Formeln  4)  und  5}  knüpfen  sich  einige  sehr  hefiilfrft«ii8* 
werthe  Folgerungen  >  die  wir  im  nächsten  Paragraphen  aus  einan- 
der setzen  wollen. 


$.  3. 

Die  Facultäiencoefficienten  und  die  üeru ouili 6chen 

Zablen. 

Führen  wir  für  die  sogenannten  Facultäteocoefficienten  die 
folgende  Beselchnung  dn: 

1)  wix-l-l)  (ar+2)  (a:+3) ....  (of-^'n-l) 


so  ist  es  sehr  leicht  eine  HecursionsCormel  für  dieselben  y.u  ent- 
decken. Indem  man  nämlich  die  i  acultät  des  nächst  höheren 
Grades 
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ahif— ito  Im  Ganzen»  andererseits  nin  das  Produkt  w^-n  mA 
der  Mheren  Faaütlt  anslelit,  hat  man  die  Gleklioog 

n  n  n 

und  aus  dieser  folßt  durch  Idefitificirung  der  beiderseits  zu  3^^^ 
gehörenden  Coefficienten : 

«-f-l     n  n 

Um  mn  m  einer  indeoeadenten  BeeÜnauins  ven  A  au  geUngen 
gehen  wir  folgenden  Weg. 

Bezeichnen  wir  die  Bemoulli'schco  Zahlen    ^,  tk. 

mit  B^,  B^y  Bi,  etc.  so  gilt  bekanutikb  lür  siie  zuischea  —2« 
und  4-2:s  liegenden  a  die  Gleichung 

dieselbe»  ane  welcher  Laplaee  eine  ladependente  BestioMMDs 
ven  All  (Jk  gerade)  berleltele.  Indem  er  die  in  der  Femd 

postulute  1;  fache  Integration  ndttebt  einee  eefcr  speMlen,  w 
eben  auf dieFvnktlen  fassenden  KunstgnffiNi  ausflibrie. 

Deolct  man  sieb  beide  Seiten  der  Gleichung  3)  auf  die  nie  Polei» 
erbeben»  se  erglebt  sich  ein  Resultat  Ten  der  Fotm 


wo  es  nun  auf  die  Bestimmung  der  mit  A  bezeichneten  CoeS* 
cienten  ankommen  wOrde.  Um  für  dieselben  zunächst  eine  Ke- 
ciTrsionsformei  zu  erhalten»  differenziren  wir  die  Gleicliiuig  ^ 

wohei 
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s 

^(A)=«(Ä)"~tiE=:T-  pS?] 

"  v'"-*>"^  (if«-l)«+i 

zu  setzen  ist«  uod  multipliziren  darauf  mit  x\  es  irird  «o 

«(e£ri)(i--^)--«(i£.i)"^ 


Linker  Hand  kann  man  die  Formel  5)  zweimal  bemitzen,  einmal 
geradezu,  das  andere  Mal,  indem  man  an  die  Stelle  von  n 

treten  lässt;  führt  man  diese  kleine  Rechnung  aus  und  vergleicht 
Sftobfcer  die  Coefficicieoteo  von  ,  so  findet  man  die  Recursioos- 
fonuel: 

Besondere  Aurmeiionnikeit  Ter^KeM  die  n  emleA  CmÜ* 
deuten  in  Mro.  6),  Air  welefae 

also  überhaupt  kleiner  als  n  iet.    Setzt  man  nämlich  Hir  die- 


»  Im' 

so  verwandelt  sich  die  Grleichung  6)  in  die  folgende: 

% 

ans  der^  Vergleichnns  mit  Nr«  die  IdeetiUtt  von  2b  und  Ct 
Iblgl*  Man  Iwt  demnach  die  bemevkenawevthe  fSr 

235  >  a;  >  -  2» 

geltende  Formel: 


üiyiii^ed  by  Google 


Will  man  eine  indepeodetite  Beätlminung  sSromtlicher  mit  Ä 
beieiciiDeteB  Coeffietenteo»  m  ia%  nacb  Ciro.  &)  uomlttelbar 

wo  «ich  linker  Hand  die  Diferenziation  nach  den  Formeln  4)  irad 

5)  des  vori'jf^n  Par.M'rraphen  ansfülireri  lässt.  Für     < /i  j^iebt  dies« 

die  indepeodente  Ee^Umiiiaiig  der  FacuJtatencoeÜicieuteQ,  deoa 

m  » 

man  hat  iiaeh  Nro.  7)  nad  vermlSge  der  Identitftt  tor  2h  uad  A: 

d.  i.   umgekehrt  bei  Benutzuug  der  Symbule  für  die  Binomiai 

eeaiSdenteos 

D^iegea  ist  Air  nssl  vnd  eia  gerades  jfc>l  nach  Nie,  4): 

.10)  i»*-.=(-i)**-l/>»(?=i)i„. 

Mittelst  der  Formeln  4)  und  5)  dea  Torlgen  Paragraphe»  eiMt 
man  nan  ans  Nro.  9)  folgeude  iodepeadente  Beatinii&uDg  der  Fe* 
enItiiteDooefBcieateii : 

woriD  Qk  nach  der  Formei  bestimmt  wird : 

Fiir  71  =  1  tind  ein  seradea  iS;  folgt  daraus  lär  die  Betaeatti> 
scbeo  Zahlen  die  Formel 

13)  Ä*-l=(-l)i*-U(^+l^^^*-(^+^)lö*■n+(*+l)a«*-a-^]' 

Wir  gehen  im  nächsten  Paragraphen  einige  Reihenver 
gen*  bei  deueo  die  Facalt&teneimucieQtea  vorkemmeo. 


»17 


Entwickelung  von  ^ 
11(1  + *)J-.  »nd  [jlifF)!- 

1.  Denkt  man  sich  beide  Seiten  der  für  l>a:>  —  l  gelten- 
den Gleichung 

auf  die  mte  Poteoz  erhobeo,  so  entsteht  ein  Reeultit  ven  der 

Form. 

1)  [1(1  -  -I-  Agfi^^  - ... , 

wann  noch  die  mit  A  bezeichneten  roefiicienteii  zu  bestimmen 
wären.  Man  gelangt  zu  diesem  Zwecke >  indem  man  die  analoge 
GleichuBg 

■ 

m  f  1  m  ]  2.  m-f  3 

[1(1  =  J<^«'+i—^ia;"'+*  -f  ^a«"*  *^  - 

dlileieMiit  wad  das  Ergeboiss  mit  (1  +  ^)  mnitiplisbt;  man  findet 
hierdurch 

(m  +  l)[Kl+^)]- 

myi  m^2,  »"+3 

=(!+*)[  (w  +  0-^0«'"  -  (»» + 2}i4ia;"*+i  +  (j» + 3)  J^ar-H-a  _  . 

Indem  man  linker  Hand  die  Gleichung  1)  benotet,  rechts  die  an* 
gedeatete  Multiplikatton  ausfährt  und  nachher  die  Coefilcienten 
▼ecgheicht,  erhält  man  die  Reeursiensfofmei 

(m+Ä+l)  Ak  =(m+l)Jifc  + 


welehe  mitteist  der  Substitution 

1  1 


in  die  folgende  üljei&jeht: 

Aus  der  Vergleichune  derselben  mit  iVro.  2)  des  vorigen  Para- 
graphen fiilgt  angenhwckiich 


uiyiii^ed  by  Google 


■rithfai 


m^k   m-f  k 


Substituirt  man  diess  in  die  Gleichung  1)  uüd  beachtet,  dass 

^=1  sein  inaM,  «0  hat  mo  iBr  !>«>— 1  die  UAm 
•ntwiekaiung 

•jit»  7t*' 

5»  WH-)]-=*--j^--+»  +  (^i+5|ä^,--+^-." 


oder'Mck 


rl(l+£)-|-_  "^^ 


E«  


»+l)(Mt+2) 


Von  diesea  GleicliuDgeii  kann  die  erste  dienen,  wm  eiaeniA 
Potenzen  von  1(14-^  foKscbreitende  Reihe  in  eine  andere  umzo- 
setzen,  u eiche  nur  Potenzen  von  x  enthält*  Als  Beispiel  o^meo 

wir  die  S  o  !  d  u  e  r'sche  Formel  fifr  den  fntegrallogarithnius  TOO  «-ft 
Setzt  man  nämlich  dem  Taylor 'ficheu  Theoreme  zufolge 

5)        ü(a+z)=\\(a) +  IaiZ +  1         J       +  ^. 
so  kt  durch  Differeoziation 

Söldner  beslimmt  di«  Coellicienten  A  recursiv;  nill  man  eme 
indepen()pM(<>  Fürniel  daffir  gcivioneo.  M  beachte  uaaa,  dan  lUr 
linker  Uaud  stehende  Ausdruck 

1  1  


'0+0 


ist,  und  benutze  jetzt  die  Forroel  3),  iuflem  man  x=^*-undm=I, 
2,  d  elc.  setzt.  Ordnet  man  bieisiif  alle  Glieder  meli  Petnn« 
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von  I  und  vergleicht  die  so  entstehende  Reihe  mit  der  tmterNr.ß) 
vorkommenden,  so  findet  man  sehr  leicht  eioe  independente  For> 
mel  für  einen  beliebigen  Coeilicienten  Ah 

n.  Aus  der  Gleichung  4)  ergiebt  sich  durcb  koMt^e  Difis* 
reuziaüou  nud  oachberige  INuUiikining  von  a : 

X  ^  J(o)  (m+«K«i+a)-..(«+*) 

•dar  idraar  ««»gediflckt: 

Wem  «a  aicb  bud  danm  kaadtlto  den  Anadnicfc 


ia  eine  Poteuzenreihe  zarerwaadeio,     würde  man  setzen  können: 


n 


und  es  i«t 

HkMT  Itat  sidi  das  Theoren  4)  in  $.  J.  anwenden»  indem  man 

nimmt;  man  bat  dann 

wobei  Qh  nach  der  Formel 


1(0) 

* 

za  botimmeD  sdn  wOrd«.  TermOK«  der  aiebentea  Formel  iet  Mm 


(-1)*  H«. 


uiyiii^ed  by  Google 
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■ 

n 

mitilia,  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formel  fiir  Ak  eiasetzt: 

9)  At^^ — -^^^^ — c*  ^^^^y^ —  a 

und  diess  ist  insofern  eine  independente  Bestimmung  von  Akt  aU 
die  FacnltitencoefBcienten  naomehr  independMit  MtfmiBt  Ihi 
Die  BedlDgUDgen ,  unter  welchen  die  Gletciiting  8)  ficbtig  Ueib^ 
bestiminen  slcii  leicht  ane  der  Beii|eflnivg*  daes  ztnftehst 

♦ 

gesellt  werden  kann»  wenn  nSmlich  die  Determinatien 
10,  i>iJj2±*)>_l  „der  2>IS±^  >0 

erflilit  iat  Denkt  man  eick  weiter  in  der 'obigen  Heike 

gesetzt,  80  muss  die  weitere  Bedingung 

11)  l>a;>-l 

ptatt  finden;  nach  Ausiühniiig  der  angedeuteten  Potenzirün»CT 
xMirde  man  nun  tiie  Reihe  8)  wieder  erhalten  und  es  gilt  letite« 
«laher  für  alle  welche  den  Bedingungen  10)  und  11)  gleichwi- 
tig  geniigen;  hieraus  findet  man  leicnt 

12)  l>ar>-0.8. 

Hl.  Aus  der  Gleichunic  8)  ln><st  sich  noch  eine  aul'  den  f»* 
tegrallosa^ithmus  bezugliche  Formel  ahleiten,  die  nicht  gaoz  oiioe 
Interesse  Ist.  F(fr  iissl  iat  lOmneh 


uiyiiizcd  by  Google 


woM  die  CoelBcieBtoiibe«toaimig  dufch  dto  Fofmel 

angegeben  wird.  I^IuUi^iiziri  maü  die  Gleichuug  13)  mit  du;  und 
integrirt,  m  Mffi 

Um  linker  Hand  die  Integration  anssnfÜlwen»  eetien  wir 
autUn 

s^e*-^l   und  dx:=:dz; 

es  wird  dann 

mitbin»  wenn. der  Werth  von  e*  nieder  eingeaetzt  wird: 

119  Ii  [  (1  +  x)^]  -  Ii  [1  +  j:]  +  CoDst 

Uro  die  Constante  an  beatimneB,  laaaen  wir  In  NeU  ftberge- 
lien  und  haben  dann 

17)  Lw  tlUO'^«)^]-l<  [i^a^il-l-Conet^O. 

Tbeil  Will.  » 
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Der  Gränzwerth  auf  der  linken  Seite  bestimmt  sich  durch  An- 
wendung der  bekannten  Formel 

Ii  (w)=  0,5772156  +  1  (Im) 


+1  1  +2  1.2 


man  Gndet  nHralich 


Ii  [  (l+o:)«]  -  Ii  [1  +.t]  =  I  PI(1 - 1  [1(1  ] 

•2-1  l(l+.r)  ,22-1  [l(i-f.r)P  ,  23-1  [l(l-fa:)]3  . 
~T      1      +    2         1.2      +     3       1.2.3  ^ 


wo  die  rechter  Hand  vorkommende  Differenz  kürzer  durch  12  aus- 
gedruckt werden  kann.  Für  a:  =  0  geht  die  rechte  Seite  in  12 
über,  und  die  Gleichung  17)  wird  demnach 

12  +  Const.  =  0 ; 

mit  Nr.  16)  verbunden  giebt  diess 

18)  li[(l  +  ar)2]-li[l  +  a:J 

wobei  wie  früher  x  zwischen  1  und  —0,S  enthalten  sein  muss. 


§.  5. 

Die  Facultätencoefficienten  mit  negativem 

Exponenten. 

Versteht  man  nach  Crelle's  vortrefflicher  Bezeichnung  unter 
(r,  +1)»»  die  Facultät 

i(r+l)...(i+7i  — 1),  j 

80  mu88  man  bekanntlich «  um  nicht  inconsequent  zu  werden» 
unter  dem  Symbole  (r,  + 1)~"  den  Ausdruck 
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.  .    .  .  1  

(z-i)(«-2)(j:::3).-.(*-ii) 

begreifeu*);  dwm  ited  4eh  eiente  M»  «ine  Mck  Fotenaen  Toa 
7  fortsciirelteade  Reibe  vervrandelD,  sobald  2>9t  ist«  und  man  wird 
dabar  «aUjprech^d  4«ui  FrühereD  zu  setseo  babans 


1) 


(«-l)(i-2)(i-3M^^) 

1        -«1  -«1 

=*Ca5i+  (i"^r  + ft"5ri-T+*^ 


aderßr2:sjp»  wo  diib  i^<^  seio  rnnat: 


■ 

Diese  Gleiebvng  tebSit  «üb«  aur  Bea^Auatiiig  der  CoedGcienteB  C 
braachbarere  Form,  wenn  Man  sich  zunächst  an  folgende  Ar  gaasa 
positive  II  und  beliebige  a  geltende  Gieicbung  ermncrt; 

«(a+l)(a+2)(a+3)..(a+n) 


^<fb^  »1  _,  %  ^  ^3 

von  welcher  ich  im  9ten  Tbeile  de«  Archivs  S.  377.  (von  Fomal 

1 

10.  ab)  einM  efehietitartii  Beweis  gegebeil  habe.  FQr 
geht  die  vorstehende  Gleichung  in  die  foigende  übet: 

und  wenn  man  die  GImchn&g  2)  an  Htf  fe  nimmt: 


')  S«p|»iMMate  aaaa  madiam»  Wörtetbaeb}  Arlikel  Facaliat. 


uiyiii^ed  by  Google 


U24 


(-))•!. 2..n  fCilJ- +  CiiJ^>  +  Ci|3»+«  +  ~] 

Oer  Goefficient  Ci^ergiebt  sich  nun,  indem'man  beiderseils(ii-|-i)Ml 
Aimniirt       MelibM  fas£^  Mtil«  nimllcb  am  b«t: 


— n 


(- 1  )«1 . 2 .«  n .  1.2  C* 

oder 

M  mpgtkehrtor  AQOfdnttng  der  «IngiUMUMvIea  Railie  irtMtfck 

wobei  il  nldit  Ueioer  ale  ii  edn  kaan,  wie  ans  Nre.  1)  vaaMel* 
bar  herforgefat 

Die  so  ebeo  entvrickette  Formel  weist  anmitteüftar  auf  dsi 
Sfinsaniiaenhang  swiscben  den  Faculttteacoefficieatea  positiver  wA 
negativer  Exponenten  hm.  Schreiben  wir  für  SO  ist  aSafidl 
durch  V  ergieichuDg  mit  der  l^  ormel  12)  in  3.: 

»-(*  +  i)(ife+2)..,(Ä+Ä)-  EO 

anÜhia  aaeh  Formel  11)  in  f  3.: 


m  , 

5) 

Am  den  FacultSteDCoef&denteii  uegativer  Exponenten«  die  nach 
der  Formel  4)  ttnniiftellMir  bestimmt  werden,  lateen  eich  aleo  mtt- 
telat  der  vorstehenden  Relation  die  Facnltiteifeoeffidenteo  positi- 
ver Exponenten  herleiten. 

Wir  geben  schliesslich  noch  eine  kleine  von  n=^4  bis 
n=^-f9  gebende  Tabelle  der  Facolt&tencoefficienten,  von  welcher 
die  Einrichtung  unmittelbar  klar  sein  wird: 
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71 


IV 


-  III 


—  II 


Q  = 


a  = 


Cr  = 


,   i.  _ 
1 


10 


65 

350 


1701 


7770 


35105 


149750 


627501 


6 


25 

Iii  *Ji.iiii  >«•  1 


1  liak 


90 


301 


966 


3025 


9330 


28501 


15 


31 


63 


127 


255 


511 
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ComUnatorlsclie  Ilaratelluag^  der  Mf 
beruiiKswertlie  eines  KeU 

Von 

Ucrrn  F.  Bartholoiaäi 


Wird  ein  KetteDbrodi 


nach  der  g^wöhnlicbeo  Art  in  6in€&  gemeinen  Bmdi  irerw 
•o  erbäit  man: 

(    PiPuPzP^PbPn  +  PiPtPzPA  +  PiPiV^Pt 

[^PlP^^PiP^  -tPzP%  ^P9P6  +  W6  +  1 

!PiPzP4P6Pt  ^P%PzPa 
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Es  ergi(^bt  sich  nun  äogleich,  «la^s  ficr  Zähler  sowohl  als  der 
Nenner  eine  Summe  von  Produkten  aua  den  Purtialneunern  ist» 
diese  Produkte  Combinationen  ans  den  Partimlneunern  sind» 
uad  das8  diese  CombinafioDen  naeh  einen  besttmiiitoii  Geeetze 
gebildet  werden  müssen.  Indem  wir  das  Cteseta  ans  anserm  Falle 
empirisch  zu  bestimmen  suchen,  bemerken  wir,  dass  zur  Bildaag 
des  Zählers  sammtliclie  Partialrtenner,  zur  liildiiTi'^  des  Nenners 
nur  die  Partialnenner  vom  zweiten  bis  sechsten  beitragen;  wir 
bemerken  ferner,  dass  der  Zähler  nur  Combinationen  der  sechsten» 
vierten  und  zweiten  Klasse,  der  Nenner  nur  Combinationen  der 
fünften»  dritten  und  ersten  Klasse  hat,  und  dass  bei  der  Bildung 
der  Combinatienen  beim  Fortschreiten  »ir  n&chsten  CeropiesleB 
das  nächstfolgende  Element  tibergangen  wird.  Wir  erhalten  dem« 
nach  Combinationen,  in  welchen  eine  BJaaae^ —  das  Wort  im  wei- 
testen Sinne,  nämlich  auch  fiir  die  Klassen  einer  Klasse  £rebraucht 
—  um  die  andere  iibersprnni^pn  wird.  Nennen  wir  s»oiche  Com- 
binationen alternirende,  m»  erscheint  der  Zahler  des  reducirten 
Kettenbruchs  als  Inbej^rilT  saiaiallither  alternlrenden  Combinatio- 
nen vom  ersten  bis  sechsten  vermehrt  um  1,  der  Nennei  als 
Snmn«  simmtficher  Gombloationen  der  Partialnenner  Tom  aweitea 
Ida  aecbaten.  Bieseiehnen  wir  also  die  aitemirenden  Combinatio« 
nen  der  ntten  KlaM6  ans  den  Partialnennem  wom  rten  bis  aum 

m 

üeo  durch  C,  so  ist 

A       4  e 

C  +  C  +  C  -f  1 

jm        i-n      i>s  »1.6 

C  +  6  +  C 
ftie    %%  i.e 

Hier  ist  <fle  Symmetrie  des  Baoes  Im  Zlblsr  durch  das  letat» 
Glied  «estSrt.    Der  Portgang  der  Klassen  Mrt  ans  damof, 

i  =  C  zu  sstaen*  Dadurch  wird 
1.» 

«       a      a  o 

C  -f  c  +  f :  +  C 

1.6        1.6  ^ft 

^  =  Ä  n  I 

2.6       2.5  2.6 

W  enn  wir  hiernach  die  allgemeine  Formel  au&tellen,  so  erhal- 
tan  wir 

2n      211—2  2it— 4  2  O 

C+C-fC+.+  C-fC 

^    1.2w       1.2f?       1.2n  „^j:?Ü_L^ 

—  a»-l    2»- 3    2n-b  3  1  * 

C-l-  C+  6 +....+  6  +  C 

2.2ti      2.211    2.2«  3.211  2.2a 
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tu— 1      itir— 3  «  1 

+    C  +   6  +...  +   C  +  C 


wobei  an  setzen  ist  Diese  Formeln  laasen  sieb,  da  ihr 

Bifdunsssatz  an  ^ich  klur  ist,  vereinfachen,  wenn  wir  den  Inbegriff 
sSnimtlicher  alteriiirentien  (Kombinationen  cler  Parftnln*^nner  von 
rteii  bis  zum  ^en  durcb  C  bezeichnen.  Denn  dann  erhalt  mao 


....  (1) 

Es  entsteht  nuM  die  Frage  ^  ob  die«e  emplrlscb  gefondeoo  Fmi 
richtig  ist 

It. 

Aus  dem  Begriff  der  alternirenden  Combim^ooeii  ergiebt  sieb, 
dass  cllesellien  .«sowohl  vom  rten  bis  siim  tteUg  als  avcb  TOn  itca 
bis  zum  rteu  Gliede  alterniren: 

C  =s  C.  .  .  .  (2) 

r.t  •t*r 

Die  Fragen  nun,  welche  uns  hier  in  Bezug  auf  die  aitem- 
renden  Combinationen  angehen,  sind: 

X)  wie  aus  den  Combinationen  der  ßlenenta  troii  2ten  bis 
Ilten  die  Combiaaticmen  aus  den  Elementen  vom  Iten  bis  ^iteti 
oder  allgemein,  w!o  ,tiis  roniMnafionpn  aus  den  Eleni#uteD 
vom  rten  bis  iten  die  Coiubiuutionen  vom  (r^J)teD  bis  za»  iti» 
abgeleitet  werden  können; 

2)  wie  aus  den  Ceiiibliiatbn«n  der  Elemente  vom  Itea  bii 
Uten  die  Combinationen  der  Elemente  vom  Jten  bis  znm  (n'\-l)ttii 
oder  allgemein,  wie  aas  den  Combinationen  vom  rten  bis  Iten 
Elemente  die  Conibinntionen  vom  rten  bis  zom  ((<|-l)ten  £leiiiaie 

gefunden  werden  können. 

Die  Elemente  seien  «i,      e^,  e^,.,.en,  enj^  und  die  ciaMl* 

nen  rombinafionen  nn'ip^cn  a!s  Produkte,  der  Complex  dersefbcn 
als  kSuniine  der  Combinationen  angesehen  werden  —  was  offenbar 
erlaubt  ist,  da  das  Produkt  und  die  Summe  imiuei  \^  ieder  im  all- 
gemein combinatoriiiirben  Sinne  gcuommeu  werdeü  kann. 

Nun  wird  offenbar  Caus  CerhalteiiyWeanallefiComplexionen  vont 

das  Element  S|  vorgesetzt  wird  und  von  den  Comple:doneD  t«i 
C  diejenigen  beibehalten  werden,  welche  nicbt  mit  anfange 

2  n 

d.  h.  es  ist 


uiyiii^ed  by  C'fKic^Ie 


C  =         +  C  (3) 

i-ü  Sa  9.« 

£beo«o  ist  aligemein 

C  =  Cr-i .  C  +  C 
fr-l).t  r.«  (r+l).f/ 

C  =  f  r  .  C  +  C  ^"^^ 

veicfae  Formeln,  wie  leicht  ersichtlich,  oi|r  dano  richtig  sind,  weiiu 

0 

C=l  gesetst  wird* 


Hiermit  und  wegen  de«  Satses  (2)  ist  sagleicb  die  andife 
^nge  erledigt  Es  Ut 

C        C  .  €n  "f"  C  (3^ 

C  —  C  ,  Bt      C  .«•••  •  (6) 

!§  aei  nun 


Ä+J_ 

I 


c 

B  'n  =z    (8) 

ft.« 

robei  sich  C  auf  den  Zeiger  ;>i ,  p^,  ,  p^^.  -.pn  bezieht.  Durch 
ucceäöive  Anwendung  des  v^atzeä  (3)  eriialtea  wir; 

C      p^.C-^C  c 

•  1.«  a.n     S.n  ,  i\.n 

Tr= — c — =i^  +  -c"' 

a«  «i» 


-jr=l:-p-=l:— ^  . 

a.«  a.»  S.«    4*11  .  4.n 


9.a 
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C        C  jO'  . 

c  -*  Tf"*>k.C+  6-  c 

U.  W.« 


woraiw  folgt: 


luitbiD  tat  B'n  =  Bn  oder  die  Gleichung  (1)  ist  richtig.  Zu  deiB- 
«elbeu  Resultat  geiaogt  mm  9  weon  man  de»  Kettentewii  ih> 
ilditet  - 


Iii. 


Unser  Satz  hat  ein  doppeltes  Interesse.  Einmal  tiSroncb  ist 
es  sehr  leicht,  mit  Hßlfe  der  alterntrenden  Combinationen  jeden 
Näheruogsvvertb  des Ketteobruchs  unmittelbar  linden;  zweitem 
aber  iat  die  combinatortsche  Auflösung  unserer  Aufgatie  die  «* 
rarfiofflidie,  d.  h.  annfttelbar  aus  der  Natnr  der  Verbindoog 
dTer  raÜalDenner  abgeleitete.  mim  alae  andb  die  bebaanli 
dependeate  AuflOeimg  eatbaltea. 

Sind  Bn-xp  Bmp  Bn^i  drei  auf  einander  folgenden  MimiSi' 
werthe  dee  lk«Mttenbrucha»  vod  aetien  wir 


so  ist 
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Fftr  die  Benuttimg  unserer  Formel  zur  nirküchen  Berich 
ong  der  jN&beniogswertlie  dOrfte  sieb  folgemUs  Schema  empfeh- 
m  Es      z.  B. 


5+1 

r+  1 
«+ 1 

3+2. 
3 


Nmmt  1  5  4  6  3  2 
13  3  4  5  6 
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C 


t  = 


c 


c  = 


5 

c 


9 


1 

c 


23456 
234 
236  I 

256 
456 
2 
4 
6 


1.5.4.6.3.2 
1.5.4.6 
1.5.4.2 
1.5.3.2 
1.6.3.2 
4.6.3.2 

1.5 
1.6 
1.2 
.  4.6 
4.2 
32 
1 


5.4.6.3.2 
I  5.4.6 
I  3  5.4.2 
5.3.2 
.  6.3.2 
5 


720 
120 
40 
30 
36 
144 


5 


6 
2 
24 
8 
6 
1 


720 
120 
40 
30 
36 
5 
6 
2 


1142 


959 


1142 


959 
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Der  Paseal'sche  lielirsatx  in  seiner 
Anwendung  auf  ilie  geometrisclie 

Analysis« 

Von 

Herrn  Planck, 

Repetenten  an  der  pol^tecbnischen  Schule  zu  Stuttgart. 


1. 

Der  Pascarsche  Lehrsatz  lässt  folgende,  seinen  Beweis  und 
sein  VerstiiTulniss  orlrirbterndp ,  iwd  zugleich  fSa  die  gOOmetriscbe 
A^naJ^sis  «ehr  i'ruchihare  Fassung  zu. 

Lehrsatz.  Wenn  AB  und  A'B'  Projectionen  einer 
und  derselben  Sebne  eines  Kreises  auf  eine  und  die* 
selbe  Gerade  tou  zwei  Punkten  C  und  O  des  Krelsea 
ins  sind,  so  int  von  jeder  andern  Sehne,  von  wel(>her 
n  demselben  Sinne  AB  eine  Projection  ist,  auch  A'ß' 
iiae  Projection. 

Beweis.  Zu  der  Geraden,  auf  die  projicirt  wird^  und  die 
vir  den  Grundschnitt  nennen,  ziehe  man  Parallelen  durch  die 
Endpunkte  Dy  E  einer  Sehne  des  Kreises.  Diese  Parallelen 
reffen  (Taf.  IV.  Fi«?.  2.)  den  Kreis  in  1\  G,  und  FE,  DG 
reffen  den  Orundschnitt  in  ilf  und  N.  Ist  nun  AB  eine  Pro« 
eetiea  von  DE  to«  Punkt  C  des  Kreises  a«s,  so  slnd^  weil 

ACß=^  DFE^BM£z:=AJ!fD, 
M  Uteieclie  AGB,  BME^  AND  einander  ähnlich,  und  man  bat 
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Diese  Ausdrucke  bebaleen  Ibreo  Wertb»  felgDeli  die  Paaktil 
nnd  iV  ibre  Lage  für  jede  andere  Sebne,  toa  wekber  ab 

Projection  betrachtet  werden  kann.  Somit  ist  das  System  der 
Sehnet),   fflr  welche  AB  gemeinschaftliche  Projection  ist,  kein 

anderes,  als  das  schon  durch  die  Punkte  31  und  iV  br. stimmte 
System  von  Sehnen  ,  oder  es  ist  ü  i)  e r  h  au  j»  t  j  e d e  P roj ectioa 
einer  Sehne  dieses  Systems  zugleich  eine  eeinein- 
schaitiiuhe  Ptojectioii  alier  autlero  Sebueii  ue» 
Systems. 

Eine  «weite  Efzeagungsart  ffir  ein  solches  System  von  Sei- 
nen er^riht  sich,  wenn  nirin  in  Taf. IV.  Fig.  2.  noch  AE  und  BB 
zieht,  die  den  Kreis  in  //  niul «/ schneiden ,  und  hedenkt,  dass  AB 
auch  eine  Projection  von  C/J  und  CJ  ist,  dass  somit  diese  Seh- 
nen dem  System  der  Sehne  DE  zugebüren.  In  der  Identität  ilie* 
ser  zweiten  Erzeugungsart  mit  der  unmittelbar  aus  dem  juuge* 
sprochenen  Satze  folgenden  liegt  aacb  die  Identitilt  dieses  Mm 
mit  dem  Pascal*scnen  Lebrsats. 

Zugleich  zeiirt  diese  zweite  "Rnfstehnnijsweise  eines  Systems, 
wie  man,  wenn  drei  Sehnen  gegeben  sind«  die  Gerade,  die  üUi^ 
als  Cxrundscbnitt  zugehört,  finden  kann. 

Als  unmittelbarer  Znsats  ergiebt  sieb  noeb,  dass,  wümebe 
Sebne  eines  Systems  durch  den  Pol  des  Gmndschnittes  geht, 
alle  andern  Sehnen  des  Systems  durch  diesen  P«l  gehen  müsseo. 
weil  alsdann  nach  der  Lehre  TOD  der  Polare  die  l^tmkte  M  vU 
N  zusammeDfalleu. 

Auch  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  im  allgemeinen  Fai, 
wenn  ein  Endpunkt  der  Projeetion  einer  Sebne  gegeben  Ist,  4s 
andere  Endpnnlct  eine  doppelte  Lage  haben  kann,  wibrend  nuo 
für  eine  durch  den  Pol  gehende  Sehne  nur  einen  zweiten 
punkt  der  Projection  erhält.   Jede  Projection  einer  durch  den  Pf^' 

Sehenden  Sehne  krum  als  Projeetion  der  Sehne  von  zwei  Teudlk' 
enen  Punkten  des  Kreises  aus  betrachtet  werden. 


II. 

Erste  H  n  nptan  f  f)  n  h  c.  Die  gemeinschafti  iche  Sehne 
zweier  Systeme  ndti  Selinen  zu  finden,  deren  jede^ 
durch  seinen  Gruudschnitt  und  eine  der  Projectiaß^ft 
<j  e  IT  f j  e  n  i  8 1. 

Oder:  Einem  Kreis  ein  Vi(?reck  e  i  n  zubeschreilfiÄ» 
dessen  vier  Seiten  durch  vier  gegebene  Pun kte  gekei 
solle  ii. 

Auflösnnsf.  Man  denle  sich  die  jresnrhte  Sebne  auf  ^ie 
beiden  Grundscbnltte  so  projicirt,  dass  der  Scbnittpuakt  0 
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selben  ein  gemeinschaftlicher  Endpunkt  der  Projectionen  ist.  J)ie 
beiden  andern  Endpunkte  P  und  Q  (Taf.  \.  Flg.  l.)  werden  sich 
dann  bestiiiuiien^  da  das  System  der  gesuchten  Sehne  in  Bezug 
Mf'  beide  Grun^hnitte  gegefeeo  ist  Selnieidet  PQ  den  IM« 
in  R  und  5,  OR  und  OS  aher  in  T  und  so  sind  Rü  Uf^ 
ST  zwei  gemeinschaftliche  Sehnen  beider  Systeme.  Als  beaon« 
derrr  Fall  erscheint  die  Aufgabe:  Die  Sehne  eines  Systems 
zu  tindeu,  die  durch  einen  ges^ebenen  Punkt  srebe. 
ISach  I.  ist  nämlich  jede  JSeline ,  die  durch  den  gegebenen  Punkt 
geht,  von  gegebenem  System  in  Bezug  auf  die  Polare  des  Punk- 
tes. Eine  Auflösung  dieser  Aufgabe  unter  der  Form:  Einem  Kreis 
slo  DreUek  einsvbescJkrellisD»  dessen  Selten  dvrcli  drei 

Seg ebene  Punkte  gehen  seilen,  findet. men  s.  &  in  van 
winden« 

Bei  Auflösung  der  Aufgabe:  die  Sehne  eines  Systems 
zu  Ii  Tiden,  die  einer  gegebenen  Geraden  parallel  sei, 
tjitt  au  die  Stelle  der  Polare  der  zu  der  gegebenen  Geraden  senk- 
reekte  Kreisdurchmesser,  die  Construction  uleibt  aber  wesentlich 
dieselbe. 

üebrigens  lassen  sich  die  beiden  letzten  Aufgaben  unabhän- 
gig von  der  Hauptaufgabe  zieniürh  einfach  mittelst  Benutzunc^  der 
Punkte  jU  und  A  lösen.  Namentlich  \vird  man  die  zum  Gi  und- 
äciinitt  parallele  Sehne  eines  Systems  dadurch  erhalten, 
dass  man  von  J\J  oder  iY  Tangenten  an  den  Kreis,  und  durch 
deren  Üeröhraogspunkte  Paralläen  sitm  CSfundscknltt  siekt- 


IB. 


Mittelst  des  Bisherigen  ist  man  im  Stande,  wenn  gege- 
bene Sebne  so  projicirt  werden  soll,  dass  die  Projecfion  eise  ge* 
gebene  Bedingung  erffille .  der  gegebenen  Sebne  eine  andere  Yon 
demselben  System  zu  substituireo ,  welche  eine  für  die  Ltemig 
der  jedesmaligen  Aufgabe  bequemere  Lage  bat. 

Bieber  geboren  folg^de  Angaben: 

1)  Eine  Sehne  so  zu  projiciren,  dass  die  Projeetion 
eine  gegebene  Grüsse  kabe. 

Auflösung.  Man  substituire  der  gegebenen  Sebne  die  zum 
Grundschnitt  parallele  Sehne  desselben  Systems.  Den  Punkt  des 
Krmses ,  voo  dem  ans  sich  diese  Sehne  in  der  verlangten  Weise 
projieirt,  wird  mau  erkalten,  uenn  mao  ein  Stfiek  gleich  deni  ge- 
geben m  auf  dem  Grundschnitt  beliebig  aufträgt,  über  dieser 
Grundlinie  ein  Dreieck  construirt»  dessen  Seiten  durch  die 
punkte  der  Sehne  geben,  und  durch  die  Spitze  dieses  Dreieck;i 
eine  Parallele  zum  Gruudscboitt  zieht. 
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Eine  Lösung  der  Aufc^abe  für  den  Fall ,  dass  es  eine  zum 
Grundschnitt  parallele  Sehne  des  Systems  gar  nicht  i^ibt,  (dieser 
Fall  wird  eintreten,  wenn  die  beiden  Enrlpunkte  der  gegebeaeu 
Sehne  auf  verächiedeoen  Seiten  de^  (iruudäcboitts  liegeo)  wird 
in  IV.  folgOQ.  .  . 

wl)  Eine  Sehne  so  zu  projiciren,  dass  die  Pro- 
jection  durch  einen  gegebenen  Punkt  den  Crrnod* 
«chnitfe  in  gegebenem  Verbfiltniee  getheilt  wird« 

AtifiÖsunsj.    Auch  hier  ist  die  benuemste  Lage  der  Sehne 
diejenige«  welche  zum  GrunHRf^hnitt  parallel  ist.    Man  wird  diese 
Sehne  in  dem  gegebenen  \  erli.iltniss  theilen,  den  TheilungspunLt 
durch  eine  Gerade  mit  dem  gegebenen  Punkt  des  Grundschnitteti, 
verbinden,  und  Tom  ScbniU  dieser  Geraden  und  des  Kreises  aus! 
die  Sehne  projiciren.  ; 

Eine  Tweifp  Anflrjsnnir  namentlich  fifr  denFaH,  das«  es  keino^ 
zum  Grundschnitt  parallele  Sehne  des  Systems  gibt^  ist  folgende 

Man  substitnire  der  gegebenen  Sehne  diejenige,  welche  durch 
den  gegebenen  Punkt  des  Grundschnittes  geht.  Es  sei  (Taf.  V. 
Fig.  2*)  DE  diese  Sehne,  F  der  gegebene  Punkt,  Aß  die  ge- 
suchte Projection.  Wfthit  man  dann  den  Punkt  G  mit  DE  89,  dase 

DF:FG=ÄFtFB,  I 

so  ist  BG  paraliei  zu  AC,  und  folglieh  | 

GBE=AC£, 

demnach  der  Punkt  B  leicht  zu  bestimmen. 

Vfevü,  die  Entfernung  eines  Endpuulctee  der  Projecfioa  vm 
einem  Punicte  des  Grundschnittes  zur  Entfernung  des  andern  End^ 
UttlUes  von  einem  andern  Punkte  des  Grundschnittes  ein  gen 
enes  Verhältniss  haben  soll,  so  hat  man  nur  die  Entfernung  oei 
beiden  gegebenen  Punkte  in  dem  gegebenen  Verhältniss  zu  theil 
ien,  iini  auf  die  bereits  gelüste  Aulgabe  zurückzukommen.  Sine 
die  beiden  Punkte  des  Grundschnitts  diejenigen,  in  denen  dei 
Grundschniti  dem  Krei8  begegnet  (Taf.  V.  Fig.  3.),  so  iässt  siel 
die  Aufgabe  folgendermaesen  fassen :  i 

Es  soll  eine  Gerade  gezogen  werden»   auf  welebej 

vier  gegelx  iic,  in  einem  Punkt  sich  schneidende  un 
hier  die  Winkel  u,  ß,  y  bildende  Gerade  drei  Stiick 

abschneiden,  von  welchen  da??  mittlere  eine  2:e sieben 
CrTisse  baije,  während  die  beiden  andern  ingegebenoa 
Verhältniss  zu  einander  stehen» 

.  Yen  dieser  Att%nhe,  in  etwas  aiidefer  Femi  gefaset»  ist  wt 
Rurxeui  in  diesem  Afvhiv  eine  Lüsung  gegeben  wirden.  • 

4 
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Es  kfime  nun  die  Aufgabe:  eine  Sehne  so  zu  projici- 
iitiü,  dass  das  Rechteck  aus  den  beiden  Stucken,  in 
Iw^lehe  die  ProjectIoD  durch  einen  gegebenen  Punkt 
dti  G^rundscbnittes  getbeilt  wird,  einegegebene GrOsso 
baba  Von  dieser  Aufgabe  sind  wir  mittelst  &»  fiisberlgen bloss 
feinden  bssondem  Faii  au  losen  Im  Stande. 

3)  Eine  Sehne  so  zu  projiciren,  dass  die  Projection 
mit  einer  zweiten  gegebenen  Sehne  auf  einem  Kreise 
liege. 

Auflösung.  Mao  suche  die  Sehne  Tom  System  der  ersten, 
welche  durch  den  Schnittpunkt  der  zweiten  und  des  Grundschuit- 
tes  geht.  Projicirt  man  die  gefundene  Sehne  so,  dass  sie  mit 
ihrer  eigenen  Projection  auf  einem  Kreise  liegt,  so  liec?t  diese 
Projection  auch  mit  der  zweiten  der  gegebenen  Sehnen  auf  einem 
kielte,  und  die  Auigabe  ist  gelöst.  Der  Punkt  aber,  von  wei* 
dien  ans  alle  Sehnen  sieh  so  projiciren,  dass  sie  mit  ihrer  Pro- 
jectbn  auf  einem  Kreise  liegen»  ist  der,  lo  dem  die  Tangente 
panMel  zum  Gruadachnitt  ist 


IV. 

Die  in  I.  für  AN  und  BM  gefundenen  Ausdrücke  behalten 
ibita  Werth  nicht  nur  für  jede  andere  Sehne  des  gegebenen  Krei* 

ies,  von  welcher^/?  als  Projection  betrachtet  werden  kann,  son- 
dern sie  behalten  ihren  Werth  auch,  wenn  man  AB  nis  Projection 
einer  Sehne  eines  anderen  Kreises  (von  einem  Punkte  dieses 
kreises  aus)  betrachtet,  für  welchen  die  Produkte  ADxAC, 
Kx^BC  ihren  Werth  beibehalten.  Die  geometrische  Bedingung 
üeifoD  Ist  entweder,  dass  der  s weite  Kreis  dem  Grundselmltt  in 
jieBseibeii  Punkte  begegnet»  wie  der  erste,  oder  dass  der  Mittel* 
pmkt  des  zweiten  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  des  ersten  In 
pTner  rwm  («rundschnitt  Senkrechten  liegt,  und  die  vom  Fuss- 
l  unlito  dieser  Senkrechten  an  die  beiden  Areise  gea<^enen  Tan« 
^e^tsp  der  Grösse  nach  gleich  sind. 

Sonach  erweitert  sich  unser  Hauptsatz  dahin,  dass  durch  den 
ftgeiienen  Kreis  und  den  Grundschnitt  ein  System  von  Krei- 
itn,  irod  dttreh  den  Punkt  M  oder  N  hi  Bezug  auf  jeden  die- 
let Kreise  ein  System  von  Sehnen  bestimmt  ist,  deren  Jeder 
«mpiA  dasselbe  System  von  Projeetlonen  sugehürt 

'      Htedurch  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  in  Fallen,  uo  sich  in 
im  gegebenen  Kreise  keine  die  Löi^ung  der  Aufgabe  wesentlich 
er^^ternde  Lage  einer  Sehne  ermitteln  lässt»  auf  einen  anderen 
Cberzugebeo,  und  sich  dort  die  bequemste  Lage  der  Sehne 
■9  Systems  herauszusueben.  Dabei  werden  folgende  swei  Haupt- 
Hirl  Sur  A  nwendung  kommen.   Man  wird  entweder  I)  dem  ge- 
?^weea  Kreis  denjenigen  des  Systems  substitnirea«  der  die  i« 
Mjtkm  /V  errichtete  Senfcreehte  betöhrt,  oder  man  wird»  wenn 
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diess  nichi möglich  ist,  2)  dem  eegcbenen  Kreis  denjeoi^eD  des 
Systetns  '  substitüiren ,  dessen  JMHielpalikt  im  OraAdscfiöttt  liegtJ 
Im  erstem  Falle  lässt  man  an  die  Stelle  dor  gegebenen  Sehnil 
des  gegebenen '  Kreises  den  zum  Grundschnitt  parallelen  Durclij 
messer  des  neuen  Kieisos  treten,  im  zweiten  Fall  einen  Diircli' 
messer,  dessen  La^e  sv^r^n  den  Grundschnitt  Yon  der  Lage  dei 
Punkten  J/ (oder  iV)  abhängt.     .  _  >  ' 

Als  erstes'  Beispiel  kanh  die  Losung  der  Aufgabe  ij 
in  III.  für  den  schon  besprochenen  Fall  dienen.  Ulan  findet  dej 
dem. System  zugehörigen  Durchmesser  des  neuen  Kreises^  wie 
Taf.V.  Fig.  4.  zeigt.  Ist  Aß  die  gesuchte  Projection  des  Durch 
messers  DE,  und  O'  die  Mitte  von  Aß,  so  sieht  man  leicht 
dass  QCJO'^AOIJ,  dass  somit  das  Dreieck  OCO'  gegeben  isi 

Man  wird  bei  dieser  -Gelegenheit  bemerken,  dass  Jede  Prel 
jection  des  DuTchmessers  DE-  als  Durehmesser  eines  Kreises 
trachtet'  nerdeb  kann,  der  dm  Kreis  O  unter  dem  Winkel  AOJä 
schneidet.   Ebenso  kann  die  Projection  des  zum  Grutidschrntt  para 

lelen  Durchmessers  eines  Kreises  afs  Durchmesser  eines  Kmsd 
betrachtet  werden,  der  den  ersten  berührt. 


V 

I 

Zweite  Haupt  au/' ff  fi  ff  e.  Die  «^emeinschaftfinhoPrd 
jection  für  zwei  gegebene  8ehnen  zweier  Kreise  z^ 

finden.       '  •    ,  -  < 

•  ■       .     -  •  i 

Oder:  Ein  Viereck  zu  construiren,  wenn  gegebei 
eine  Diagonaie  der  Lage  nach,  die  i hr  gege  nüberiie 
gen  den  Winkel  und  vier  Punkte,  durch  welche  die  vim 
•Seiten  gehen  sollen. 

Auflösung.  Nach  IV.  wird  die  Aulgabe  auf  eine  der  dri 
folgenden  steh  -zurdckföhren  lassen.  Es  soll  die  gemeioscliaftliidi 
Projection  gefunden  werden 

1)  fiir  die  zum  Grundschuttt  parallelen  Durchmesser  zweie 

Kreise;  | 

2)  für  den  zum  Grundscfanitt  parallelen  Durchmesser  ^ne 

Kreises,  und  einen  Dtirrbmesser  eines  zweiten  Krei6es>  desse' 
Mittelpunkt  im  Grundschnitt  liegt;  i 

3)  für  zwei  Durchmesser  zweier  Kreise,  deren  Mittel,pwil 
in  Grundschuitt  liegt.  -  t^ 

Nach  der  Schlussbemerkung  zu  IV.  aber  lassen  sieh  dte 
Aufgaben  folgendermas^en  fassen:  i 

I 

1)  Einen  Krri'«  zu  r  o  n  s  f  ni  i  r  e  t» ,  dessen  MitteIpnnlJ 
auf  einer  gegebenen  Geraden  (dem  Grundschnit^ 
liege,  und  der  zwei  gegebene  Kreise  berühre. 
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2)  Einen  Krei«       con«truireD»  der  eiiieitillflijf^lfe- 

»en  Krt?is  berühre,  einen  zweiten  unter  gegehenem 
^Vinkel  schneide,  und  dessen  Mitf  j»nnkt  auf  einem 
jegeheneu  Durcbineflser  des  letztem  ikreises  liege. 

3)  Einen  Kret»  xn  constroiren,  der  stre|  gesehene 
iCreia^  unter  gegebenen  Winkeln  ncfan^ide«  und  ae^sen 
Hittelpunkt  auf  4j9m  gemeinnchaftliclien  Darchmeeaer 
leider  Kreise  liege. 

Die  elementare  Lösung  von  Aufgabe  1)  wird  ali$  bekannt  vor- 
(»sir<  .^et'/t  werden  durfon.  A«fgal>e  2)  wird  man  mit  lipichtigkeit 
I  l  all  zuriieUlühren,  wo  d^r  ^r-i^phene  W  inkel  ein  rechfer 
;L  Am  meisten  Schwierigkeit  macht  Aull^ahe  3).  8ie  lassst  sich 
tif  die  Form  bringen:  anf  dem  gemeio^chaftlicnen  Durchmesser 
veier  Kreise  einen  Punlkt  zu  beetimmen,  sn  deen  die  Differenz 
tfr  TOn  ihm  an  die  beiden  Kreise  gezogenen  Tangenten  eine 
egebene. Grosse  habe.  Sind  (Taf.  V.  F|g.  6.jt  OP  und  O'P' 
le  rtnlbiiips^pr  der  boiden  Kreise,  Q  dor  gesttchte  Punkt,  so 
cbneiden  <iie  mit  den  l:Jathmessern  OIJ  und  O'iJ  beschrirbencn 
Ireisböcen  auf  <ien  in  P  und  P'  PTTwUlvivu  Scheiteltan*»eutpn 
wci  Stucke /^it,  P'R'aU,  gleich  den  \im  Q  an  die  beidt;n  Kicise 
ezogenen  Tangenten.  Macht  man  Jetzt  PS =0/^',  Sogleich 
er  Differenz  (ter  Tangenten,  so  ist  OR^- RTrzsOR-i- (^B* 
tOty»  Man  bat  sonacn  Aber  OT  als  Grundlinie  ein  Dreieck  zu 
iistruiren,  dessen  Spitze  auf  der  in  P  errichteten  Scheiteltan- 
L'ute  liest  und  dt^ssen  beide  andere  Seiten  zusammen  glMcb  00' 
j)d,  eine  bekannte  Aufgabe  dei  iüementargeemetrie« 

Als  besonderer  Fall  unserer  Hauptaufgabe  erscheiut  z.  B.  der 
»Igendef  Ein  Vierecli  zu  construiren,  wenn  gegelbie« 
lue  Diagonale  der  .Lage  nach,  mit  den  ihr  gegenüber* 
egenden  Winkeln -und  Ecken;  Man  Ireifamt  auf  diese  Auf» 
ibe ,  wenn  die  beiden  ursprünglich  gegebenen  Sehnen  dem  Grund» 
ihnitt  parallel  und  der  Grösse  nach  gleich  sind. 

Die  Hauptbedeutung  unserer  Auigabc  wird  sich  im  Fuigcndeu 
igen.  '  •  •  ' 


VL 

Wir  werden  nun  die  ein  Syntem  von  Prujectiooen  ehn* 

Icterisirende  Bedingungsgleichung  aufsuchen,  und 
^rbei  besonders  den  FatI  berücksichtigen,  wo  man  ein  System 
a  Kreisen,  bat«  die  den  Grundschnitt  schneiden. 


Es  sei  (Taf.  VI.  Fig.  1.)  DE  die  Sehne»  welche  projiciri 
i  und  im  iJebrigen  iUles>  wie  in  I.,  so  hat  man 
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Sind  12  und  S  die  Punkte,  in  welchen  der  GrundscImiU  dem  Kreis 
begegnet,  so  Uit 

JJhcACisABxAa,  mixBCzsBRxBS, 
und  maii  hal 

oder 

:s(AR+BB)(AS^BS^'-ABxAS+BBxi$ 

Setzt  man  ÄU=zu,  liU^ß,  BS=y,  folglich  ÄS=ii+y,  so 
hat  man 

RS +üfir==2  H'^i'lp^ , 

«TP 

RS+MIS  _  ßiaj-fi'H')  _AS  £R 

Für  den  FaU»  dam  die  Ptokte  B  unA  8  swiscken  ü  wd ifüT 
geo »  erbilt  man  ebenso 

M^±ilS_AS  AR 
MN-MS'-'  SS  '  BR' 


vn. 

Die  io  VL  gefundene  Bedlttgongeglelebtliig  för  ein  System  Tt« 
Projectionen  enthält  nicht  nur  einen  neuen  Beweis  fHr  aüeij 
Bisherigen  aiifiüostellten  Sätze,  sondern  sie  gibt  denselben  asA 
erst  ihre  wahre  Bedeutiuig.  £s  Ut  nemlich  das  durch  die  Glacinai 

AS  AR  ^ 
BS  BW^^ 


ausffeflprochene  Verhältnlss  kein  anderes,  als  dasjent!^e,  wetcbes 
in  der  neueren  Gponietrie  unter  dem  Namen  eines  anharmo« 
fichen  V erhält i^^i8es  vorküimiit,  weil  es  für  K^l  zu  einem 
barniooiscben  Verhältnisse  wird.  Man  wird  hiedurch  auf  eine 
iiene>ToiiiKrei8  nnabb&ogige,  rein  llnleKrefiraaugangs* 
art  eines  Systeiiis  tod  Projectioneti  ia  dem  bisher  bespro« 
ebenen  SIhd  nlogefriesen.  DisMbe  .ist  in  /olgeiideik  Lebte  ata 
entbatteo. 

Wenn  (Taf.  VI.  Fi^;.  2.)  AB  die  Projection  einer  he-, 
grenzten  Geraden  DE,  die  .veriiängert  den  Grurid- 
scbnitt  in  jS  trifft»  von  einem  Punkte  C  einer  Geraden 
aus  ist»  die  den  Grondsebiritt  in  E  trifft«  se  findet  fflr 
jede  Lage  des  Pnnictes  C  aaf  dieser  Geraden  die  Glei- 
chang  Statt: 

AS  AR^ 

Der  Beweis  seil  biercans*  wie  in  VI.,  gefilbrt  werden.  Man 
siebe  durch  D  und  E  Patallelen  zum  Grundschnitt,  die  die  Ge* 
nde  CR  in  F  und  G  treffen.  FE,  DG  treffen  den  Omndscbnitt 
in  M  nnd  iV.  Dane  ist»  wie  leicbt  zu  sehen» 

nnd  da  nur^  Alles,  wie  in  VL»  ist»  se  wird  mm  auch  die  dert 
geCundeoe  Gleichung 


AS, AR  RS±MN 


ffieder  erkalten.- 


Man  kann  bei  dieser  Gelegenheit  einen  Lehrsata  der  neueren 
Geometrie  herleiten,  den  wir  für  unsern  Beweis  hätten  benutzen 
können.  Ea  ist,  wie  die  Figur  zeigt: 


alse 


BS  EG 


Seboeldet  CR  die  4teade       bi      se  ist 


EG_EQ 
BQ' 


und  folglich 
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Nim  tot«  i«1e  leicht  sa  edbeii* 

«nd  naii  erhält  demnaeii  die  Gleichuog 

^  />Q     ns^MN     AS  AR 

Man  vergleiche  hierüber  die  Cveemetrie  von  Kuoie. 


VUL 


Da  sich  nach  VII  die  Aufgabe»  eine  liegrenzte  Gerade  von 
einer  zweiten  gegebevee  (Ueraden  aas  auf  den  Grundschnitt  eozn 
projlclren,  daee  die  Prejeetlon  eine  gegebene  Bedingung  erfülle,, 
anf'^die  Aufgalie  anriteMbren  hkssi,  eine  Sehne  eines  Kreise«  vn! 
einem  Punkt  dieses  Kreises  ans  in  der  verlangten  Weise  zu  pro*' 
jiciren,  so  sind,  wip  man  steht,  mitden  hisfjer  für  den  Kreis 
gelii^toik  Autgaben   eben  so  viel  aoaloi^e  für  den  Fall 
gelöst,  wo  8tatt  des  Kreises  und  der  Sehne  eine  uube- 
grenzte  und  eine  begrenzte  Gerade  gegeben  sind. 

Besonders  bemericenswerili  erscheint  hier  die  Aufgabe,  eine«' 
Dreieck  ein  Dreieck  cinzubeschreiben»  dessen  Seiten 
durch  drei  gegebene  Punkte  gehen  solleB.   In  Taf.  VL> 
Fig.  3.,        />,  E,  F  die  gegebenen  Punkte  sind,  ist  AB  sowohl 
eine  Projection  von  DL,  als  DF,  und  lolgücb  mUtelat  der  zwei- 
ten iiauptaulgabe  zu  bestimmen. 

Es  liest  sich  aber  sogar  die  allgemeine  Aufgabe:  Eiaea 
Heek  ein  neck  efnaabeacbreiben,  dessen  Seiten  durch 
n  |;egebene  Punkte  geh  e n  sollen,  nach  den  aufgestellten 

Pnncipien  lösen.  Da  jedoch  die  Losung  ])raktisch  nicht  wohl 
brauchbar  ist«  so  mOge  darüber  folgende  Andeutung  genügen« 


Wenn  Aß  und  BC  zwei  verschiedenen  Systemen 


ani^ehu- 


rende,  den  Endpunkt  B  aber  gemein  habende  Projecf Ionen  sind, 
so  wird »  wie  leicht  einsuseben ,  zwischen  den  Punkten  A  und  C 
eine  AhhSttgIgkelt  derselben  Art  Statt  finden,  inie  awiacheo  and 
M  oder  ß  und  C,  d.  h.  auch /IC  wird  einem  beetimmten  System 

von  Projrctionen  angehören.  Um  dieses  System  ireonietrisch  zu 
bestimmen,  hätte  man  zunächst  irgend  drei  f^ni;<^n  von  AC  zu 
zeichnen,  und  dann  die  Aut^al>e  zu  lösen,  wenn  drei  ProjecUo» 
Den  von  einem  System  gegeben  öind,^  das  System  von  Kreiffftf^ 
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auf  welcbes  sie  sieb  beziehen,  tu  fimles.  Die  iiOsapg  dieser  Auf« 
gäbe  enthält  der  Satz,  dass,  wenn  JB  und  A'B'  Projeetioqtp 
einer  und  deraolb^ft  Öehne  JJ£t  sind»  ADA' ^ BEB'  is^. 

Betrachtet  man  nun  z.  B».  .(Taf. .  VI.  Fi^.  4.)  das  Tiereclc, 
dessen  Seiteo  durch  die  Punkte  E,  F,  G  geben  sollen,  so 
gehurt  AC  sowohl  zu  einem  nnmittelbar  gegebenen  System  als 
Projection  von  />jEJ,  als  auch  zu  einem  mittslbnr  f^egebenen  Sjw 

steni ,  weil  Ali  Tind  HC  <je!2:ehcncn  Systfiiien  zn^ehören.  dem- 
nach ist  man  wieder  nnf  die  zv\  citc  Wuuptauikal)e  zurückgeführt, 
und  wird  diess  ebenso»  wenn  es  sich  um  ciie  allgemeine  Auf- 
gabe bandelt. 


IX. 

Wir  sind  nun  mit  den  Hauptanwendungen  zu  Ende,  und  ge* 
hen  noch  zu  einigen  besonderen  über,  zunächst  fGr  den  Fall,  wo 
ilie  Punkte  A,  S  harmonisch  liegen,  oder  wo  es  sich  um 

die  Projection  einer  durch  den  Pol  des  Gruodschnittes  gehenden 
Sehne  handelt, 

,  .{(nnSchst  ftUt  In  die  Augen,  -  dass  mit  den  bisher  gelösten 
Aufgaben  eine  Reihe  von  Aufgaben  in  Bezug  auf  die  Con- 
ttru^<;tipn  eines  System^  haxoioiiischer  Linien  getont  ist« 

'  Eine  Reibe  neuer  Anwendungen  aber  eröffnet  sich  durch  fol« 
Inenden  , 

Lehrsatz: 

Wenn  man  alle  Projectionen  einer  durch  den  Pol 
fies  Grundschnitts  gehenden  Sehne  von  einem  wiil- 
kührlick  angenommenen  Punkt  aus  wieder  projicirt 
Inf  sine  Gerade,  die  parallel  ist  sur  Verbindungslinie 
dl«Mn  PonitAes  und  des  Fusspunktes  der  vom  PliiI  auf 
len  Grundschnitt  gefftllten  Senkrechten,  so  Ist  das 
V^erhältniss  der  ncaten  Projection  nur  uweiten.  Ton 
fcnnntnnter  Grosse»       /  • 

Beweis.  Ist  P  der  Fusspunkt  der  Senkiecfalea,  ibigllch  db 
^itte-  von  MS»  so.  Ulsst  sieh  die  Gieiehong 

'    '  AS  AR  •         .     AS  _  AR  .  -  . 

in  der  Form  ,  schreiben 

APyPR  _  AP-PR  AP^PR_  PR^BP^ 

SPfFB"  PJR'-'BP    ^'^^'^    AP^Ptf^  PR^  BP' 

Hieraus,  erhält  man  unmittelbar 

oder  APx,BP=PJi^. 
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Für  den  Fali,  dass  der  Grundschnitt  den  Kreis  nicht  trifft,  erhalt 
man  leicht  auf  directem  Wege,  indem  man  die  durch  dien  Po^ 
parallel  zum  Gruadächuitt  gezogene  beboe  projicirt: 

wo       die  ¥00  Pen  den  Krtis  gexogene  Tangente  ist» 

m 

.  '  bt  Mm  (tut  VI.  Fht.  5.)  O  der  Punkt»  von  wekbev  m 

die  Projeetion  AB  projicirt  wird,  Q  der  Schnittpunkt  der  so 
Parallelen  ond  des  Grundschnitts,    ab  die  Prryection  von  AB, 
und  zieht  man  durch  A  oine  Parallele  sn  OP,    die  den  Pro* 
jectionastralii  Ob  m  C  trifft ,  ao  iat 

1)  AB=:AC^        2)  o^-^C^=^AC^^ 
und  folglich 

^  AB  _APxBP 
^  1S''-^P><PQ' 

ein  coDstanter  Ausdruck»  da  das  Prodoct  APxßP  coostaBt  ist 

Für  den  Fall»  dass  der  Punkt  O  selbst  auf  dem  Kreise  an- 

SenoBimen  wird,  und  O'  der  zweite  Schnittyninkt  von  OP  mit  dem 
Teise  ist,  ist  sowohl  /^ß^,  als  P2'^=zOPxO'P,  nnddfteOlei* 
chuDg  3)  nimmt  die  Form  an  i 

AB_  (yp 

*    oh  ^  PQ' 
Mit  Hilfe  dieeee  Satnee  wird  nu»  fölgeMto  A«%nhen  Ünü 

'  I.  Durch  einen  gegebenen  Funkt  zwei  Gerade  so 
zu  legen,  dass  sie  auf  zwei  gegebenen  Gerades  zwei 
iStüc^e  Fon  gegebener  Grösse  abschneiden. 

II.  Durch  einen  gegebenen  Pnnkt  swet  Gerade  zq 
legen»  die  mit  einander  einen  gegebenen  Winket 

machen  und  auf  zwei  i^ecrebonen  Geraaen  iwelStöci* 
von  gegebenem  Verbäitniss  abschneiden« 

Man  wird  in  beiden  Aufgaben  den  gegebenen  Punkt  als  den 
Punkt  O  unseres  Lehrsatzes  betrachten,  die  gegebenen  Geradea 
aber  als  diejenigen,  auf  welche  dort  projicirt  wird.  Den  Kreit 
wird  man  mittelst  der  Gleichung  4^»  die  den  Pankt  O'  gibt,  m 
struiren.  Bei  der  ersten  An&abe  bandelt  es  eich  dann  damf^ 
durch  den  Pol  eine  Sehne  zu  ßgen,  die  sich  von  O  aus  in  geee* 
bener  Grosse  anf  deo  Gruodschnitt  projicirt  ( Aufgabe  1)  in  in  ) 
Bei  der  zweiten  Aufgabe  wlitt  man»  da  die  Pfo^ctlensstmUei 
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einen  gegebenen  Winket  mit  einander  machen  sollen,  durch  den 
Pol  eiue  Sehne  vou  gegebener  Grosse  zu  legen  haben. 

Eine  direktere  und  htbsdbem  AMmg  tob  Aafgalle  h  ea^ 
häii  folgendor  LebimtSk 


L«]lfS«tB» 

Wenn  der  Grund  schnitt  den  Kreis  im  PunlcteP  be- 
rührt, und  es  werden  von  einem  wiliküh  rlich  ange- 
nommenen Punkt  O  aus  alle  Projectionen  von  einer- 
lei ^System  auf  eine  zu  ÜP  parallele  Gerade  projieirt, 
•o  ist  4ieso  «weite  Projection  irea  eonstaftter  GrOese. 

Bewaia*  Die  Gletchongea  1)  und  $  In  L  gebe«  io  diesem 

Fall 

woraus,  da  ABssAP^BP, 

APxBP 
MP^  -35 — 

Nbd  ist»  wie  in  IX»» 

"^-^^Jt^P' 

hier 

OPxPQ 


MP 


Der  Lehrsatz  läsät  eine  andere  Fassung  zu,  wenn  O  sellist 
auf  dem  Kreise  liegt  Usst  nas  neoilloii  alsdana  ah  sicli  fiwt- 
bswegen«  so  werdwi  Om  imd  .06  Isntsr  jSehae&  toh  «iaeiiei  Sy- 
sten  Stts  dem  Kreise  avsschneiden. 

Durch  Combination  dieses  Lehrsatzes  mit  früheren  Aufgaben 
und  Lehrsätzen  lasst  sich  nun  noch  eine  Reihe  von  Aufgaben 
losen»  die  wir  nicht  namentlich  auizuführen  brauchen. 


A  B  Ii  a  n 


Die  im  Vorhergehenden  bewiesenen  Hauptlehrsätze  lassen 
sicli  io  eioen  Lebrsats  snsarameiilaaseii.    Weno  man  dl' 


* 

ft^hn«  DE  eines.  |L#geIflcbuitts  von  dier  Peripherie 
des  Kegelschnitts  aus  auf  eine  Gerade  projicirt,  die 
dem  Kecfclschnitt  in  den  Punkten  R  und  N  hci^egnet, 
fi»o  ist  die  Abh<'in<;i  ^k  ei  t  zwischen  den  Endpunkten  J, 
der  Projectiou  durch  die  Gleicbiiog  ^iusgedrückt: 

AS  ,AR__^ 

Um  diesen  Satz  snf  dem  Wege  der  analytiscbeo  Geometrie  mue,- 

liehst  einfach  zu  erhalten,  nehmen  wifr  zu  Cnordinateoaxes  «0 
Gerade  RS  |^|d  den  der  Sehne  HS  zugeordneten  Dorchmesger. 
Die  Gleichung  des  Kegelscbniits '  iHrd  sieb  dann  In  der  Fona 
anschreiben  lassen: 

•  •  • 

Die  Ceordinateo  der  E^dpunlcte  der  gegebenen  Sehne  seien  (a,^ 
ond  (af,  V),  die  Abscissen  der  EndvonlÜe  der  Pmjectian  aber 
a^Q  und  OTf  Um  die  zwischen  ^r^  und  a^i  Statt  findende  Abhli* 
ffigkeit  zu  erhalten,  kann  man  die  Bedingung  anschreiben,  dstss 
die  beiden  projicirendon  («eraden  dem  Kegelschnitt  in  einem  und 
demselben  Punkte  begegnen.  Die  Gleichungen  dieser  Gerad«B 
heissen 

(a — Xq)  (y  —  b)=s  11)9  wobei  «*  — «•ss2p6  +  qb*^ 
(a'-iri)(y--60Ä^(A— a'),  wobei  a'*— «a=2/»6'  + ^6'«. 

Es  seien  (A',  1)  und  (X\  V)  die  C«ordinaten  für  dio  Kweiteo 
Schnittpunkte  dieser  Geraden  und  des  Kegelschnitts.  Dann  fia* 
det  man  dnreh  ^e  einriebe  Reebnnngs 

* 

'  Wir  Schreiben  jetzt  die  beiden  Gleidbungen  an  'j^a-p  vsi 
F='F%  und  erhalten  hieraus: 

1)  2pbb'(xQ—.ri)(,a:oXi~\-ci^ 

+  (V—  '^ö'ari  +        6'(jFt«  -  a*)  (V  ~  2a.ro  +  =0; 

uoraus  durch  Elimination  von  j/i      ^  , 
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Diese  Gleicbung' reducirt  gibt  ,  i  L  '! 

lind  ^^  enn  mau  mit  deo  uubraucbbaren Factoren  wegdividict»  erkilt' 

niao  endlich 

,  :  •  • 

".4)  <«aa^*- -yz:*'  'a^i)-tt?5=;jOl.  * 

eine  Gleblniogs  deren  geometrische  Bedeutirog  lefcht  se  erkeii- 
nen  isjU  ' 

Zu  bemerken  ist  noch ,  dass  in  der  vorausgesetsten  Gleichung 
des  Kegelschnittes  der  Fall  nicht  enthalten  ist,  wo  die  Gerade, 
auf  die  man  projicirt,  parallel  zu  einer  Asymptote  bt.  Die  Be- 
dingungsgleichung für  die  Projection  wird  aber  in  diesem  Fall 
besonders  einfVich:  namentlich  ist  bemerkensvverth ,  dass  die 
Projection  der  Sehne  einer  Hyperbel  auf  die  Asym- 
ptpte  selbst  voe  constanter  GrOsae  ist  Mao  kann  diesen 
Siia  leicht  ans  der  in  X. «bewiesenen  Eigensobaft  da«  Kfeiaea 
dnreii  Centralprojectten  deaa^ben  herleiten. 

Die  Umleehriing  unseres  Hauptsatzes  ist  foigeoder ,  sehr  leicht 
dlrelrt'ra  beivelsender  data.  •  D-er  geometrlaebe  Ort  eine» 
Punktes»  vom  dem  ans  eine  begrenzte  Gerade  sich  aul^ 
eine  zweite  Gerade  so  projieirt,  dass  die  Projeotio» 

nen  ein  gegebenes  System  von  Projectionen  in  dem 
bisherigen  »Sinne  bilden,  ist  ein  Kegelschnitt,  von 
dem  die  begrenzte  (»erade  eine  8ehne  wird.  Wird  ein 
auf  diese  Weise  gegebener  Kegelschnitt  von  einer  dritten  Gera- 
den in  den  Punkten  r  und  s  geschnitten,  so  gebort  nach  dem 
Hauptsätze  lede  Projection  ab  der  gegebenen  Sehne  anf  diese 
Gerade  zu  einem  bestimmten  Svstem  In  Bezug  auf  die  Ponirte  r, 
ju  Diese  Punkte  wird  man  in  jedem  efnzelaen  Falle  mittsM  der 
Miv«ltsn  Uauptaulgabe  bestimmen  können,  und  sucht  man  dann 
weifer  eine  Lage  von  ab,  die  einem  unmittelbar  gegebenen  Sy- 
stem von  Projectionen  zugehört,  so  bat  man  folgende  wichtige. 
Aufgabe  gelöst: 

Durch  zwei  gegebene  Punkte  zu' ei  Gerade  so  zu 
loijoii,  dass  sie  auf  zwei  gegebenen  Cjcraden  zwei 
Stücke  abschneiden,  welche  gegebe  neu  Systemen  von 
P  r  o  j  e c  t  i  o  r)  e  n  z  u  g  e  b  ö  r  e  n. 

Ein  besonderer  Fall  dieser  Aufgabe  ist  z.  B.  der,  wenn  ver- 
langt wird,  dass  die  beiden  gesuchten  Stücke  eine  gegebene  Urösse 
haben  sollen. 
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Zum  Schlüsse  möge  hier  noch  folgende»  mit  den  im  Vorher- 

gelieudeo  behandelten  Aufgaben  verwandte  Aufgabe  einen  Pl«ti 
□den.  • 

Man  soll  ein  Viereck  construiren»  in  dem  sowohl 
die  Selten,  als  die  Diagonalen  gegebene  Winkel  mit 
einander  machen. 

Bei  der  Aiifl5sung  smd  xwei  Hanptflll«  so  onteraclieideii. 

L  Einer  der  Winkel  des  Vierecks  ist  eio  überstompfer,  oder 
«faMprlogieDden 

Es  sei  (Taf.  VI.  Fig.  6.)  ABED  das  gesuchte  Viereck,  des- 
sen ;Seiteu  Aü^  BE  sich  in  C,  und  dessen  Diagonalen  AE,  BD 
sich  in  G  schneiden.  DE  nnd  AB  schneiden  sich  In  F.  Das 
DreieckilBD  betrachte  man  als  Paratlelprojection  eines  zweiten  Drei  ' 
ecks,  mit  dem  es  dieGrundlinie  gemein  hat,  die  drei  Transversalen, 
AG,  BC,  DF  aber  als  die  Projectionen  der  drei  Hohen  des  letz- 
tem Dreiecks.  Man  wird  dieses  Dreieck  zeichnen  können,  indem 
nian  durch  C  nnd  G  Parallelen  zu  DF  zieht,  die  die  Grundlinie 
in  c  und  n  treffen,  und  die  Schnittpunkte  der  in  c  und  a  errich- 
teten Senkrechten  mit  dem  üher  Ali  beschriebenen  UalbKreis  con- 
struirt.  Heissen  diese  Scfanittpankte  O  und  G*,  und  schpeMeii 
AO,  ß&  sich  in  D*,  BC  und  Aii?  in  so  ist  das  Dreleek 
ABD  mit  seinen  Transversalen  eine  Parallelproleetion  des  Drei- 
ecks ^^D' mit  seinen  Hüben,  nnd  demnach  GG*  parallel  zu  CC* 
Die  ATiTi^abe  wird  f?aher  sein,  (!as  Viereck  ABGu'  zu  construi- 
ren,  in  welchem  ausser  (ler  Seite  AB  die  Winkrl  AG'ßy  AGß 
und  die  Richtung  von  GG'  geti^eben  sind,  und  it)  dem  überdiess 
G'q  zu  Gy  sich  verhalteo  soll,  wie  C'c  zu  Cc.  Ein  diesem  Vier* 
eck  ähnliches  wird  man  bekommen,  wenn  man  ein  Viereck 
A'B'Ca  Gonstrairt,  in  welebem  A'CB'^^l^fL,  und  ACH'^AGB 
ist.  Folglich  Ist  die  Aufgabe  keine  andere,  als  die  am  Sehliis« 
an  V.  erahnte  und  mit  der  «weiten  Hauptaufgabe  gelöste,  filf 
welche  man  jedoch  in  diesem  speciellen  Falle,  noch  eine  einfa- 
chere Lüsnag  erhält,  wenn  man  sich  für  das  durch  die  GieichunK 

AeXeB  =s  Cc» 

ImtiaiiBte  System  yen  Projectlones  nach  IX.  einen  dorch  den 
.Punkt  €  gehenden  Kreis  verschafft ,  aad  dann  eine  Sehne  vom 
System  sucht,  die  sich  von  C  aas  unter  dem  Winkel  AGB 
prii»|icirt 

IT.    Die  Winkel  des  Vierecks  sind  alle  kleiner   als  zwei 
%    Hechte.   Die  Auflösung  wird  in  diesem  einfacher  scheinenden 
Falle  leider  complicirter. 

Es  sei  ABED  wieder  das  gesuchte  Viereck  (TatVlI.  Fis.  I.) 

und  die  Bezeichnungen,  wie  vorher^  so  wird  man  auch  jetzt  das  Drei- 
eck ABD  als  Parallelprojesti nn  eines  Dreiecks  ABD'  betrachte*» 
nnd  DF  r\Is  Projection  der  Höhe  D' F y  aber  nicht  mehr  AG  und 
BC  als  Projectionen  der  beiden  andern  Höhen.  Dennoch  bleibt 
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die  Constrnctton  im  Wesentliclien  dieselbe,  wie  im  vorigeo  FaU. 
Wühlt  man  uemlich  den  Punl^t  O  wieder  so,  das» 

uo  wild  Mcli 

werden,  weil  abdann  das  Viereck  ABEfD'  ein  Krvtovlereck  Irt 

(BE'F    BOe  ^  BAD') 

und  somit 

BG'g^BSyFiiizBAG'. 

8s  üid  sich  also  das  Viereck  ABG'G  durch  eiae  der  migva 

ganz  analoge  Construction  zeichnen  lassen.  Zn  bemerken  ist 
nocT! ,  das»  die  Aufj^abe  s\ch  in  folsrender  merkwürdigen  Form  fas- 
sen iässt.  Ein  Parallelogramm  zu  construiren,  dessen 
vier  Ecken  auf  vier  in  einem  Punkt  sich  schneidenden 
Geraden  aufliegen,  und  dessen  Seiten  gegebene  Win- 
kel mit  eiiiAiider  nseheii* 

Macht  man  nemlich  (Taf.  VIT.  Fig.  2.)  AF^  AG  parallel  tind 
gleich  den  vSeiten  CB ,  CD  des  Vierecks  ABCD,  so  ist  FBDG 
ein  f  araUelogrammf  weil  FjU  gleich  und  parallel  6r/>  ist 

* 

Interessant  fiir  die  beschreibende  Geometrie  Ist  der  Fall,  wo 
dieses  Parallelogramm  eis  Rodiieek  ist.  Zieht  man  aisdann  durch 
den  Scbttittpunkt  der  Tier  Geraden  eine  Gerade  parallel  zu  einer 
der  Seiten  des  Rechtecks,  so  wird  man  diese  Gerade  als  Spur 
einer  Ebene  betrachten  können,  in  der  zwei  Gerade  lieiren,  von 
welchen  das  eine  Paar  der  gegebenen,  (das  der  Spur  näher  liegende), 
die  Projection,  und  das  andere  die  ümklappung  in  die  Grund- 
ebene  vorstellt.  Man  hat  somit  die  Aufgabe  gelost:  Die  Ebene 
zweier  iu  der  Grundebene  sich  schneidender  Geraden 
zu  Undeo,  wenn  gegehes  Ist  1)  die  Projection  dei^  Gen 
raden  ttsd  2)  Ihre  Oaiklappung. 
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XXI. 

Wann  llefft  der  Scbwerpnnkl.  euee 
ebenen  Tiereck  es  aussci  halb  des- 
selben? 

■ 

Eine  Gelegeqlieitofjrßge 

beantwortet  von 

Ihr,  Wilhelm  Matzka, 

Prof.  der  Mftth*  an  der  Fmger  Uniterftität« 


1.  Senncmem VifTcck  (Tar.VlI.Fig.3.)eine  innere(4it»' 

selbe  zertheilende)  D  i  a  g  oii  ai  e  -.-1  (Jgezos:en,  und  seien  in  den  enteU' 
henden  Theiidreiecken  AJiC,  ACD  die  Schwerpunkte      G  dadmek 

naotite.  Dattn*  ist.  bekatitiilieh  dto  Strecke  F€r  eine  »ogenannte 
Schwerlinie  und  ^ird  durch  den  Schwerpunkt  M  des  gaozeo 
Viereckes  zertheilt.    Soll  nun  dieaer  Schwerpunlrt  asaser  lies 

Viereckes  Fläche  fallen,  so  mnss  dicss  schon  mit  einem  Tbelie 
dieser  Schwerlinie  FG  der  Fall  sein :  was  aber  mir  geschtbeo 
kann,  wenn  das  Viereck  an  einem  Greuzp unkte  der  xer* 
theilenden  Diagonale  A€,  etwa  an  C,  einen  eingehefi- 
den  Winkel  hui. 

%  Man  siehe  auch  die  äusaere  Diagonale  BD,  und  verlän- 
gere bis  zu  ihr  noch  die  innere  Diagonale  ACi    welche  sofort 
auch  die  Schwerlinie  FG   in  //  schneiden  mnss.    Dannt  3! 
Anssenuinkel  BCD  liege,   luu^  auch  schon  U  darin  lieg^o, 
lolgiicb 

EH^EC 
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•  I 


«ein.  So  wie  ottq 


ist  auch 


daher  aoU  sein 


also 


CJ^2EC    d.  i.  CJ^CA. 


Der  Schwer  j)unkt  fäl  1 1  demnach  nur  dann  ausserhalb 
lies  Viereck«,  wenn  die  Verlängerung  seiner  inneren 
0ia|^ODale  bis  an  die  äussere  mindestens  so  lang  als 
die  innere  selbst  ist* 

3.  Man  bestimme  nun  auch  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke 
ABl),  CßD,  deren  Unterschied  das  Viereck  ABCD  ist.  Hiezu 
zieht  man  aus  der  Mitte  O  von  BD  die  Traosversaien  OA»  QC 
und  macht 

Wonach  '  Q  die  verlangten  Schwerpunkte  sind.  Die  durch  sie 
gehende  neue  Schwertinie  PQ  des  Viereckes  mnss  sofort  die  frü* 
lere  Scbweriinie  FG  in  dem  veviangteo  j^cbwerpankte  M  scboeiden* 

4.  r^un  ist  PQl\AC,  folglich,  so  wie  OP=^OA,  auch  ON 

1  2 
=  jOJ,  daher  JN=^jOJ;    ferner  wegen  FG\\BD  ist  UM 

^JN.  Es  ist  jedeeh  onter  dec  Verasseetmng,  dass 
sei,  die 

OJ  =  BO^BJ  =  J  BD^BJ  -  ^1:^^BJ^  JD^JB  ^ 
daher 

Iheil  XVIU.  24 
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folglich 


und  endlich 


GM  ^  HF, 


fra«  eine  höchst  einfache  Bestimmung  de«  Sell«i^ 
pttoktes  M  auf  der  8chweriiole  FG  darbietet 

5^  Damit  jetzt  M  ia  den  Winkel  JCD  fidle,  muse 
werden«  Allein 

HLxJD=^CUi€J 


und 


lerner 


und 


daher  int 


und  somit 


EC^^CAi 


^^--ä — 3 — 
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■  JD-JB 

CO  erfolg! 

JD—JBCJ—CA 


HMtHLz=z 


JD     '  CJ 


Soll  BQO 


,  JB  ^  CA 
^1  -JX>:a-^- 


auofallea,  so  mosa 


JB'^  CA 
3B=  C/ 


«ein;  d.  h.  daiuit  des  Viereckes  Schwerpunkt  ausser 
selbes  —  in  den  Aussenwinkel  seines  eiugeheudeu  Wickels  — 
falle,  laues  zwischei»  den  AbschnitteD  JB,  JD  tmd  CA» 
CJ  seiner  .  beiden  Diagonalen  ^  die  Bedindnngsrer- 
gleichqng  besfebent 

*  *     .  JJ5  >  CA 

JD^CJ* 

6.  Diese  Bedingung,  vou  der  sich  leicht  ersehen  lasst,  dass 
sie  für  die  gestellte  ForderuDg  zureicht,  läset  sieb  noch  auf  man- 
cberlel  brsnchbarere  Welsen  auedrOeken.  Z.  B.  wenn  man  die  Punkte 
Af  C,  Jf  I?  feststellt,  so  kann  manlelcbttlD^  so  constrniren,  dass 

JB  CA 
J/><""  CJ 

sei;  etwa  indem  man  AA'^JB  macht  und  A^C  Wis  D'  in  der 
verlängerten  BJ  iührt.  Dann  verwandelt  sich  obige  Bedingung  in 
die  etnfacbe 


JD^JD\ 


Da  ferner  aucb 


JD^JB 


sein  soll,  so  muss,  wenn  man  JBf^JB  ablrflfft,  die  nocb 
mangelnde  Spitze  D  des  Viereckes  nothwendig  auf 
nnd  innerhalb  der  Strecke  B*iy  gewäblt  weiden. 
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7.  Soll  insbesondcr n  der  Schwerpunkt  M  in  c^pr  Seite 
CD  liegen»  muae  UMsu^tiL  werden»  eUo  JD^JD'  oder 

8em»  mithin  D  In  D*  Hegen.  —  Damit  er  auf  die  TerlSngfrte 
Diagonale  CJ  faile,  nraen  HMsz^»  aleo 

«ein,  folglich  D  In  B*  liegen.  -  Soll  er  endlich  auf  die  Spitse 
C  fallen,  muss  auch  noch  CH^O»  folgfich  CJ=CA  nein;  wie 
In  Taf.  Vil.  Fig.  4. 

8.  Eino  andere  bequeme  Cou structi on  eines  sol- 
chen Viereckes  inüclile  wohl  die  foli»ende  leicht  erklärbare 
sein.  Man  wählt  rO  (Taf.  VII.  Fig.  5.),  auf  ihr  den  Punkt  .U 
und  ausser  ihr  E,  Auf  den  verlängerten  EF,  EG  macht  man  FB^dUf 
nnd  GDz=:'lEG%  dann  auf  FG  die  FH=:GM,  und  aiehf  dieOL 
—  Fuhrt  man  nun  die  DiV  bis  sie  UE  in  C  fi  ifTt,  und  schneidet 
man  EA  =EC  ah;  so  liegt  des  VIereckea  A'BCDSchwerpt^ 
3f  u\  der  Seit<»  CD.  -  Wnhit  man  aber  C  zwischen  E  und  C, 
lind  schneidet  EA=E(J  ab;  so  liegt  der  Schweriumkt  ^  de? 
Viereckes  ABCD  ausserhalb  dcss(dhcn.  —  Ist  M  die  Mitte 
der  FG,  so  fällt  H  auf  ihn;  daher  wählt  man  C  im  Allgemeinen 
zwischen  E  und  H,  wonach  des  Viereckes  Schwerpunkt  auf 
seiner  inneren  Diagonale  liegen  wird.—  Verlegt  man  jedoch 
insbesondere  C  nach  ZT  oder  m  selbst,  so  fällt  er  auf  die 
Spitze  des  eingehenden  VIerecfcswinkels.  (Taf.  ?1L 
Fig.  4.). 
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reher  die  Co^^Terse  des  Satzes:  Im 
Sieielischeiihlifreii  Dreiecke  sind  die 
die  Basiswinkel  nacli  Kleieiiem  Ver- 
hftltniss  th^ienden  Transversalen  ein- 
ander gfleicli« 

Von 

Herrn  C.  Schmidt, 

MiM^  m  ier  h5lMr«ii  Büri^enirliQte  tu  Stolpe* 


Im  Archnr  ThI.  XVI.  S.  SOI.  A  finden  sicli  zwei  Beweise  Or 

den  8atz:  8ind  die  TranevereftleDf  welche  zwei  DreleekewiDkel 

nuch  i^leichem  Verhnltniss  theilen,   einander  gleich,  8o  ist  dae 

Dreieck  gleichscthenklig.  Da  dort  auf  eine  Aufforderung"  in 
einem  früheren  Theile  des  Arcfiivs  hinijewiesen  ist,  8o  will  ivh 
auch  einen  Beweis  des  angeiührten  Satzes  mittheilen.  Derselbe 
unter«»cbeidet  sich  von  jenen  beiden  dadorch ,  dass  er  Dicht  andere, 
der  Scbulgeouietrie  fremde  Sätze  vorau6Schickt. 


Lehr$atz.  Werden  io  eloem  Dreieck  zwei  Winkel 

durch  Transverealen  nach  demselben  VerhSitnis s  <;e- 
thcilt  und  Rind  diefse  Transversalen  einander  gleich, 
so  ist  das  Dreieck  gleichschenklig* 

In  Bezug  auf  Taf.  IV.  Fig.  3.  i^t 
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worin  ^  einen  echten  Druch  darstellt 

The».    AB  =  AC. 

Beweis  Man  tra^e  als  ^BCF  in  C  «i  BC,  oiacbe 
CF=BE  und  ziehe  BF,   Nun  ist 


und  weisen  der  Voritissetzung  BD=BF.  Man  rerbiode  11  oid 
i^,  so  Ut  ^BDF  gleicbscbenkUg  uad 

Angenommen«  j3  «ei  >y,  also  /3=J^  |  5,  worin  posith. 

Nach  der  gemachten  Annahme  drücken  wir  nun  ^ie  Winkel 
CDP  und  CFD  durch  dieselhen  Stücke  an«»  nm  eine 
diiifig  derftttibeo  möglich  2^  macbeii. 


Im  ACDB  Ut 


^CDF=^2H-f'-^ß-'i, 
alao  nach  uostrer  AnnaJune 

Im  A  erir  iat 

^CFD=^2R—ß^^y$, 
ai&o  nach  der  uamiichen  Aunahnie 

« 

Dnrcb  Subtractioi«  der  zweiten  Wcrthe  finden  wir  den  Untencbie' 
der  Winkel  CDF  und  CFB,  nimlich 

n 

m 

Da  d  positiF  und  ~  ein  eebter  Bruch  iet»  ao  ergielil  ckb  ' 

^CDF>^CFJ), 
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folgiich  in  dem  A  CBF  CF^  CD,  folgficfa  in  den  beideo  Dm- 
!k:Mi  CBF  nad  VBM^  In  düMi  xweiMitnpMO  fjMki  im  dritte 
liier 


•  ■  ^  ♦  * 

ader 

* 

m  m 

also  y>|S,  was  unserer  Annahme  |3>y  geradezu  widerspricht. 
Ebenso  wenig  kann  y'^  ß  angenommen  weraen,  >\  eil  daraus  fol- 
gen würde:  ßy  y*  Ut  also  ^=y«  das  Dreieck  AliC  also 
gleichbcLenklich. 

Anmerkung  1.  Der  Satz  gilt  auch ,  wenn  die  Transfer- 
laien  die  Veil&ngerangen  der  Seiten  treffen»  wobei  dnnn 

—  ein  unechter  ßruch  wird.  Der  üeweis  bleibt  vves entlieh 
n 

derselbe» 

Anmerkung  2.   Den  einfachsten  Fall  erhalten  wir,  wenn 

die  Transversalen  die  Winkel  halbireo.    Im  Beweise  erscheint 

1  m 
dann  j  an  der  Steile  von  ^  • 
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BerichtiguDgen  zu  der  Abhandlung  Thl.  XVIIL 
Nr.  XVIII.  in  diesem  Hefte. 

S.  263.  Z.  8.  Statt  ä"*  setze  man  a»^. 

e 

S.  264.  Z.  4.  V.  u.  Statt  ^«  setze  man 
S.  271.  Z.  6.  V.  u.    Statt    Arc«1n(=a:)    setze    man  besser 

•  e  e 

ArcnXH(=cot9),  obgleich  vorher  x  =  coi(p  gesetzt 
^Vörden. 


Berichtigungen  zu  Theil  XVII. 

S.  324.  Z.  13.  und  S.  324.  Z.  15.  so  wie  S.  325.  Z.  7.  setze  m« 
statt 


r.      •     .  ti  7  . 


fil.  t 


a — r 


überall 


a  — r 


S.  363.  Z.  6.  setze  man  ycCosB  für  arcCosÄ. 


Berichtigung  zu  Theil  XVI. 

S.  220.  und  S.  221.  muss  man  ob  und  a'b'  überall  in  bc  und  b'c 
umändern,  nämlich  im  zweiten  Absätze  auf  S.  2r" 
und  in  den  beiden  ersten  Absätzen  auf  S.  221. 


Oben  in   diesem  Hefte  (Thl.  XIU.  Heft  llh 
Seite  352.  muss  die  Nummer  des  Aufsatzes  nicht 
sondern  XXII.  sein.  .  . 
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Ble  IS  letetMi  Winter  in  Berlin, 

dargestdlt  and  bespreoheii 

voa 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Ph.  Wolferr 

» 

b  Bsrlin. 

06m  iimm  Aiftatea  ^Mtm  Tif.  Vm.  md  Tut  IX.) 


Bereits  vor  länger  als  4  Jahren  habe  ich  tm  zchnton  Thptle 
dieser  Zeitschrift  oineri  kleinen  Aufsatz  über  strenge  und  gelinde 
Winter  abdrucken  lassen,  seitdem  aber  mich  ferner  mit  diesem 
Gegenstande  beschäftigt.  Damals  lagen  11  Winter  zur  üutersu- 
cmmg  Vor,  jetzt  ist  deren  Anzahl  auf  15  gestiegen,  aber  auch 
ausserdem  habe  ich  die  Grandlagen  dieser  Üntermichungen  gegea 
damals  zu  venrolllcominneo  gesucht.  Während  ich  frfiber  die  Tem- 
peratur-Cur  ven  vom  15.  Nevember  bis  zum  15.  MSrz  ausgedehal 
hatte,  erstrecken  sie  sich  jetzt  vom  1.  Novbr.  bis  zum  31.  !\!nrz, 
in  den  Schaltjahren  bis  zum  30.  März,  dass  sie  einen  Zeit« 
räum  von  150  Tagen  umfassen.  Aus  einem  in  dem  er\v?ihnten 
Aufsatze  angegebenen  Gründe  hatte  ich  damals  die  Mittagsiempe- 
laturen  eingezeichnet,  während  ich  jetzt  die  mittlere  Temperatur 
eines  jeden  Tages  aufgetragen  habe,  so  wie  sie  fo  den  Beobach- 
tungen  der  hiesigen  IConii^lichen  Sternwarte  at^edruckt  sind* 
Hierbei  habe  ich  mir  eine  Kleine  Inconsequenz  zu  «Schulden  kom* 
men  lassen,  welcher  ich  aber  wegen  Anlage  dieser  Beobachtun- 
en  niclit  nusweichen  konnte.  Vom  1.  November  1836  bis  zum 
1.  Deceinber  1840  habe  ich  nfimlich  das  Mittel  aus  drei  zu  pas- 
senden ^StuiMlen  ahi»e!esenen  Thermometerstaiulen ,  hingegen  vom 
1.  JanuHi  1841  an  das  üilittel  aus  dem  maximum  und  minimum  an 
jedem  Tage  benutzt  Wesenfliebe  UnfmcUede  werden  aus  die- 
ser Incongmens  nicht  hervorgehen. 

Die  hauptsächliche  Erweiterunc:  dieser  Untersuchungen  scheint 
mir  aber  im  Folgenden  au  b^tehen.    Früher  hatte  ich  nur 
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aus  der  Betrachtan^i^  der  Formen  der  Curveii  Schlüsse  zu 
ziehen  versucht.  U'ieBS  viird  auch  jetzt  geschehen^  iodessen 
werde  ich  dabei  die  ^ihteowerthe»  m  wetchen  jene  Cnrven  ker- 
▼orgegangee  sind»  beDntMB»  wm  miltebt  derselben  fester  n  be- 
gründen, ob  ein  elnselDer  vorliegender  Winter  zu  den  etreegee 
oder  den  nicht  strengen  gezählt  werden  muss.  Hierbei  war  ma 
zunächst  zu  überlej^en ,  auf  welche  Weise  diese  Zahlen  zu  benut- 
zen w  ären ,  da  ich  jetzt  eben  so  wenig  wie  in  meinem  frühern 
Aufsatze  die  mittlere  Temperatur  des  ganzen  VViuters  als  Grund- 
lage annehmen,  sonUern  wiederum  die  Menge  der  ununterbrochen 
stattgefaDdeDen  hoben  oder  niedrigen  Temperalar  im  Anee  behal- 
ten wollte.  Es  schien  mir  daher  am  angemesctensten ,  die  einzel- 
nen jStficke  der  -CilVB  m  qaadriren,  welche  Arbeit  nicbl  nehwie- 
fig  sein  konnte  und  wodurch  ich  ein  Resultat  erhalten  musste, 
welches,  wenn  auch  weniger  anschaulich,  die  Stelle  der  Curve  ver- 
treten konnte.  Diese  sogenannten  Thermometercurven  sind  keine 
geometrische  Curven,  sondern  gebrochene  Linien,  die  Linie  de« 
Gefrierpunktes  ist  die  Abscissenaxe,  welche  nach  den  Tagen  in 
gleiche  Intervalle  getheilt  Isl»  so  dass  man  es  bei  dieser  ^adii- 
mog  nur  mit  Trapezen  von  gleichen  Hohen  und  einzelnen  Drei* 
eeken  sn  thun  hat.  Auf  diese  Weise  sind  die  Zahlen  ermittelt 
worden,  welche  dem  Inhalt  der  durch  die  Gurre  nnd  die  Abscis- 
senaxe  begrenzten  Flächen  proportional  sind ,  und  welche  ich  in 
den  folii^enden  Tabellen  unter  der  üeberschrift  Su  m  m  e  der  Tem- 
peratur aufgeführt  habe.  Die  Bedeutung  der  algebraischen  Zei- 
chen ist  von  selbst  klar,  das  jedem  Fläcneninbalt  entsprechende 
Zeitintervall  Ist  stets  In  Tagen  liinzuselugt ,  so  dass  es  leicht  ist, 
die  einem  einzelnen  Tage  im  Mittel  emsprechende  Temperate- 
menge xn  ermitteln.  Hierbei  habe  icli  es  vermieden»  BruchtlMilt 
des  Tages  einzuführen,  vielmehr  nach  dem  Augenmaasse  eine 
bestimmte  Anzahl  ganzer  Tage  angesetzt,  wobei  die  itt  dimiff 
Uiosicbt  belogenen  Fehler  ganz  unbedeutend  sind. 

"Wenn  ich  nun  sogleich  eine  Zusammenstellung  der  auf  diese 
Welse  är  die  einzelnen  Winter  erhaltenen  ResnUate  In  llirar 
Beihefolge  gebe,  worauf  die  weitern  Untersuchungen  begdtniet 
werden  sollen,  so  möge  man  sich  nicht  darflber  wundern,  dass 
mitunter  ganz  unbedeutende  Zahlen  von  einem  oder  einigen  Zehn- 
theilen aufi^eführt  sind.  Diese  waren  einerseits  von  Wichtigkeit 
in  Bezug  auf  die  zu  ziehenden  Schlüsse,  andererseits  sind  sie 
nach  dem  Verzeicbniss  der  Beobachtungen  nicht  als  zufällige 
unbedeutende  Grössen  anzusehen,  sondern  es  finden  um  dies^ 
Zeit  mehrere  Ablesungen  In  diesem  Siime  statt,  deren  ndttfam 
iResultat  nur  in  Folge  von  Ablesungen  Im  entgegengesetsten  Sine 
so  hiein  ausfallt,  fn  dieser  Bedeutung  bitte  ich  es  au  verstetaib 
wenn  ich  mich  später  des  Ausdrucks  eines  entschiedenen 
Plus  oder  Minus  bedienen  werde.  Ehe  ich-  nun  die  Tabelle  A. 
folgen  lasse,  deren  Bedeutung  nach  den  vorangehenden  Bemer- 
kungen klar  ist,  will  ich  nocn  erwähnen,  dass  ich  der  Kürze 
wegen  Jeden  einzelnen  Winter  nach  der  Jahreszahl  des  in  deo- 
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Aus  den  Resultaten  dieser  Tabelle,  welche  ähnlich  wie  die] 
Curven  eine  Uebersicht  der  Vertheilunj^  der  Temperatur  über  denj 
ganzen  Winter  darbietet,  ergibt  sich  die  Reihentolge  der  einzel- 
nen Winter,  welche  wir  vorläufig  über  die  oben  erwähnten  1501 
Tage  ausdehnen. 


•r  ' 


Jt-  I 


0.1 


Tabelle  B. 


Winter. 


1846 
1851 
1841) 
1842 
1844 
1843 
•  1837 
18:W 
1840 
1848 
I  1850 
Will  1847 
1841 
1838 
1845 


Ueliern  eil  1188 
derTenipcrat. 

+  421,4 
+  21)9,1) 
+  223,1 
+  223,0 
+  219,9 
-f  190,0 
+  149,5 
+  118,1 
+  115,8 
-f  63,4 

—  30,8 

—  43,1 

—  47,0 

—  148,8 
-250,4 


im  Mittel  für 
1  Tag. 

+  2,81 
+  1,80 
+  1,49 
+  1,49 
+  1,47 
+  1,31 
+  1,00 
+  0,79 
+  0,77 
+  0,42 
—0,25 
--0,29 
-0,31 

—  0,99 

—  1,67 


Wollte  ich  diese  Discussion  der  vorhandenen  und  berechne 
ten  Beobachtungen  beibehalten,  und  daraus  Schlüsse  ziehen,  6< 
würde  man  mir  mit  Recht  einwerfen  können ,  dass  ich  einen  gam 
willkührlichen  Zeitraum  als  Dauer  des  Winters  angenommen  hatte! 
Auf  der  andern  Seite  erschien  es  mir,  nach  den  graphisch  und  i| 
Zahlen  vorliegenden  Resultaten,  noch  weniger  als  zweckniäs8i( 
mich  auf  die  gewöhnlich  zum  Winter  gezählten  drei  Monate  D< 
cember,  Januar  und  Februar  zu  beschränken.    Auf  diese  Well 
wäre  ich  nämlich  gezwungen  gewesen,  fast  in  allen  Jahren  eint 
bedeutenden  Theil  der  Betrachtung  zu   entziehen;    ich  habe 
daher  vorgezogen,  die  Dauer  jedes  einzelnen  Winters  so  zu  v< 
stehen,  dass  er  sich  vom  ersten  bis  zum  letzten  entschiedene 
Frosttage   erstrecken  soll.    Natürlich  wird  auf  diese  Weise  di 
Dauer  der  einzelnen  Winter  von  einander  verschieden,  allein  w( 
werden  so  eine  feste  Anschauung  von  ihrem  wirklichen  Verlai 
gewiimen.    Indem  ich  nun  nach  dem  Verzeichniss  der  Beohacl 
tungen  diejenigen  Frostfage  hinzufüge,    welche  ausserhalb  d< 
1.  JNovbr.  lind  31.  März  liegen,  nämlich 


1837  bis  zum  10.  April 

1838  ,,     „     1.  „ 

1839  „    „  3. 


369 

1840  vom-  an.  Oetob<är  «a 

1850  bis  zum  1.  April, 

efhalteu  wir  folgende  Zusammei^steUung  der  eiuzelneo  Winter: 


Tabelle  €• 


Win- 
ter 


18432404 


1842 
1851 
1837 
1840 
1846 
1849 
1839 


Somme  d.  Tempernt. 


+ 


248,9 
165,3 
243,2 
293,6 
96,3 
187,3 
163,9 


18ail6,7 

1850!  185,2 


1847 
1848 
1838 
1845 
1841 


86,9 
83,7 
49,1 
14,6 
31,2 


la- 
ße 

107 

82 
68 
86 
99 
46 
59 
76 
58 
54 
39 
27 
42 
14 
17 


04,4 

122,9 

69,9 
138,6 
177,7 

55,7 
159,6 
132,5 

93,2 
324,2 
265,5 
293,9 
382,1 
394,8 
352,1 


Ta- 
ge 

36 


UcLer- 
schuts 
d.Temp, 


+175,7 

431+126,0 
47  +  95,4 
52  +104,6 

56  h  115,9 
23  +  40,6 
37  +  27,7 
58  +  31,4 
45  +  23,5 
78  —139,0 

77  -178,6 

57  -210,2 
69  —333,0 

100  -380,2 

78  -320,9 


Daaer 

in  Ta- 
gen 

143 

125 
115 
138 
155 

69 

96 
134 
104 
132 
116 

84 
III 
114 

95 


Im  Mittel 
für  1  Tag 

* 

+1,23 
+  1.01 
+0,83 
+0,76 
+0,75 
+0,59 
+0,29 
+0,23 
+0,23 
—1,05 
-1,54 
-2,50 
-3,00 
—3,34 
-3,38 


Die  Wioter  sind  hier  nach  dem,  einem  einzelnen  Tage  im 
Mittel  zukommenden,  Ueberschuss  der  Temperatur  geordnet.  Ob 
diese  Discussion  die  richti|i:e  sei,  wage  ich  nicht  zu  behaupten, 
wohl  aber  dürfte  sie  sich  der  Wahrheit  mehr  Dähern,  als  die  vor- 
Wg^eude»  aui»  welcher  Tabelle  B.  abgeleitet  worden  ist.  Ehe 
VkwB  über  die  einzelnen  Winter  Betraclitungen  anstelle,  erlaube 
ick  air,  folgende  Bemerkung  voranzascbiclcen.  Bei  der  noch 
immer  geringen  Anzahl  der  vorliegenden  Winter  halte  ich  es 
nicht  liir  zweckmässig,  aus  den  Zahlen  der  6.  oder  8. 
Rubrik  in  Tabelle  C.  die  mittlem  Werthe  herzuleiten;  sondern 
werde  für  jetzt  unter  einem  strengen  Winter  einen  solchen  ver- 
steken,  in  welchem  die  Werthe  dieser  Rubriken  negativ  sind,  also 
^et  Frost  überwiegend  stattfindet,  hingegen  diejenigen  Winter 
iäeht  strenge  nennen,  in  welchen  diese  Zahlen  positiv  sind. 

Inder  Tabelle  B.  erschien  der  Winter  von  1848  als  ein  nicht 
»trenoer,  wogegen  ein  ßlick  auf  die  Curve  oder  auf  die  Tabelle 
A.  lehrt,  dass  er  durchaus  zu  den  strengen  xu  zählen  sei,  wie 
M  dies«  aucli  in  der  Tabelle  C.  zeigt. 

Dir  in  der  Tabelle  B.  an  4er  Spitze  der  nicbt  strengen  ete« 
heiidea  Wiater  von  1846  nimmt  In  der  Tabelle  C.  erst  die  6le 
Stelle  ein;  die««  rührt  ahernurvon  seiner  auffallend knnenOaiier 
wie  maa  aus  der  7.  Rnbcik  etel^ht.  Beiitimmt  man  ans  den 
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9  erstell  WeHWn  Aeeer  Rdbdk  die  mitllere  Dauer  eiM»  M\ 

strengen  Winters,  eo  findet  man  dieselbe  gleicii  120  Tagen; 

hin  ist  der  Winter  von  1846  um  51  Tage  körzer.    Fügt  man  zu 
ilf^m   hier  aafgefiihrten  Ueberschuss  der  Temperatur  4-40,6  deo 
Werth,  welcher  nach  Tabelle  B.  den  fehlenden  51  Tagen  stvkfkst 
men  würdf,  »o  wurde  man  für  120  Tage  den  Ueberscbujss 
also  im  Mittel  für  1  Tag  f  1,50  erhalten. 

* 

So  wie  in  der  Tabelle  C.  der  eben  besprochene  Winter  m 
1846  sich  wegen  soinor  auffallend  kurzen  l>auer  nicht  so  i^eliDde 
darstellt,  als  er  nirklicli  war;  würde  umgekehrt  der  Winter  m 
184'J  als  ein  weit  strengerer  hervortreten,  wenn  die  drei  letzten 
uobedeutendeD  Frostperioden  nicht  eingetreten ,  also  seine  Diuter, 
nach  der  oben  nuijiiSBstelKen.Erklftrung»  geringer  ge^vssen  wiit 
trachtet  man  nSmliek  den  Vertäut  dieses  Winters  in  der  Ta- 
belle A.»  so  siebt  man,  dass  die  erste  Kältep^riode  ununterbrochen 
27  Tage  gewährt  bat,  und  dass  die  Siiniino  der  dieser  Periode 
entsprechenden  negativen  Temperatur  LSO,t>  beträfet,  eine  zmm- 
luenbängende  Menge,  wie  wir  sie  nur  in  den  strengen  Wintero 
linden.  Ziehen  wir  einmal  nur  die  beiden  ersten  Kälteperiodea 
dieseii  Winters,  nebst  der  zwischen  ihnen  liegenden  Wäimeperiode 
in  Betmcht»  ss'erhBltm  wir  folgende,  der  Tabelif  €.  «nlapir 
chendo  Darstolhuig: 


Win- 

ter 


Summe  d.  Teiuperat. 


+ 

10491  ^»7 


ITa- 
ge 

16 


Ta 
g« 


lieber, 
sehst«  der 
Temperst 


32|  —10^1 


Dauer 
isTa. 


48 


im  Mittel 
-2,21 


In  diesem  Sinne  habe  ich  in  meinem  i'rühern  Au^satze  uokt 
strengen  Wintern  solche  verstehen  wollen,  fn  denen  eine 
periode  yon  iHngerer  Dauer  stattflütde»   ohne  Rffch^cht 
absolute  mittlere  Temperatur  des  ganzen  Winters.  Wir 

unten  sehen,  dass  diess  in  der  Regel  auch  in  strengen  Winten 
stattfinden  wird,  da  es  abor  bis  jetzt  noch  schwierig  sein  würcfp, 
das  Maass  einer  Kälteperiode  anzugeben,  wonach  ein  Winter 
ein  strenger  oder  nicht  strenger  betrachtet  werden  mösste;  sc» 
gehe  ich  von  meiner  damaligen  Crkläruog  ab,  und  werde  riel- 
m^hr,  wie  oben  bereits  geschehen«  die  ganze  Summe  i»r  Tm 
p'eratur  In  Betracht  ziehen.  Ehe  ich  diesen  Gegenstand  vsris«^ 
will  ich  noch  bemerken,  dass  der  unmittelbar  rorhergehendn 
ter  von  184^  einen  ganz  ähnlichen  Verlauf  wie  der  oben  bespro- 
chene, jedoch  in  grösserem  Maassstabe  gehabt  hat.  Wir  finden 
nämlich  die  Külte  fast  ganz  in  eine  Periode  von  51  Tagen  ver- 
eint, und  zwar  betragt  deren  Summe  nach  Tabelle  A.  2*,^0,2.  Auch 
au  den  beiden  Curven  nimmt  man  sogleich  diieso  Aeboliclikeit 
wahr.  *■ 

Wir  haben  oben  aus  den  9  nicht  strengen  Wifi lern  die  mitt- 
lere l>auer  eines  einzelnen  gleich  ilO  Tagen  gefunden,  ebenäü 
eriwiten  whr  wni  doa  6  ietstea  nach  Tabelle  C.  die  mittiete  J) 
«hm  sireagmi  Winters  gleM^  10»  Tagen.  Se  WSW  aakir 
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strenmi,  aU  onter  allen  15  hier  aufsetührten  Wintern  Ut  der 
pon  IS46  seiiieiii  Gaiwe  naebdar  «dialleiidste,  we^luilb  ich  Mfeb 
dass  eine  besondere  Besprechung  desaelben  Entechiildieung  fin- 
den werde.  Während  in  den  5  übrigen  strengen  WuSern  der 
Januar  stets  sehr  kalt  war,-  fällt  i«  dienem  eine  bedeu- 
tende Kälteperiode  in  den  December,  eine  zweite  weit  be- 
trächtlichere in  den  Februar  und  März,  wofrejien  der  Januar  so 
gelinde  war,  wie  man  ihn  sonst  kaum  in  einem  nicht  strengen 
Winter  findet.  Dieser  Winter  ergibt  ieriter  sowohl  die  grüsste 
ßnmme  der  negativen  Temperatur" überhaupt,  als  auch  den  grCe»* 
ten  Ueberschuss  der  negativen  Über  die  pesitiFe'und  er  erschdot 
nur  desshalb  in  der  Tabelle  C.  nicht  als  der  strengste,  weil  eben 
die  Kfilte  in  zwei  weit  von  einander  getrennte  Perioden  fiel  und 
so  seine  Dauer  eine  grössere  wurde.  In  meinem  frühem  Aufsätze 
bezeichnete  ich,  bloss  nach  der  Ansiebt  der  Curve,  diesen  Win- 
ter als  eine,  mittelst  des  gelinden  Januars  zusammenhängende, 
Verbindung  zweier  strengen  Winter.  Nimmt  man  diese  Zerlegung 
dec<WinieF8  Iii  zwei  Theile  nach  dem  Princip  vor,  wonaeh  die 
Tabelle  C.  ^ildet  worden  iet,  so  erhftif  man  folgende  Daretellong 
dieser  Tfaeile,  jener  Tabelle  entspreebend: 


Winter 

Summe  d.  Temperat. 

üeber- 

Dan  er 

im  Mittel 

Ta- 

Ta- 

schm der 

in  Ta- 

fön Tag 

+ 

ge 

ge 

Temperat. 

gen 

1845  I. 

12,9 

13 

120,9 

30 

-108,0 

43 

-2,70 

IL 

h7 

2 

273.9 

70 

--272,2  1 
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Der  erste  Tbeil  würde  daher  unter  den  strengen  Wintern  in 
Tabelle  C.  die  vierte  Stelle  einnebmen«  der  «weile  bingegen  den 
iJslKeo^sten  V^inter  darstellen« 

'Nachdem  wir  nun  die  15  Winter  in  der  Tabelle  C.  nach  ihrer 
Strpn^e  in  einer  bestimntten  Reihenfolge  geordnet  habenj»  ^oUeu 
vpir  fdgondö  zw^l  Fragen  in  beaotft^erten  versochen.; '    ' , 

1»    Unterscheiden  sieb  die  strengen  Winter  cbarakteristiscb 
▼en  den  nicht  strengen? 

■ 

Sind  diese  Unterschiede  bereits  am  ersten  Theile  der 
I  Curven,  oder  der  def)  letztern  in  der  Tabelle  A«  >entspre^ 

.  .     cheedea  jf^abienwertbe  z<i  erkennen?  •  ,    . ' 

Die  erste  Fraffe  wird  zum  Theil  schon  durch  die  in  der  Ta^ 
^  belle  C.  enthaltenen  Ueiaultate  bejahend  beantwortet,  aassecdein 
i  selgt  sidi  andi  der  bereits  erwäbnte  Umstand ,  dass  In  den  stren* 
gen  Wintern  die  i^drige  Temneratnr  niebr  zussmicngedräni^  ht, 
also  ebne  Unterbrechung  stattfindet,  während  in  den  nicbtistrei^ 
?en  Wintern  in  der  Regel  mehr  einzelne  Kälteperioden  von  kür- 
zerer Dauer  und  geringerer  Summe  der  nejjativen  Temperatur  vor- 
kommf^n.  Um  diess  durch  Zahlen  zu  erläutern,  führe  ich  für  die 
etnzetoen  Winter  die  Zahl  der  Källeperioden,  die  grüsste  4e<8el- 


m 

Ml  in  Tasen  «ad  dto        bMeci  «taprtobMda  SomüAi 


An7iihl  der 

Dauer  der 

Semme  der 

Kiiilc|jeriu- 

grÖMteo  in 

Teni|»eratar 

Tirgon 

AQ.AI 

11 

/ 

on  J 

Q 
O 

07 

AUUf^ 

l«> 

o 

1  /  ,o 

Ii 

Iii 
A4 

Alt  ft 

1840 

13 

13 

86.8 

1846 

.  8 

l 

.  20,9 

K 
9 

1839 

11 

38,9 

11 

9 

41,8 

im  Mittel 

10 

13 

—  58,4 

läso 

9 

— 28  ~ 

—  162,3 

1847 

6 

.)'> 

143,9 

1848 

4 

51 

290,2 

1838 

8 

.  36 

283,2 

1845 

5 

55 

257,9 

1841 

6 

25 

133,6 

im  Mittel 

6 

-^21W 

Unter  den  ersten  nicht  strengen  Wintern  befinden  sich  di 
zwei  Ton  1842  nod  1<M9»  deren  Cilaralcter  weniger  entneiiledeili^ 
da  in  beiden  Perioden  vorkommen,  welche  der  Dauer  und  loteo- 
eität  nach  den  strengen  Wintern  entsprechen.  Wenn  wir  diese 

als  Ausnahmefalle  fortlassrn  wollten,  so  wurden  die  erhalteneB 
Mittelzahlen  noch  verschiodener  ausfallen;  indessen  niügen  diese 
iiir  jetzt  so  stehen  bleiben  ^  soweit  die  geringe  Anzahl  der  vo^ 
liegenden  Winter  zur  Ableitung  eines  hestiinniten  Resultats  ge- 
nügt, dürfte  die  erste  Frage  hiermit  bejahend  beantwortet  sein. 

Wir  geben  nun  zur  zweiten  Frage  über,  welche  als  diewidi* 
tigere  anzusehen  ist;  denn  wenn  sie  mit  Entsebiedenbeit  bejaheod 
beantwortet  werden  kann  ,  xvird  man  Im  vSfr^nde  sein,  aus  de« 
ersten  Theile  eines  Winters  auf  seinen  weitern  Verlauf  zu  schiies* 
scn.  Zur  Beantwortung  dieser  Frage  darf  ich  nun  eine  in  inei' 
Tiem  frübern  Aufsatze  aufgestellte  Regel  nur  ein  wenig  modifici* 
rai ,  and  «ie  laotet  aledaon  fblgendermaaBsen : 

■ 

.  In  den  nicht  strengen  Wintern  pflegen  9ßd  die  Maton  KSlte- 

pcrioden  eine  oder  mehrere  Wärmeperioden  zu  folgen,  wobei  die 
höhere  Teni])oratnr  der  Dauer  und  Summe  nach  iibenrjr2:end  iit- 
In  den  ^treiigen  \Vintern  tritt  auch  nach  der  ersten  Käiteperiode 
eine  Krisis  ein,  x^ähieiid  deren  Dauer  die  Temperatur  wesentlick 
und  in  der  Regel  über  Null  steigt  j  allein  diese  wännereo  Periodei 
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und  von  kurzer  Dauer  und  die  ihnen  entsprechende  krumme  der 
BÜfOT 'fPiaiperatur  M  gering,  Im  V«r|flelcb  mit 'der  Siminie  der, 
iir  vorbergehedkm  Kftneperiod»  entopeelMiideni  aledrigen  Tnn« 

Wir  wollen  nun  die  einzelnen  Curven  und  die  Tabelle  A.  be- 
[racbten,  um  zu  sehen,  wie  weit  diese  Rpereln  bei  ihiieu  zu" 
treffen ;  wir  beginnen  mit  dea  nicht  strengen  Wintern. 

•i»  Winter-  von  1843  tmt  dsr  Mte  F^oal  em  5*  Novbe  da 
md  «9'  felgteo 

i  • 

auf  7  Tage  nH  -a(M,  S  Tai^  nü  f  15,5 
]  Tag  .  1,0,  3  „  „  2,6 
5  Tige  »      10,7.  13    »    »     %7.  ' 

Bfedwa  wir  Bier  an  7.  Deeember  ab,  so  findea  lAdi 

'  4 

I 

•  13  Tage  mit  —32,1  gegen  20  Tage  mit 

die  letztere  also  der  Grosse  und  Dauer  nach  fiberwiegend«  Es 
»Ige  bier  segloieh  der  Winter  von  1651  folgen.  In  weiebeai  der 
erste  Frost  am  17.  NoTbr«  eiatrat  und 

auf  3  Tage  mit  —2,2,  10  Tage  mit  -j-iSfi 
$»  6  «*     >»  —43     6    «     „  -1-146 

frigten» '  Brodten  wir  blor  am  11.  Deebn  ab»  so  fconmien 

gegen  9  Tage  mit  --M,  lfl*Taga  mH  4B7»4« 

BoteHs  einige  TafO  firflher,  am  7.  Deebr.,  war  leb  T#raalassl; 
adeh  0ber  den  verlaw  dieses  Winters  auszusprechen  und  ich  er* 
kllila«  dass  er  dem  you  1843  wahrscheinlioh.  fthnlich  und  daher 
«  in  nicht  strenijer  sein  würde.  Ein  Bllclc  auf  die  Tabelle  C. 
zeigt,  dass  ich  das  Glück  batte«  mich  in  m^er  Vermuthuog  nicht 
ut  täuschen. 

Im  Winter  von  ISO  trat  der  erste  Frost  am  18.  Norembof 
eb,  and  es  folgten 

avf  1  Tag  mit  —  0,8        42  Tage  arft  +m»^ 
dasn  517  Tage  mit —100,2; 

gegen  28  Tage  mit  —101,0  kamen  42  Tage  mit  130,4. 
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'  Da  die  letzte  Periode  am  *28.  Janaar  endet,  eo  kann  man  mir  ein* 
werfen,  dass  ich  erst  nach  dem  Verlauf  des  grüsstenTheiles  des  Win* 
ters  meine  Vermuthung  hätte  aussprechen  können.  Hierauf  erwi- 
dere ich,  dass  ein  Schluss  hereits  nach  der  ersten  kleinen  aber 
entschiedenen  Kälteperiode.müglich ,  jedoch  gewagt  gewesen  wäre, 
ich  im  Allgemeinen  aber  diesen  Winter  zu  den  Ausnahmen  zähle, 
was  auch  in  meinem  frühern  Aufsatze  bereits  der  Fall  war,  und 
worüber  ich  oben  schon  einiges  bemerkt  habe. 

.i  •  Im  Winter  von  1837  trat  der  erste  Frost  am  23.  November 
ein,  und  ohne  dass  hier  die  Zahlen  der  Tabelle  A.  zu  Hülfe  ge- 
rufen werden  dürfen,  zeigt  ein  Blick  auf  die  Curve,  dass  bereits 
im  ersten  Drittheile  des  Decembers  seine  nicht  strenge  Beschaffen- 
heit nach  der  hier  aufgestellten  Regel  entschieden  war. 

In  dem  Winter  von  1840  kamen  die  bereits  am  28.  und  31. 
October  stattgefundenen,  wenn  auch  nur  eintägigen  und  geringen, 
doch  entschiedenen  Kälteperioden  zu  Statten,  um  die  ebenlails 
nur  geringe  eintägige  Periode  am  1.  December  zur  Geltung  zu 
bringen.  Ganz  entschieden  zeigte  sich  die  nicht  strenge  Natur 
dieses  Winters  in  der  9tägigen  Periode  hoher  Temperatur  vom 
2*2.  bis  zum  31.  December. 

In  dem  schon  oben,  seiner  auffallenden  Kürze  wegen  be- 
sprochenen Winter  von  1846  trat  die  erste  Kälte  am  13.  Decem- 
ber ein,  und  es  folgten 

auf  3  Tage  mit  —0,5        2  Tage  mit  +  2,2  I 
1     „    „   -0,5       15  „      „  +27,2, 

also  gegen  4  Tage  mit  —7,0  17  Tage  mit  +29,4. 


Die  letzte  Periode  endet  am  3.  Januar,  indessen  ersieht  man 
aus  der  Curve,  dass  bereits  am  25.  Decbr.  seine  nicht  strenge 
Beschaffenheit  entschieden  war.  •    .  . 

.  .  •  .     .  ' 

:  Der  Winter  von  1849  gehört  zu  den  Ausnahmen,  ich  fcabe 

oben  bereits  erwähnt,  in  wiefern  er  zu  den  strengen  gezähtt  wer- 
den kann  und  werde  spater  zeigen,  dass  er  auch  das  charakte- 
ristische Merkmal  eines  solchen  in  seinem  ersten  Theile  enthält. 

In  dem  Winter  von  1839  trat  die  erste  Kälte  am  19.  Novem- 
ber ein,  und  es  folgten  '        ,  . 

auf  11  Tage  mit  —38,9     19  Tage  mit  +53,7} 

am  18.  December  war  daher  entschieden,  dass  er  ein  nicht  stren- 
ger sein  werde. 

•  •  •  »  . 

In  dem  Winter  von  1844  trat  die  erste  Kälte  am  11.  Decem- 
ber ein,  und  es  folgten 
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auf  2  Tag«  nit  —Ofi       22  Tage  mit  +65,0. 

•a  es  gewagt  gewesen  sein  wurde,  diese  kurze Kälteperiode,  und 
ben  so  die  eintägige  am  5.  Januar  gelten  zu  lassen;  so  trat  der 
Inischeidungstag  er$t  am  IS.  Januar  ein,  wo  die  grSsate  uod 
rar  9tägige  K&lteperlode  dieaea  Wihtera  bereita  zü  Ende  ging. 

Indem  Ich  nun  die  zvrei  Winter  von  18-12  und  1849  aus  den 
agegebenen  Gründen  zur  Seite  lasse,  erireben  die  7  übrigen  fiich^ 
treogen  Winter  lolgende  übersichtliche  Jllomente: 


Winter. 


IS43 
1851 
1837 
1840 

1839 
1844 


Erste  KiiU«. 


Novbr.  5 

17 

23 

Octhr.  29 
Uecbr.  13 

Decbr.  II 


t9 


Tag  der  Ent- 
adieidung. 


Ueebr; 


Jao. 


Ii 
3 
31 
2ü 
18 
18 


Letzte  Kalte. 


Marc  28 
11 

April  10 

März  28 

Febr.  19 

April  3 

M&ra  24 


Wir  haben  nun  die  sfrenj^en  Winter  zu  betracbten ,  und  zwar 
nt  im  Winter  1850  die  erste  Kälte  am  20.  November  ein;  es 
»Igten 

aof  1  Tag  mit  —  0,1        1  Tag  mit  -f  0,1 
„  9  Tage  „  -27,7        1     „   „  OD 
gegen  10  Tage  mit  --27,8  kommen  2  Tage  mit  -fO,!. 

Am  2.  December  trug  ich  hiernach  kein  ßedenken^  mich  für 
ie  atrenge  Natur  deaaelben  auaaiisprechen« 

Im  Winter  vuo  1847  trat  die  erste  Kälte  vom  17.  iSovember 

lü,  eä  fülgten 

auf  1  Tag  mit  —  0,7      13  Tage  mit  +44,2 
^  SU  Tage  „  -^fi      3    „     „  +  4»4; 

•    gegen  21  Ta{,^e  mit  —60,2         lö  Tage  mit  +48,6. 

im  24.  December  war  seine  strenge  Natur  eotschiedeo. 

Im  Winter  von  1848  trat  der  erste  Frost  am  15.  December 
n,  und  es  folgte  äogleicb  eine  Periode 
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TOB  51  Tageo  mtt  — 980,2  • 


Die  Krisis  fand  am  23.  unä  *24.  December  statt  ,  wo  die  Tempe 
ratur  aber  nur  bis  — 2^  stieg,  nesshalb  in  diesem  Falle  die  Curvi 
allein  darüber  Auskunft  geben  konnte,  dass  man  am  24.  Decem 
ber  den  Winter  als  einen  strengen  anzusehen  habe.  ^ 

Im  Wintet  von  1838  trat  die  er^te  Kfllte  am  11.  Decemb« 
ein,  und  es  folgten  zunächst  mehrere  wechselnde  Perioden 

nämiich:  ! 


gegen  9  Tage  mit  —19,4       kommen  7  Tage  mit  -f  15^6, 


uud  am  27.  December  konnte  man  die  strenge  Natur  als  entscbic 
den  ansehen. 

Im  Winter  von  1845  trat  die  erste  Kfilte  am  29.  Novemb^ 
ein  nod  es  folgten 

auf  18  Tage  mit  —84,8       2  Tage  mit  4^2,3. 

Die  letztern  sah  ich  schon  damals  als  die  kritischen  ao,  nndnac 

ihrem  Verlauf  schloss  ich  am  20.  December  auf  einen  strenire 
Winter,  der  dann  auch,  wie  oben  besprochen»  im  Februar  uo 
Marz  sich  einstellte.  . 

In  dem  Winter  von  1841  trat  die  erste  Kalte  am  1.  Decen 
her  ein»  es  folgten 

auf     1  Tag  mit  -  0,2       5  1  age  mit  48,9, 
dann  25  Tage  mit  —133,6. 

Während  der  letzten  Kälteperiode  fand  die  Krisis  am.  20.  am 
'2\.  December  statt,  wo  jedoch  die  Temperatur  nur  bis  an  — 5 
stieg,  und  am  22.  December  konnte  man  die  strenge  Natur  a) 
entschieden  ansehen. 

Die  6  strengen  Winter  ergeben  nun  folgende,  der  obigien  eol 
sprechende  Uehersicht: 


«nf  2  Tage  mit  —  1,5 
f»  4  ,,  $t  7,9 
»  3         „  10,0 
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Winter* 


18Ö0 

1847 

1848 

1838 

1845. 

1841 


EnteSUte. 


N«Tbr.  20 

17 

Decbr.  lö 
IJ 

Novbr.  29 
Dtcht.   l  I 


Tag  4er  Eilt 
Scheidung. 

Decbr.  2 

24 
24 
27 
90 
22 


»9 


Letele  Kille. 


April  l 
Marx  13 

A[iril  l 

Mäjrz  23 
6 


9» 


Iii  (lein  Winter  von  1849  trat  die  erste  Kälte  am  20.  Dcbr. 
und  es  folgte  eine  Periode 

TOD  27  Tagen  mit  — 130>6. 

•  < 

Am  23.  und  24.  ,  so  wie  am  26.  und  27.  Derhr.,  stiecr  fTie  Tem- 
(  ('ratur  bis  an  und  über  — 2",  und  diese  beiden  Erscheinungen 
liiussten  als  entscheidend  für  die  nlren^re  Natur  dieses  Winters 
gelten.  In  wie  weit  man  diesen  Winter  >uiklicb  als  einen  stren- 
gen betrachten  kann,  ist  oben  besprochen  worden »  weasbalb  ich, 
am  Wiederholungen  zn  vermelden»  abbreche  und  nur  noch  be- 
merke» da««  die  twel  Winter  von  1842  und  1849  hier  nie  Ann* 
mhmeii  angesehen  werden  sind« 

Ehe  ich  diesen  Aufsatz  scblies:se,  erlaulie  ich  mir,  noch 
einige  kurze  Bemerkungen  zu  machen.  Sein  Inhalt  ist  eine  wei- 
tere Ausfuhrung  der  in  meinem  frühern  Aufsätze  angestellten  Be* 
iraebtungen,  und  jetzt  wie  damals  betrachte  ich  sie  als  einen 
Versuch,  die  Erscheinungen  auf  eine  neu^  und  wo  mOglich  frucht- 
bringende Weise  an  donten. 

Ferner  habe  icb  h<  rvorznheben ,  dass  eben  so,  wie  allein  in 
Berlin  angestellte  Beobacbtuni^en  zu  Grunde  Iie2;en,  auch  meine 
Schlüsse  nur  für  Berlin  gelten  sollen.  Für  andere  Orte  müssten 
&hnliche  Unter^ehn^en  dejr  dortigen  Beobachtungen  angestelit 
werden ,  um  för  slie  ocblfisse  su  ziefaen,  und  sollte  diese  in  Folge 
der  Bllttfaellung  meiner  Untersucbnngen  geschehen;  so  wQrdeiBS 
mir  ssr  grossen  Freude  gereichen« 
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Nachtrag. 

Der  vorstehende  Aufsatz  war  bereits  vor  dem  Anfange  d 
letzten  Winters  ceschrieben ,  sein  Abdruck  ist  aber  bis  jetzt  ver 
zögert  worden;  daher  dürfte  es  nicht  unangemessen  sein,  die  Be 
trachtung  dieses  höchst  interessanten  Winters  hier  nachträglic 
folgen  zu  lassen.  Die  erste  Kälte  trat  am  18.  November  ein  und 
bis  zum  6.  December  schien  der  Winter  eher  den  Charakter  eine« 
strengen,  als  eines  nicht  strengen  annehmen  zu  wollen,  bis  di< 
vom  6.  bis  16.  December  stattgefundene  hohe  Temj)eratur  di^ 
Entscheidung  für  einen  Winter  der  letzten  Art  herbeiführte.  DU 
Zahlenangaben,  der  obigen  Tafel  A.  entsprechend,  sind  die  fol 
g^nden:  ..n!->  »(l  'f  bni;  (fl*  ir-  '^'•^  r.t>  .  :t 


»ST)]»?*// 

-•fnl»!  vt.iij  >..i.  iiMi  1 
.d  >r  4lU;d. '.'.» ^•  .» 

ii'>oo  ni:?  J  h..     .1  -  > . 


■Jdn'jil  .!!Ml:Sf  a  on  i#.nj  v:. 


Iii    lt!'l|I<;  '»(Vi  ,  0>  <  • 

'Mii'Mr;    •!  »III*.  «.-i    ••  Ml.  -J 

i.  t)  '>!  <f'  !i;   •i'  ! 

|  Iii  •  Jld-«.  iflUi  .' 


Im».  1852 

•all 

Summe  der  Tcrai»c- 
ratur 


+  [ 

T.-| 

1 

Ta- 

e«  1 

1 

43,2 

16 

15,2 

y 

3,8 

7 

3,8 

3 

44,9 

10 

0,4 

2 

2,0 

0 

i: 

1,7 

3 

;  2,5 

3 

3,6 

4 

4.3 

3 

0,1 

l 

71,0 

24 

0,1 

l 

0,2 

1 

0,1 

1 

51,2 

21 

5,3 

7 

1,4 

1 

0,4 

1 

0,1 

1 

12,8 

6 

9,8 

4 

2,4 

3 

26,0 

12 

0,1 

1 

9,5 

3 

1 

Summe  |  209,91  lüb,  4ü,0|  42 
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^Hi€toadi  nlmnt  dMei  Wi»fer»  wenn  TDiii*4ie  ItfO  Tag«  vom 
1.  November  his  zum  30.  März  in  Betracht  stellt»,  in  d«r  Wel-B« 
die  ittttte  i8l«Ue  ein,  .hideia  wfk  Mbee: 


Winter.  Uebe»chu8S  der  Temperatur,   Im  Mittel  iür  1  Tag. 
1852  ^m,9  +1.4». 

Eechnenwir  bingesenivie  oben  ilieDauerdesWinters  vom  ersten 
bis  nim  letzten  enfeehiedeneo  Frosttage,  so  niimut  derselbe  in  der 
TaGai  C.  4ie  obereie  Stelle  ein,  IniUm  wir  nämlich  habtin: 


Winter 


1852 


Sammo  der  Tempe-  UehcrschiiM 
ratur  der  Tt  mpe- 

ratur 


+ 

817,2 


Ta- 

fire 

80 

46M 

+  171,2 


Dancr  in 
Tageo 

lai 


im  Miftttl 
1  Tag 


+W1 


Wir  ^vollen  hier  bemerken .  Jass  er  unter  alleo  16  betrachteten 
Wintern  die  kleinste  ^juiiuiie  der  negativen  Temyieratur  enthält, 
und  da  ei  iür  die  Tafel  I>.  die  iolgenden  Werthe  bat: 


Winter 


1862 


Anzahl  der 

Dauer  der 

Kälte  }i  e  rio- 

gros^ten  in 

Summe  der 

den 

Tagen 

Temperatur 

13 

9 

-15,2 

80  nimmt  er  auch  in  Bezug  auf  die  Angabe  der  letzten  Rubrik 
die  oberöte  Stelle  uutei  den  nicht  strengen  Wintern  ein. 

Ueber  seinen  Charaicter  hatte  ich  mich  am  20«  December  ent- 
schieden ausgesprochen  nach  folgenden  Daten: 

Anf  9  Tage  mit  —15,2  folgten  7  Tage  mit  +  %8 

44,9 

M  2  „     „  %0 


2 


»$  9» 


demnach  liamen  gegen  14  Tage  mit  —19^4,   19  Tage  mit 

+  50,7* 


16« 


380 


Vier  Tage  frfihcr  nm  16.  Dccomber  hatte  strh  der  Charakiw 
ilp«  Wniters  aucli  «clion  entschieden  heraiispjestcMt ,  d.i  ich  aber 
erat  am  '20.  die  Beol)aclitungea  eintrug,  sprach  ich  mich  auch  erst 
au  (lieöeiu  Tage  aus. 

Zum  Schluss  folgen  hier  noch  die,  der  obigen  Zasammeo« 
stelloiig  entsprechenden,  Werthe  dieeee  Wintere: 


Erete  Kllte 


Tag  der  Btttoeheldimg 
Dec.  Iß. 


Letete  SlUe 


tieti'm,  AprU  9.  1852. 


.  1 
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Zur  DifferenzeurecliiiuiiK* 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilch 

U  der  poljtechmscheii  Schule  zu  Dresden. 


Man  hat  sich  )äns:st  schon  mit  dem  Zusammenhange  zwischen 
den  Uifferenzen  und  den  Differentialquotienten  derselben  Funktio- 
uen  beöchäitii^t ,  iiciiiientlich  die  Fragen  erörtert,  ob  säicli  nicht 
A^f{x)  4iirch  fla:),  Pix),  fix)  etc.,  oder  omgekthii 
doreb  f  ix),  Af  \x) ,  ^f(x)  etc.  ausdrücken  IbsBe»  luber  bibii  keimt 
soviel  ich  freies,  keine  Methode,  <  ittSttelet  welcher  sich  derartige 
Beziehungen  rasch  entdecken  lassen;  ich  theile  hier  ein  solches 
Verfahren  mit,  welches  gleich ftirmip:  aiif  jede  Art  des  Ztisammen- 
liaiiges  zwischen  DifFerentialquotienten  oder  Integralen  einerseits, 
und  DifferenzeTi  oder  Auf^stufungen  andererseits  passt,  mithin  all- 
gemein genu^  ist.  Lm  aber  auch  seine  Schattenseite  nicht  zu 
verhehlen,  wiU  ich  gleich  bemerken,  dase  es  die  Gflltiffkeitsgrätt- 
sen  der  entwickelten  Fonnetn  nnmittetbar  nicht  nngiebt,  dass 
also  z.  B.  die  Convergenz  der  vorkommenden  Reihen  In  jedem 
•peaiellea  Falle  a  posteriori  wa  bestimrnen  nein  wSrde* 

Wenn  p(u)  eine  beliebige  Funktion  von  w,  und  x  eine  wili- 
cu'brliche  fonstante  bezeichnet,  so  ist  der  Werth  des  bestimm- 
:eD  Integrales 

m 

»De  Funktion  ?o«     setaen  wir  also 


Ly  Google 


1)  J**i^u)du=f(»). 

m 

jso  folgt  jetzt  durch  beiderseitige  n malige  DiÜereosiation  io  Be- 

zieliuQg  auf  xi 

Andererseits  bat  maB*  Jx  immar  sl  gesetzt, 

« 

d.  i.  Um»!  Zusamroenziehung  der  Integrale: 

und  wenn  man  dasselbe  Verfahren  des  DtSSerenzenbüdens  nm\ 
wiederholt : 

a 

Aus  der  Verj^leichiin?  der  Formeln  2)  und  3)  ergiebt  sich  nun 
folgende  Beiueikutjg :  iiat  man  irgend  eine  analytische  Beziehung, 
in  miahcr  eitmMits  «  oder  vemHedena  Piotosge»  vob  u,  ande* 
rmeits  ««^1  oder  Potenxen  dlesoB  Atuidmekes  Torkoianm«  far 
det  al«o  eiMo  Gtokbaag  Ton  4or  Ji^ofm  ■  . 

I 

statt,  so  braucht  maii  beiderseits  nur  mit  e"^(p(u)du  zu  raultipli 
ziren  und  zwischen  den  Grünzen  u~a  und  Uf=^i  zu  lategrireAi 
am  sogleich  ein  RMultat  von  der  Form 

=      W  +  ^i^/W  +  B^[{x)  \ .... ; 

aUo  eine  Beziehung  zvTischen  Diflferentialquotienten  und  Diffe- 
renzen zu  erhalten.  Wir  wollen  diess  an  einigen  Beispielen 
;(eigOD« 


Da  sich  in  eine  Reihe  von  Potenzen  entwickeln  lässi,  so 
muöib  dasselbe  mit  — 1  und  (c**— 1)"»  der  Fall  sein;  setzen  wir, 
i.2.3w..ik  ImAier  mit  bezeichnend« 

'         ^       '       m        '  (wi-J-l)  '   (m-|-2)  ■  ' 

M  »t  nach  dem  Theoreme  Ton  Mae  Lamrin 

ütid  wenn  man  den  Binomischen  Lehrsatz  anwendet«  so  iiudet 
sich  bei  Hirklicher  Differenjsiatiou 

USf  ^ib^evom^— iiii(iii-*l)^+i%(m^2)^— 

tvomit  die  CoeÜizienten  A  bestimmt  sind.  Aus  der  Gleichung  5) 
?rgiebt  sich  jetzt  durch  Multiplikation  mit  e^q>(u)du  und  Inte« 
gration 

Dandt  tat  die  Aufgabe  gelSat,  irgend  eine  Differens  dorcb  DIffe* 
ieatialqaotieDteD  ausziwdclien. 


IL  Entivickelung  von  ü'"/(ar).,  ^ 
Daes  eine  Gleiehirog  vtm  der  Form 

)estchen  mffs^e,  erkennt  man  leicht  mittelst  der  Substitution 
t*^l=zv  oder  «=1(14-©);  denn  es  ist  dann 

ttchts  Anderes  als  das  Kesuitat  einer  Potet^atrung  von  der  be« 
iannten  Gleichung 

KHv)  =  e  -  J«a  +  je«  -  j    + .... 


SM 

hgmd  eis  Coettttont  A  wir« 

•  Ä*«  \D^[\  (H  t)]-» )  (.=0) = i  />*a*)'"  1  (x=i) . 

Diest  DÜTeioiisialloB  UmI  ciefi  mlttolst  de«  ThMrMne»  anafidneB 

9)  D«/(lar) 

worin  Cdie  FakuItiteoeoefÜsienteD  von  (z,  -\-})*  beseicfanwi,  iIm 
an«  dar  Gleichung 

10)  (l ,  +  1)«  =  1(2  +  1)  (J  +  ^i)  ....  (l  +  »  -  1) 

■  • 

beatimmt  werden  können,  iiiii  itach  findet  mau  für  uzzUc,  /(y)=^ 
unter  der  Rfickalclit»  daaa  k^m  l»U 

Bk^  (—!)*-"•  1 . 2 ,3    m.  Ck-m* 
Die  Gieiciiuiig  8)  lautet  jetzt 

« 


und  ^lach  dem  iMischriebeiieii  Verlabreo.  folgt  augenblicldicb  m 
derselben 

Diess  ist  die  UiuMirnng  der  Formel  ?)•  Fttrmssl  hat  an» 
einfacher 

M)  (*)=}  ^(») + 3^'/ W-.; 

ffir  ms  2  kann  man  dam  ReanlUte  dia  Font  geben  s 
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am 


.•I  1 ' 


Diess  All«8  ist  sehr  bekannt,  wenn  auch  a«f  aiulerem  Wcige  imd 
zwar  von  Laplace  mittelst  symbolischer  Formeln  bewieseo  wor- 
den. Neu  dagegen  darfte  das  Folgende  sein. 


III.   Entwickeiung  von  e^'f(a:i^i)di. 
Setzen  wir  fihniich  wie  frflher 

woran«  die  folgenden  Ponaeln  hmorgeben: 

« 

so  lässt  sich  nach  IVro.  14)  auch  fQci-t)  dureb  ein  Integrel  ans« 
drücken  und  es  ist  dann 

■  «  *  r  • 

/** ß-Y(ar  +  t)Ä=y^V*il</^*cH*f«)«9,(tt)rfi4 

/6  /»OD 

a  *  o 

Man  übersieht  nun  ißicht,  dass  eine  Reibesverwandlung  von  der 
Form 
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1 


=0) 


gigtich jseia  mm;  dtftto  iBr  l-^«-»e»«,  it«i  »=—1(1—«) 

W10  ofleobar  gans  in  der  Ordnim;  i»t  MitteUt  der  Gtekliiiiig  17) 
wM  a«D  unter  Bemitraiig  der  Fmel  (6)  ' 

^    Um  noch  die  Coeilizienteo^  zu  bestiauueo,  setzen  wir  in  ISro.  18) 
0=:  —  2^  und  babeu 

folglich 

Die  AuelÜliniiig  dieeer  Differenzlatioii  mittelst  der  Formel  9)  gtdbt 

As  (-1)*  [CoÄ'  -  C^C^t-l)'  +  4(Ä-2)'  - ....]. 
Bezeichneo  nrir  wie  folgt 

so  ist  ^j^— ( — und  mitbin  gebt  die  Formel  19)  in  die  fol* 
geude  über; 

Will  nmn       nicht        eondere  as=A  seUen»  so  findet  nuw  eal- 

sprecbend 

22)     y*  V7(«+*t)<it=A«)  +  p  ^  A«)  +  ^^A«) 


lyui^Lü  Ly  Google 


V9Mt  üMii  fljf)  80,  das«  slcli  di«  finlwr  Hand  pil«ltrt<  lotegra- 
tioa,  flowie  die  rechte  TorkeoiiiiepdetilllffereiizeQ»  ansfuhrea  iSeet, 
so  gelangt  man  nnmittelbar  zu  nennen  Tbeotemen,  wie  s.  B.  fttr 


IV*  Entirickeiuug  von  /  /\a:-i-t)costdt, 

.  t/  .     •  ■  *  . 

o 

Zvfolge  der  Formel  14)  erlilttt  man  aunSchst 

/OD  /»X  /»4  * 

•  0 

/H  '  u 

und  wenn  hier  eine  Rethenverwandlang  von  der  Form 

ausgeführt  nird,    so  geht  die  vorige  Gleichung  in  die  folgende 


24) 


Um  jene  ReibaienMoklung  nfiber .  an  «lAciraiieben»  «etaen  wk 
l»««-fi:=-^2*  0g  igt  dann 

uud  mithin  bestimmen  sich  die  CoefBzienteo  Ä  Aach  der  Formei 
HehnHm  wir  in  Formel  9) 


(s»0 


,  und  bMcMen,  d«M  in  dimn  Fall« 

/  ])m|  2  3    in  1 

/'*'(S()  =    (t+^)i(Jii    «•  [  (  m  + 1 )  Arctau  -  J 

wird,  00  findet  iich  bet  tiiDg«kehftir  Anordnung  der  Glieder: 

f 

Kiaimt  man  m  Formel  24)  Jx  =  k,  hq  ist  allgemeioer 

£in  Beispiel  hienn  bildet  die  Annalinie 

man  erhält  nämlich»  wenn  in  den  Differenzen  schliesslich 
gesetzt  frird} 

o 


2* 

I 

und  bienmn  ergfebtilMl  ftr  e-»^s=^,  ab«  -^A^sl^: 


worin»  wie  »ich  von  selbst  versteht,  q  ein  positiver  ächter  BrucI 
•ein  muse. 


388 


fintwiekaluo«  VAU  f  '^f(pc^rt)tinm.  ,i'  i. 


*  Ii 


»  I  • 


Unter  BeouUang  der  Formel  14;  tiad^t  sich 


« 

e-^«  tp(u)  duj  e^^ntdi' 


1 » 


Seten  wir  eine  Reiheneotvrieklnng  tod  der  Form 

'    »'"ri  .«.I    14  <l*i« 

reratuty  so  geht  die  obige  Gleichung  in  die  folgende  über: 


Für  1— e-*«=-*2  oiminl  jene  ReibenetitwfickelDag  die  nach' 
lebende  Form  an: 


M  ee  iet  miAin 


1  m         ^dlj  O 


••••• 


rioiiert  man  eieb>  dass  für 


I«  balnumto  Fwml 
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8tatt  findet,  so  kann  man  jetzt  das  unter  Nro.  9)  verzeichnet« 
Theorem  in  Anwendung  bringen ;  bei  umgekehrter  Anordnung  dei 
Glieder  findet  sich 

28)  =  -  2'  Ck-2  +  4'  a-4 — 6'  Ck-e  +  

Den  Coeffizicnten  Ai  piebt  diese  Formel  nicht  geradezu;  man  er- 
sieht aber  aus  der  Reihenentwickelung  unmittelbar  sehr  leicht 
dass  ^1=0  ist. 

Allgemeiner  für  Jx=h  hat  man  aus  Nro.  27) 

* 

o 

*  « 

wo  nun  Ja:=h  ist.  Auch  hier  kann  man  leicht  zu  allerhanc 
Reihenentwickelungen  gelangen,  wenn  man  die  Funktion  /'so  wählt 
dass  sowohl  die  Integration  linker  Hand  als  die  Differenzen  rech 
ter  Hand  vollständig  ausführbar  sind. 

I 


,  1 
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üeher  die  SubstUatlon  neuer  Tarla* 
lelen  in  unbestimmte  und  bestimmte 

Integrale. 

Tob 

Herrn  Professor  Dr.  Oskar  S c hl ö milch, 

ao  der  poijrtechnticlien  Schale  sa  Dretden« 


Die  meisten  Transformationen  unbestimmter  Integrale  gesche- 

en  bekanntlich  dadurcii,  dass  man  an  die  Stelle  der  ursprünglich 
orbandenen  Variabelen  ^ne  neue  Veränderliebe  einführt,  welche 
lit  der  ersten  durch  eine  Gleichung  verbunden  ist  Handelt  es 
ich  z.  B.  um  das  integral 


D  kann  man  ^sc)^y  setsen,  muss  nunmehr  die  vorstehende 
•leichung  nach  x  auflösen,  was  ein  Resultat  von  der  Form  :r=^(«), 
üdun  £B^^{y)dy  giebt»  und  hat  jetzt 


lodet  sich  nun  auf  irgend  eine  Weise  der  Werth  de«  rechter 
luid  veraeichneten  Integrales,  er  helsife  etwa  Fiy)^  se'muss 
lan  schliesslich  noch  fiir  y  seinen  Werth  t^x)  einsetzen»  und  ge- 
tagt so  zu  der  £ndformel* 


A9(«)]*r=^9(4p)l+Const. 


Digitized  by  Google 
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8o  alliremelri  bekannt  dieKeß  Verfahren  ist,  so  scheint  man  doch 
einen  LIinsf.iTul  dabei  übrrscben  zu  haben,  der  Tiiftit  ohne  Wich- 
tigkeit ist  und  iiamentlit'h  bei  besfimniten  Integralen  iraf^z  lipson- 
ders  erwoijeiJ  «ein  will:  es  kann  iiänilich  vorkornim  n,  daji?»  die 
nach  X  aufzulö^ieiide  Gleichung  x^tpiß)  niebieie  Wurzeln  be- 
•ittt»  wie  fleboii  M  einer  Kd  Besleming  auf  »  qoeilniliMlici 
Gleichonif  der  Fall  aeiti  wttrde,  ond  es  entsteht  daoe  von  selbit 
die  Frage,  welche  von  diesen  verschiedenen*  Wurzeln  für  di« 
weitere  Rechnung  zu  nehmen  Ist  Handelt  ea  sich  a.  B.  vm  dci 
Werth  dea  Integmlea 


so  kann  luau  setzen 


und  hlerana  folgen  fDr  «  und  dsp  die  Doppelirerthe: 
entweder 

a?*^r-l-V^r»— mUbin  ^^=r; 

oder 

Im  eraten  Falle  geht  daa  obige  Integral  in  das  folgende  über: 


and  man  bat  dann 


daf^    Arcaln^C^ZZ?  ^  Const. 


Im  zweiten  Falle  erhält  man  «nf  gleiche  Weiae 


Welche  von  beiden  Formeln  die  richtige  ist,  entscheidet  sich  sehr 
leicht  durch  Differenziation ,  und  man  wird  finden »  das«  jede 
beiden  gefundenen  Formeln  gebraucht  werden  kann,  ntallchii 
einte«  wenn  man 
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UNldie  zweite^  wenm  man  dieselbe  Wurzel  ssr— «etst.   in  der 

Anwendung  auf  bestimmte  Probleme  wird  man  aber  aus  der  Natur 
des  Gegenstandes;  jederzeit  wissen,  ob  jene  Wurzel  — r  oder 
^T  —  x  ZU  setzen  ist,  «nd  ilann  bleifit  ancb  keine  Wahl  mehr 
zwischen  den  beiden  erhaiteneri  InleL^ralfünueln.  So  kann  man  in 
jedem  Falle  durch  Differenziatioa  einerseits  und  durch  aeuaue 
ferQrtenmg  seiucs  Problemes  atodmrseito  äich  vollständig  ort- 
entiren« 

Ganz  anders  wird  die  Sncho  hei  bestimmten  Intes^ralen;  liier 
^ehen  die  Substitutionen  bck.mntlich  nie  rückvN.nts  (von  y  nach 
x)  sondern  immer  nur  vorwärts,  indem  man  znuli  ich  die  Verän- 
derungen anmerkt,  welche  die  Integrationsgränzen  erleiden,  und 
eine  Probe  durch  Differenziation  ist  am  Ende  gewöhnllob  gamUt 
auAWirba^»  weil  man  es  in  den  meiafen  Pillen  mit  eolcfaee  Wfm* 
renaialformeln  zu  tbun  hat,  die  sich  unbestimmt  nicht  integrifen 
lassen.  Um  die  hier  entstehende  kleine  Schwierigkeit  an  einem 
recht  frappanten  Beispiele  an  zeigen^  betrachte  ich  das  Integral 


ar 

Setzt  man  a!^  ■{'2rj:==y,  so  folgt 

T  , 

■ 

mithin 

ist  feriiei  x  gleich  der  unteren  Integrationsgränze  —  3r  i;cworden, 
so  hat // den  Werth  9/-^— ür-  =  3r*  erhalten,  und  ebenso  entspricht 
der  oberen  integrationsgränzo  a=^-jrr  die  obere  Gränze 

man  bitte  demnach 

Der  Werth  eines  zwischen  gleichen  (xHioaen.  genanunenen  Inte- 
grales ist  aber  im  Afli^emeinen  die  Null,  und  so  gelangt  ninn  zu 
dem  offenbar  widersinnigen  i\e*!ultate,  dass  für  jede  beliebige 
Funktion  f  das  fragliche  Integral  der  Null  gleich  sei.  —  Üm  em 
richtii^es  Ergebniss  zu  erhalten ,  muss  mau  hier  folgeudermasseu 
scbllessen.  Wenn  a  das  Intervall  bis  -fr  durchläuft,  so 

Sodert  sieh  der  Aimdrael:  fssa^-^^  In  der  Waise,  dass  er 

Theil  XVUL  ST 
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während  des  Intervalls  —  !ir  hiB  -«r  ftbniaiint,  (ur  ar= — r  s^n 
Minimum  erreicht  uod  darauf a»a^  1^  «ss-fr^^lt^;  dabei  wiid 

« 

8ieU  nmi  jr  ale  AbsciMe,  y  ala  Ordinate  ao,  so  koamt  jede 
Bwtoclien  und  -f  3f^  liegende  individuelle  Ordinate  zweiaul 
Tor,  einmal  als  gehörig  zu  einer  zwischen  — 3r  und  -r-r  liegen- 
den kleineren  und  dann  entsprechend  einer  zwischen  — r  und  -fr 
enthaltenen  grösseren  Abscisse;  eine  Ausnahme  hiervon  macht 
nur  die  Ordinate  H-r^,  die  blos  einmal  vorkommt.  Zerlegen  wir 
jetat  das  integral  ^ro.  1)  in  folgende  Integrale: 

so  enthält  daa  erste  Integral  alle  vorhin  ala  kleinere  beaeidmeCcn 

so,  und  daa  aweite  intei^ral  lediglich  die  j^rosaereo  ;r ;  hieraus 
folgt,  dass,  wenn  in  beiden  Integralen  a;^-f2rjr=y  gesetzt  wird, 
umgekehrt  für  daa  erste  Integral  in  Nro.  2)  nur  die  kleinere  Wur- 

«eljp=r— V  r^-t-y  nnd  Cür  daa  aweite  nur  die  grossere  Wurzel 
ar£=r+V^ r^-\-y  zu  gebrauchen  ist.  Nach  dieser  Bemerkung  ver- 
wandelt aich  die  Gleichung  St)  in  die  folgende:  * 

Kehrt  man  im  ersten  Integrale  die  Inteerationsgninzen  um,  giebt 
ihm  also  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  lassen  sich  nun- 
mehr beide  Integrale  zu  einem  einzigen  zusammenziehen,  nämlich 

imd  dieaea  lat  die  fichtige  Tranaformatton  Ton  Nro.  1). 

"Das  so  eben  auseinandergesetzte  Verfahren  dient 
mig  auch  zur  Umwandlung  dea  allgemeinen  Integralen 

»an  hat  ntaliob  fiferat  m  natennclieiib  wieviel  AiaacioMk  «nd  Iii- 


m 

fim  dir  FnnUiii  y9xsq>{a:)  swiadkett  dl«  IntemtlmMgtiiim  m 
«d  ß  fallen;  treten  diese  MaxiM  MidBlUdiiMi  rar  ^r^fh ,  :r=:^ 
etc.  ein,  so  ordne  man  die  Grossen  ni ,  fi^  etc.  nach  ihrer  Grosse, 

80  dsiff^  <^<C  "i  f^2  -  '  '^ß  »erlecre  das  gegebene  rntei*ral  in 
eine  Reihe  anderer  integrale,  welche  die  Iritegrationsgränzen  a:=a 
bis  x  =  fii,  ar  =  f4  bis  etc.  umfassen,  und  substituire  in 

liei)  einzelnen  Integralen  diejenigeo  Umkehrungen  der  Funktion 
j^9>(^)»  welche  den  zugehörigen  Intervallen  entsprechen«  — 
Wir  geben  hieran  einige  fieiaptele  von  mogltchat  allgemeinen 
Formen« 

L  Es  sei  Kuoachst  das  dem  vorigen  aieulicb  äbulioN  Iali«cai 


w  tranaformlren»  so  hat  man  snnäehst 

— »  — r 

nnd  Termoge  derselben  SuhstitntSoiien  wie  vorhin 


Setat  man  noch  ^=r%,  so  erbSit  man  dorch  Veiglelehnng  der 
verscJiledeneD  Formen  des  J 

Will  man  das  Wurzelzeichen  rechter  Hand  vermeiden«  so  kam 
man  setzen,  und  hat  dann 

—00  0 

Aus  den  sefunflenen  Gleichungen  lassen  sich  leicht  allgemeinere 
Formell)  ilailurch  herleiten ,  dass  man  uiehrmals  iu  üeziebung  auf 
die  willkfibrilclie  Constante  r  diflareozirt;  da  die  Attsf&hmnff  die- 
ser Opemtlen  nach  den  von  Herrn  Dr.  Hoppe  nnd  mir  gMeh> 


.  SM 

zeitig  bekanlit  getntchton  Fonnelii  niclit  die  mindeste  Sekwiiilg- 
keit  nat)  .«e  kaoii  idi  eie  füglich  fibergehen. 

IL  Ihis  sa  transformirende  lategral  aei 

/9  a 

Da  y=zcx-\-—  lür  x=\  ~  sein  Maximum  y=2V^ ac  erreicht, 
ae'xetlegeii  wir  wie  iblgt: 

VI 

Aus  3f=^ca;'i'~~  ergebea  sich  umgekehrt  für  x  die  Werthe 

■ 

^=^~^J          und  0,=^^  1^  » 

durch  deren  Substitution  man  erhält: 

2V0C 

Kehrt  man  im  ersten  Integrale  die  Intesrationsgränzen  um  und 
▼eieinigt  dann  beide  Integrale,  so  wird  dSifiicher 


£ine  noeh  bessere  Gestalt  erhilt  das  Integral»  wenn 
setst;  es  wird  nämlich  schiiesslich 

•  ■ 
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Diese  Formel  lässt  sich  n-iec!crnmi  (^urch  mefirfache  Differenzia- 
ttonen  in  Be?i€lii]ni]^  auf  a  od^r  €  veraUgemeiuerii»  womit  wir  uds 
jetzt  nicht  auibaiten  woÜeo. 

Nlminft  man  in  Nfo,  d)  n.  8. 

80  ergiebt  sich 

0  0 

Eiao  aodere  iSup^oäiÜoa  wäre 


was  ich  schon  früher  einmal  bekannt  gemacht  habe, 
in*  Ab  drittts  Bebpiel  drane  das  Iniegtat  - 

«/ss  /     /(co&iT  -|-  tan^.8ina?)<2x« 

worin  ^  einen  constanten  Bogen  des  «raten  Qaadrantsn  bezeich« 
nen  müge.   Wollen  wir 

eosd?  4  tui^.sb«=^ 

sstasn»  so  ist  zunächst  zu  erinnern,  dass  die  Gleichung 

« 

a«- sin^ -f  tand .  cos^ = 0 , 
tand^sstan^ 

zwei  Wurzeln  besitzt  ,  welche  io  da??  liitegratlonsintervall  0  bis 
fallen:  diese  Wurzeln  sind  ar  =  ^  und  a:  =  5t  +  '^*,  die  erste  macht 
y  ZU  einem  Maximum  nSmltch  secO*,  die  sweite  giebt  das  Mini- 
mom  — secd.  Wir  zerlegen  nun  wie  folgt: 


388 

/(com  «f  tan^iSf  Mr>Kr  * 

der  Gle&ehoDg 
fliesst  weiter  darcb  MultiplikfitioD  mH^cosd: 

und  wenn  wir  unter  Arccosz  denjenigen  positiven  spitzen  Bo- 
^en  verstehen,  dessen  Cosinus  zs.z  ist,  so  sind  die  positiven  Wu^ 
zeiii  der  uiii«^eü  Gicicliuni^; 

^—  =  Arecoe  (yeotd) 

=  2«-— Arccos(^cü8t>jL 

=4ip  —  Arccos(yeoe9) 

u.   a,  w. 

▼00  welchen  wir  nur  die  drei  ersten  brauchen«  Man  erhilt  im 
ihnen  Übt      die  drei  Warthe: 

i^.eos^         ^    Af.coe^  ify,coe^ 
+  V^l-y^NjoB**'       VT^o^'  ^Vl-ycoe^ 

nitteki  deren  eich  /  fblgentemeeen  geeteltets 

.cos^ 


Da  fin«?  lefzte  Integral  von  — •secT>  bis-  ^1  und  das  erste  voti  -\  } 
hls  -f-^eci^  geht»  eo  küuueu  »  ieee  J^eideo  Integrale  in  das  eine 
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zosammengezogen  werden;  dieses  ist  mit  dem  zweiten  Integrale 
einerlei,  wenn  man  in  letzterem  die  (iräuzeu  vertauschte  liemnach 


Eine  bessere  l  ona  erhält  das  Integral  mittelst  dei  weiteren  8ub- 
5titatioD^cosd=co6z,  woraus  cf^.co8&=-»8inze2j:  folgt;  es  ist  jetzt 

/=^2 y^^/(«ec^.c4N»)i&. 
m 

Kelirt  man  die  lot^grationsgränzen  um  und  vergiei«li(  die  bai- 
den  Formen  des      so  nat  mau  die  Transfonnation 

O  0 

VV  ir  setzen  hier  weiter  taodcs  ^  uod  bezeicbuea  überhaupt 
imit  IXu);  es  wird  ao 

9)  F(aco«4P-|-/}8liur)<2drs2 J^'^iXVt^+P*  cwa)ifo. 
*i  0 

Aach  diese  dordi  sine  gewisse  Elegans  ausgezeichnete  Formel 
Hesse  sich  durch  successive  üHaiesaNUioneii  la  Beziebasg  auf  fr 
oder  ß  leieht  Terallgimeiiiero. 
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Die  Bezieliung^  der  Ellipse  auf  ihre 
swel   slelehea   eoiUuslrten  Dureh- 

messer. 

Herrn  Doctor  Kösters 

mm  Wareadorf. 


Uoter  den  verschiedeneti  metrischen  Relationen  zur  Bestim- 
mmig  eines  Kegelsctmittes  gibt  es  aach  effte,  welebe  in  sehr  ein- 
fodier  Weise  die  Ellipse  und  Byperbel  aaf  zwei  gerade  Linien  fce- 
sieht.  Sind  nämlich  zwei  gerade  Linien  L  «ad  Ih^  weiclieM 
unter  einem  Winkel  (2^»}  sconeidcn ,  der  Lage  nacli  gegeben,  6o 
ist  der  Ort  des  Punkte«,  desson  Abstände  c  nt)(\  ß  von  den  zwei 
gegebenen  Geraden  im  Quadrate  eine  koustaute  iSumme  oderBiCB* 
ren2      geben «  niimUcb: 

eine  £lüpse  oder  gleichseitige  Hyperbel* 
Betraebtet  man  nno  den  Fall,  in  dem 

so  ist  der  Ort  eine  Ellipse,  iür  welche  durch  einfache  Con- 
struction  sich  die  einzelneu  Punkte ,  so  wiu  die  Achseu  uuu  ieicbt 
bestimnien  lassen.  Es  ist: 

der  Halbmesser  d«r  gleichen  conjogirten  Dnrcbmesser 

siu29  ' 
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die  grosse  Ualbaehse 


die  kleine  Hälbacbse 


P 


die  ExceDtrizität 


der  Parameter 


die  Leitstrahlen 

*       aie^  *  ain^ 

Dieser  Beziehung  der  Ellipse  als  OrtaUnie  auf  wmfA  fiele 
Geraden  entspricht  folgende  Betrachtung. 

Eine  SÜlpee  wird  geMIdeC  dnteh  die  Peri|>berle  eleee  Krei- 
ses^ indem  aleb  alle  eof  eieem  Dufcbiaesser  senkrechte  SdHifle 
io  ibrem  Feaapnelcte  um  eleee  gleichea  Winkel  drehen* 

■ 

Sind  (Taf.  X.  Fig.  \.)AB  und  Ci/>j  zwei  senkrechte  Durch- 
messer des  Kreises  -Af,  und  tlreht  sich  jede  .uif  AB  seiikrechte 
Sehne,  z.B.  PE^  wie  MCi,  in  ihrem  lusspunkte  um  den  Win- 
kel 9,  ee  bilden  die  so  verschobenen  Pnakte  der  Peripherie  dee 
Kreieee  In  ihrer  neeen  Lage*  a«.B.  £  eod  C»  die  Ellipse«  - 

Dieses  Ifisst  sich  auch  also  nachireleen. 

Die  Coordiuaten  (r,  y)  des  Punktes  E  für  die  Coordinaten- 
achsen  MA  und  MC  sind  gleich  den  Coordinaten  ^|)  des 
Punktes  Ei  des  Kreises  fihr  die  rechtvHnkllgen  Coordioaleaeobeee 
MA  und  mCi*  Ist  nnn  r  der  Radios  des  Kreises  ]\1  y  «^o  Ist  «rioe 
Gii^cfaimg  beaogs  der  Coordinatenacbsen  MA  nod  üfCt : 

folglich  die  Gleichung  der  Ellipse  bezugs  der  Coordinatenachsen 
MA  nnd  MCi 

+  3^  =  r*. 

Fallt  man  naa  von  eiaeai  beliebigen.  FMnkte  (4;,  y)  der  Ellipse 


I 
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Senkrechten  a  und  ß  auf  MA  und  JUC,  so  lai,  wenn  der  VVio- 
kel  AMC=s2q)  gcsetst  wird: 

* 

Dieses  ist  die  Gleichung,  von  der  wir  ausgegangen,  wenn  man  nur 

sctzi   Bei  dieser  Darstellung  der  Ellipse  lassen  sich  leicht  aas 
den  £igen«chafleii  des  Kreises  entspreciiende  (Ür  die  Ellipse  ab-  \ 
leiten,  z.  B«: 

Jede  zwei  senkrechte  Durchmesser  des  Kreises  werden  zwd 
conjugirte  Durchmesser  der  Ellipse. 

Wie  im  Kreise  jede  zu  einem  von  zwei  senkrechten  Durch- 
messern parallele  Senne  vom  andern  halbirt  wird,  so  wird  auch  . 
in  der  Ellipse  jede  zu  einem  von  zwei  conjugirten  Unrebmessero  I 
parallele  Sehne  vom  andern  halbirt. 

Wie  beim  Kreise  jede  im  Endpunkte  eines  von  zwei  senk- 
rechten Durchmessern  zum  andern  parallrle  (lerade  Tangente  des 
Kreises  ist,  so  ist  bei  der  Ellipse  jede  im  Endpunkte  eines  vou 
zwei  conjusirten  Durchmessern  zum  andern  parallele  Gerade  Tao* 
gente  der  Ellipse. 

Es  gibt  für  jeden  Winkel  (t//)  der  Drehung  der  Sehne  eine 
bestimmte  Ellipse  über  AB  und  CJJ»  als  den  zwei  gieiclieii  cihh  , 

jugirtenDarchmessern.  WSchst  der  Winkel  i^  von  0  bis  S^^^ 

die  Ellipse  alle  Gestalten  durch  vom  Kreise  bis  zur  geraden  Linie 
^Is  Gränze,  deren  Länge  =:2rV?. 

« 

Im  zweiten  Quadranten,  d.  h.  wenn  der  Winkel  ^  von  ^  bis  » 

wächst»  debnt  sich  die  Ellipse  wieder  bis  znr  Psrtpli^ie  des 
Kreises. 

Bei  der  Drehuns;  der  anf  Aß  senkrechten  Sehnen  des  Krei- 
ses (Grundkreises)  beschreibt  jeder  i^unkt  seiner  Peripherie  einen 
Kreis,  und  ist  in  jeder  Lage  ein  Punkt  einer  Ellipse;  somit  lie- 
gen also  di#  edtsprediendett  Punkte  simmtlicher  Ellipsen  io  be- 
stimmten Kreisen.  Die  Scheitel  jeder  zwei  conjugirten  Durch- 
messer bewegen  sich  bei  Aenderung  des  Winkels  in  zwei  Krei* 
sen,  welche  sich  in  dem  festen  Durchmesser  AB  berdbren»  Ulli 
fär  deren  Hadieu  q  und  ^  man  die  Gieichang  bat: 

iSf^  Fhr  die  Sebeltel  der  Aelwen  Ist  Dsch  ausserdem 
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Ferner  die  Tangenten  der  eDtsprechenüen  Punkte  sfimmtlicüer 
'^llipsen  (aus  dem  Grundkreise  M)  drehen  sich  um  einen  lestcn 
l'unlvt  in  dem  Dnrrhniesser  Aß,  tind  daher  «ind ,  wie  die  Ordi- 
luten ,  auch  die  ^ulitangenien  s  der  enteprecheudea  Punkte  unter 
ilfh  gleich  mid  zwar  istf , 


Wenn  die  swel  glelcheo  conjugirten  Durcbmeeser  der  Lage 
tach  und  aneserdem  p  oder  ein  Punkt  der  Ellipse  oder  eine  Tan« 

^ente  gej;c^f>er»  gind,  so  ist  die  Ellipse  beslinimt  und  drr  Nach- 
Mi'is  ihrer  Eigeni>chalten,  sowie  die  CoMa^ruftiooeo»  seichueu  aink 
bier  durch  Einfachheit  aus.  , 

Sind  L  und  Li  der  T^ajir«  nach  gegeben  und  ausserdem  (An 
i^liikt  E  der  Ellipse,  so  linde  t  man  leicht  den  Grundkreis.  I\Jaii 
eiebe  die  Ordinate  £P,  und  PEi{=.PE)  senkrecht  aut\rl/>,  be* 
lebreibe  daoa  aus  M  mit  MEi  einen  Kreie,  ao  ist  dieser  der 
ßnmdlkreie  der  Ellipse.  Zieht  man  ftruer  den  DurchraeMer  üf^i 
alsdann  HxO^i^AB,  und  OH{=zOH{)  perellel  Mi  i^Ct  und  dann 
Mli,  so  sind  MH  und  ME  die  Halbmesser  zweier  conju<^irter 
nurchmesser.  Dnrob  die  Verbindrnii?  der  diirrh  den  Grunakreis 
liestimmten  iScheitel  der  zwei  «gleichen  coniugirtcn  Dnrrhmesser 
erhält  man  ein  Rechteck,  welches  der  Ort  des  Punktti8  ij»t,  des- 
sien  Abstände  a  und  ß  von  den  zwei  conjugirten  Durchmessern 
(Diagonalen)  die  coostsate  Srnrnrnm  p  geben,  iiftmlieh: 

# 

Ihrer  Einfachheit  wegen  mögen  die  folgenden  zwei  Auigaben 
gelost  ^werden* 

1.  Sind  L  und  Lt  and  ein  Panl[t  E  der  Ellipse  gegeben,  in 
E  eine  Tangente  an  oie  Ellipse  za  ziehen. 

Man  ziehe  EP^Li  und  PEi{~PE)  senkrecht  auf  L,  ziehe 
^/F,  ,  und  E^G'^MEi,  verbinde  G  mit  £,  so  ist  GE  Tangente 
der  Ellipse. 

2.  Sind  r  und  Jj\  und  ansserden»  eine  Tanjeute  der 
Ellipse  Gegeben,  den  Bernlini!i^s|nitd%t  in  Q  zu  liiiden ;  oder: 
den  Punkt  in  Q  zu  iinden,  tür  den  die  Summe  der  Quadrate  der 
ii^ntiernuogen  «  uud  ^  von  h  und  Li,  nfimlicb 

ein  Hlnimnm  .ist. 
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Man  ziehe  M l\{z:zMY)  senkrecht  auf  verbinde  Fi  mit 
G,  Hille  ME^-^-GYi,  und  E^P-lL,  ziehe  FE  parallel  zu  L^, 
•o  i«l  £  der  verlangte  Pmkt 


Vergleicht  man  den  Grundkreis'  der  Ellipse  nock  iiiill4e&  beidee 

öber  den  zwei  Achsen  beschriebenen  Kreisen ,  so  ist  jener  der 
Ort  des  Punktee  >  der  zu  den  beiden  letzten  Kreisen  gleiche  Po- 
tenz hat 


Anmerkung.  Beschreibt  man  aus  dem  Halbirungspunkte  der 
Centratlinle  (=2/7i)  zweier  Kreise,  deren  Radien  H  und  r  einfU 
einen  dritten  Krei«  mit  dem  Radius  ^ 


go  ist  dieser  der  Ort  des  Punktes»  der  zu  den  beides  eistei 
Kreisen  gleiche  Potenz  hat 
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Umaxgikmmgen.  mm.  dm  KteoiMieB  der 

Arithmetik. 

Von  46111 

Herrn  Doctor  JEL  Baltzer^ 

OlorMrar  wm  4m  KttiamAmU  sn  Dre»4«a* 


J.  Zn  d^D  Warsein. 

Die  Elementarlehre  von  den  Winseln  vereinfacht  etcb  ein 

Pili?,  wenn  mein  von  der  Wurzel  aus  einer  Potenz  ausgeht, 
»eiiso  wie  man  in  der  Lehre  von  den  Quotienten  hesser  die 
ivision  der  Producte  ao  die  Spitze  stellt.   Di^  Gleicbuogeu 

  «  m 

ViP  =(V a)Fsz  iF 

weist  man  durch  Petenzlning  nrit  ond  zi«'ar  die  letztere  zu- 
chst  anter  der  Vormnesetznng,  das«  m  durch  n  theilbar«  Die 
ieichnagen 

Ol  II 


?lche  durch  PoteDzirnn!^  mit  mn  bewiesen  werden,  und  au8 
nen  (abgesehen  von  den  V  orzeichen ,  eU  welche  man  die  Wur- 
in  aus  I  betrachten  kann) 
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folgt.  M  vrie  die  Entwickelung  yon  V^a6  nod  V^a;6»  bestStlg« 
dann»  dm 

1  m 

«■ 

adüqoate  AasdrSeke  für       und  V^o«  sind« 

Was  das  Vorzeiclion  anlangt,  so  ist  in  übrigens  sorgfältieei 
Darstellungen  noch  zu  linden,  class  dabei  die  EoUtebung  des  Ha 
dicanden  in  Betracht  komme »  dass  also 

V^(a^6?=a— 6  (nicht  6— «) 
eindeutig»  dagegen 

V    — Hh^ä  SS  J:  («    6)  i 

zweideutig  8e1.  Z.B.  Heia  Sammlung  $.  48.  Dagegen  muss  be 
merkt  werden,  dass  so  lan^^e  der  Radicandus  denselben  Wertl 
hat,  auch  die  Wurzel  diesell)e  ist,  und  xwiw  n deutig  wie  jedi 
rite  Wurzel.  Nun  ist  über  die  Identität  von  (a—f/)^  und  voi 
—  ^aO-i-O^  ein  Zweifel  nicht  möglieh,  folglich  haben  beide  Fol 
mein  dieselbe  Quadratwurzel,  welche  eben  so  <^ut  negativ  als  pd 
sitiv  genommen  werden  kann.  Dasa  <]berliiCü|it,  «renn  «  eine  po 
aitlve  Zahl  und  a"=:a»  man 

n  n 

n  ■ 

zusetzen  habe,  wobei  Vi  wie  ein  Vorzeichen  erscheint,  tstvoj 
der  kritischen  S  c  Im  1  e  hinreichend  hesprocheTj,  iin<1  sollte  auq 
von  den  clcmei) taten  DafsteUungcQ  nicht  ganz  mit  iStUUcliweiM 
übergangen  werden. 


Ii.   Zu   den  Logarithmen.  I 

.  •  ■  i 

Der  Mangel  eines  bequemen  Ausdrucks  fQr  die  ZabI »  nr 
welcher  &  potenzirt  die  Zahl  a  giebt,  ist  oft  ^enug  beim  Üntei 
richte  empfunden  worden,  wie  verschiedene  \  ersuche  anzeige! 
An»  celiraucblichsten  ist  der  Ausdruck  ,.Tjo^?aritlinius  von 
zur  Basis  U''  und  die  Bezeichnung  eine  der  folgenden; 

*  * 

logo,  loga,  log(|!)a. 

Nach  der  bei  Fnnctinnen  mit  einem  Parameter  üblichen  jSchreil 
art  könnte  man  das  Zeichen 


I 


I 


e 
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log(Ä,  a) 

gebrauchen  y  vveh  hes  Jedoch  mit  den  vorigen  Zeichen  die  uahe« 
qnenie  LSnge  in  Schrift  and  Rede  zum  TheU  e^mein  haff  obgleich 
I  es  dem  Druck  mehr  lusagi  Der  in  J.  H.  T.  Müller*«  Arit  hm  e- 
tilc  S.  287.  angenommene  Ausdruck  Hochzahl  von  a  durch 
A  exponentürf  ist  zwar  zur  BÜdunf^  von  Lehrsätzen  nicht 
ttDgoichmeidigy  allein  die  Bezeichnung  dafür 

a 

t 

wird  schwerlich  Eingang  finden,  well  sie  den  bereits  festotehen- 
den  Zeichen  loga  >  la  fflr  den  gemeinen  und  natürlichen  Logarith- 
neii  von  a  sich  nicht  anschliesst. 

Von  jeder  liezeichnunir  verlangt  nian  hillig,  dass  sie  nicht 
Dor  für  Schrift  und  namentlich  für  Druck  leicht  aiisiührbar,  son- 
dcra  dass  sie  auch  in  der  Rede  leicht  wiederzusehen  d.  h.  les- 
ktt  sei*   Diesen  Forderungen  entspricht  die  erste  Bezeichnung, 
.mbeld  man  k  nicht  über  log,  sondern  links  oben  an  log  stellt: 

*loga*) 

uod  „/^-Logarithmus  von  ausspriclit  (etwa  wie  nie  Wurzel 
I  aas  tt)*    Die  Zeichen  ' 

^ogUp  log.vulg.a,  ioga 

^  «md  als  gleichgeltend  zu  gehen,  sowie 

I  ^loga,   log.nata^  Ina,  la. 

'  Dabei  vermisse  ich  in  den  elementaren  T.phrhürhcrn  die  Bemer- 
r^kmß,  dass  ^ioga,  und  nicht  ^^lo^a ,  natürlich  heisst,   weil  er 
Ftllem  eine   unmitteihare   Herochmiug  zi!l;i««st.    u.Hhrond  andere 
(künstliche)  Logarithmen  nur  durch  Pioljiren  aus  Wurzeln  der 
Basis  oder  durch  natürliche  Logarithmen  bestimmbar  sind. 

Ferner  gehört  auch  in  ein  Eleroentarbuch  die  Anmerkung,  dass 

die  Loijaritnmen  vieldetitic:  sitnl  wie  die  Wurzeln,  nur  nnendlich- 
deutig,  dass  wenn  a  eiue  |ioi^itive  Zahl  uod  k^=^a,  vermöge  der 
Formel  für  Moga6  man 

*loga=«+*Iogl, 
MogA:a:l-|-*iogl, 

« 

*log(-.a)=«  +  *iog(-t) 


•)  Diese  Bc/.eirhniiii;.'.  iVb  Hm.  1'r(»f,  S  c  h  l  n  ni  i  l  r. h  tnitgcthcilt, 
i«t  von  denitielbcn  bereiu  mit  der  Auinalime  in  dessen  neue  Aufgabe 
'er  algebraischen  Analyiis  (S.  8.)  beehrt  worden« 


f 
I 
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zu  set/.mi  habe .  das«  aber  *loj5l  «iMn  andern  reellen  Werth  aüs 
Nnlt  nicht  snlä^^t ,  während  *log(— 1)  aurcbans  ima^Sr  ui.  Mchi 
Aneetchten  ermantem  sn  weiterem  Stodlom. 

Ane  der  Dcfinitkm  wfinle  ich  xanäch^it  ai>ieitea ,  das» 

aWog6=:6*loga, 

Indem 

folglich  jede  der  beiden  Potenzen 
Femer 

indem 

Dann  folgen  die  auf  den  Numerus  bezüglichen  ITormelo  für 

''logii^»  *log«*, 

denen  noch  beisugeben  eind 

*log(a-f  6)  =  *loga  +  *log  ^1  +  , 

1 

*log(a— 6)  Ä*loga— *log  1  [«>  y , 

a 

nm  »n  dem  Gebrauch  der  Oauee'sehen  HilVfetafeln  anzuleitea, 
vrelefae  nach  der  neuen  Einrichtung  (viie  sie  bereits  1844  toq  J. 
H.  T.  Mfiller  in  den  höchst  zweckmässigen  vierstelligeo  Tafeln 
gegeben  worden)  bei  dem  Argument  lou«  —  Iog6  die  zur  Edil* 
guog  von  log(a-f  6)  und  log(<r— odtbigeu  Correctiooeo 


.0.(1  +  0 


und  log  — ^ 


darbieten.  Vergl.  die  vortrefilichen  Beispiele  in  Heis  Sammlong* 
(.59.,  welche  fibrigens  noch  die  hl tere  Einrichtung  berihiksich^gm* 
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UL  Zu  den  Verliiltiiiaata  ond  Prop<»rtiooeft* 

i.  Das  Verhältnis«;  einer  Grösse  A  zu  einer  glelehartben 
Grösse  ß  ist  —  es  ist  fabelhaft,  mit  wie  verschiedenen  Wenduo- 
^en  verschiedene  Schriftsteller  fortfahren,  denen  man  zum  Theil 
nicht  undeutlich  ein  gewisses  Lnheha^en  bei  diesem  Definitions- 
genchäft  anmerkt.  Ich  will  die  Leser  des  Arcliivä»  uitht  mit  Au- 
tiiliruiigeo  faebelligen,  jeder  findet  Id  «einer  Bibüetbek  Beispiele« 
Die  Quälereien  haben  einen  doppelten  Ursprung;  beim  Vater  En- 
klides  darin,  dass  die  Irrationauablen  noch  kein  Bflrgerrecbt  unter 
den  Zahlen  hatten,  bei  den  Neueren  darin,  dass  man  angifiuigea 
hatte  von  arithmetischen  Verhältnissen  im  Gegensatz  zu  geome- 
trischen zu  reden  und  dass  man  nun  ein  Abslractum  aus  zwei 
fiusserst  verschiedenartit^eii  liei^riffen  bildete.  Warum  hörte  man 
nicht  auf  Euler?  In  der  Algebra  1.  380.  steht  geschrieben; 
^,Ein  arithmetieeheB  Verbtttnl»  ist  niebta  anders  als  die  Dilferena 
swiacben  zwei  Zahlen.  Weiches  letstere  Wort  filglicber  gebrancbt 
wirdf  so  dass  das  Wort  Verhiiltniss  nur  allein  bei  den  sogenann- 
ten geometrischen  Verhältnissen  beibehalten  wird.'*  Und  L  440.: 
„Das  geometrische  Verhältnis^  zwischen  zwei  Znhlen  enthält  die 
Antwort  auf  die  Frage,  wievielmal  die  eine  Zahl  grösser  sei  nls 
die  andere,  und  wird  gefunden,  wenn  mun  die  eine  (iurt  h  die 
andere  dividirt,  da  dann  der  Quotient  die  Benennung  des  Ver- 
hältnisses anzeigt.'*  Es  ist  also  deutlich  zu  lesen,  woran  aosser» 
hatb  der  Eleroenfarbflcher  docb  Niemand  mehr  sweifeit:  das 
Verhältiiiss;  zweier  Grössen  ist  eine  Zabl.-  Enklidea 
scheute  sich  freilich  in  diesen  Satz  elnzustioineny  denn  er  kennte 
diese  Zahl  nicht  in  allen  Fällen  vollkommen  ansehen  ;  ^vir  können 
das  auch  nicht,  haben  uns  aber  mit  der  Hei^ronzung  derselben 
heijm'iijen  gelernt.  Schade,  dass  der  tödtliche  Streich ,  denEnler 
aul „«las  arithmetische  Verhiiltniss**  geführt,  nicht  auch  dessen  Genos- 
sen „die  Benennung  des  geometrischen  Verhältnisses''  (Name,  An« 
seiger,  Exponent)  getroHen  bat;  denn  alle  QuSlerei  bat  ein  Ende, 
wenn  man  statt  dieser  Ausdrücke  keinen  andern  als  eben  „Ver- 
luiltolss"  selbst  braucht.  (Wenn  ich  nicht  irre,  ist  In  französi- 
schen Biirhern  hier  und  da  rr  als  le  rapport  de  la  circonf^rence 
an  dtamtvft  e  bezei<  hnet).  In  der  That  sind  die  Diflerenz  von  zwei 
(irossen  und  ihr  V  erhältniss  himmelweit  verschieden ,  denn  erstere 
ist  eine  Grösse,  letzteres  eine  reine  (abstracte)  Zabl,  so  rein  als 
ein  Multiplicator  nur  sein  kann.  Aus  zwei  solchen  Begriffen  einen 
gemeiosanen  hohem  herauszupressen ,  ist  undankbare  Mflbe. 

%  Auf  die  Erklärung  des  Quotienten  hat  nach  meiner  Mei- 
nun<r  in  den  FJementen  1)  der  Nachweis  desselben  für  dl^  ver- 
schied (*nen  Fälle  durch  Bildung  der  Brüche,  2)  die  Bedeutung 
desselben  zu  folgen.  Die  besseren  Lclirlnirher  sagen,  das  Divl- 
diren  habe  bei  benannten  Zahlen  (Grössen)  eine  von  zwei  Bedeu- 
tungen, Messen  oder  Theilen.  Aucb  abgesehen  von  Anwendun- 
gen kann  gesagt  werden:  der  Quotient  bedeutet 
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entwedtr  den  «ovieUeD  The  II  des  Divldendiis,  als  der  DlflMr 
angiebt; 

oder  das  Verhältniss  des  Dividendus  zum  Divisor,  d.  h.  die 
Zahl,  welche  angiebt,  wievielmal  der  Divisor  im  Di- 
videndus enthalten,  oder  das  Wievielfacbe  der  Dfvi- 
dendos  vom  Divisor  ist 

Wenn  nun  von  zwei  Grössen  A  und  B  die  erste  a  solde 
Theile  hat ,  deren  die  andere  6  hat.  so  ist 

A  B 

ioigiich 


d.  b.  das  Verhältniss  vou  A  zu  B  ist  ^9  A  verhält  sich  za  B 
wie  a\b     s.  w*). 

3.  Die  Unklarheiten  im  Bet^riff  „Verhältniss"  zeigen  sich 
nicht  selten  bei  DeGnitionen  der  Mechanik  und  Physik.  So  steht 
Pouillet-Müller  Physik  1.  §.84.  „Das  Verhältniss  zwischen 
Raum  und  Zeit  heisst  die  Geschwindigkeit  der  gleichförmi- 

Sen  Bewegung/'  Brettner  Physik  §.33.  »»Geschwindigkeit  der 
Bewegung  ist  das  Verblltniss  desRaomes«  den  ein  Kurper  durcb* 
läuft,  zu  der  Zeit,  die  er  daza  nutbig  hat."  Lamd  eonrs  de 
physlque  $.  21.  „On  donne  le  oom  de  vitesse  aa  rapport  de 
Fespace  parcoura  divise  par  le  temps  eroploye*'  u.  s.  vr.  Gleich- 
wohl zweifelt  im  Ernst  Niemand  daran,  dass  (ausser  im  Witz) 
vom  Verhältniss  ungleichartiger  Grössen  nicht  gesprochen  werden 
könne.  Die  Geschwindigkeit  einer  Bcweming  ist  gar  nicht  ein 
Verhältniss,  sondern  ein  Theil  der  duicbUjulcnen  Bahnstrecke,  wie 
anderwärts  oft  genug  richtig  gesagt  ist.  Gleichartig  mit Gescb windig* 
fcelt  ist  die  B es c  b  1  eu  n  i  g  u  n  g  emer Bewegung,  welche  gewUbiM 
mit  dem  unpassenden  Namen  beschJeunigender  Kraft  belegt  wird. 
Nur  die  Geschwindigkeit  (des  Waohsthums)  einer  Fvb* 
ction,  welche  mit  der  Variablen  gleichartig  ist,  kann  ein  Ver- 
hältniss genannt  werden,  nämlich  das  Verhältniss  ihrer  Aende- 
derung  zur  zugehörigen  Aenderung  der  Variablen,  welches  beim 
Verschwinden  dieser  Aenderungen  sich  ergiebt  (Fluxion  ,  Deriva- 
tioD,  Differentialverhältniss).  Ist  die  Function  ungleichartignit 
der  VarishleD|  so  Icaim  nator  ihrer  Geschwindigkeit  nar  eio  TheÜ 
von  der  Aenaernag  der  Fooetion  Yerstanden  weiden*   und  Äe 


Die  hier  entwickelten  Ansicliten  habe  ich  einer  kleinen  Schrift: 
Eeehenbaeh  ffir  des  Stsnapoakt  der  Hittelsehale.  1860. 
so  Grande  gelegt. 
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Geachwindijjkeit  ist  g^lpichartic;  mit  der  Function  ,  wie  die  Bewe* 
gaogs-Gescbwindigkeit  mit  der  durcbiauloen  Bahostrecke* 

0lcbtigkeit  und  specifisches  Gewicht  werden  ge* 
wubnlich  relativ  verstanden  als  die  VerhSitnisse  von  Masse  und 

Gewicht  eines  Körpers  zu  Masse  uiul  Gewicht  eines  bestimmten 
Körpers  von  «gleichem  Volum.    Beide  sind  dadurch  von  individueU 

len  Mnsseinheiten  frei  und  für  einerlei  Materie  j^Ieich  ,  m  ei!  das 
Gewicht  der  Mnssc  proportional.  Man  kann  indessen  Dichtigkeit 
und  sptcilisches  (jewicnt  eines  Körpers  atich  als  Masse  und  (Ge- 
wicht seiner  Voluiueinheit  darstellen.  Dieselbe  ßewandtniss  hat 
es  mit  Wärmecapacitftt  und  specifischer  WSrme  und  mit 
vielen  anderen  Begriffen»  welche  ursprünglicb  allerdings  Verbält- 
nisse sind,  wie  Atomgewicht,  Luftfeuchtigkeit,  Bre- 
chung s  v  e  r  h  ä  1 1  n  i  s  s ,  E  ni  p  f  i  n  d  I  i  c  h  k  e  i  t  einer  Wage,  A  l)  • 
[ilattung  der  Erde,  Excen  tr  i  c  i  t  ä  t  einer  E  Ilipse,  Wa  h  r- 
6ch  e  i  II  Ii  c  h  ke  i  t  u.  s.  w. ,  dtren  Delinitioiicii  in  den  Lehrbüchern 
zum  Theil  noch  liielir  iSchäriunij  erhalten  können. 


4.  Das,  was  man  bisweilen  „Mass^ahl  einer  Grösse 
nennt,  ist  nichts  anderes  als  ,,(las  Verhakniss  der  Griisse  zur 
Masseinheit'S  wofür  man  abkürzend  , .Grösse*'  sagt.  Z,  B.  in  der 
Keeel  ,,Das  Parallelogramm  ist  das  Ptodnct  aus  Grundlinie  und 
HOne'S  steht  Parallelogramm  statt  VerbSitniss  seiner  Flficbe  zur 
Quadrateinheit,  Grundlinie  statt  deren  Verhältniss  zur  Langen« 
einheit  u.  s.  w.  in  der  Regel  «»Fläche  und  Umfani;  sphärischer 
Polar6guren  ergänzefi  sic!i  zu  i*'  steht  Fläche  statt  \  erhältniss 
derselben  zum  sphärischen  Octanten,  Umfang  statt  V' erhältniss 
desselben  TAim  Hauptkreisquadranten.  Die  Masszablen  der  Gros* 
sen  sind  also  bei  richtigem  Gebrauch  des  Wortes  Verhältniss 
.sine  ÜberiSssige  Erindung. 

Das  Reciproke  einer  Grosse  d.  h.  das  Verhältniss  der 
Masseinheit  zur  Grösse  kann  die  Kleinheit  desselben  genannt 
werden.  In  der  That  ist  die  Kleinheit  einer  verschwindenden 
ÖcMSse  s='O0t,  einer  unendlichen  Grösse  =0.  Die  Kleinheit 
deslAbstandes  zweier  Punkte  heisst  ihre  „Nähe**  (Berschel  on 
light,  art.  247.  spricht  von  der  Brenn  Nahe  einer  Linse.  Z.  B. 
die  Krümmung  einer  Curve  ist  der  Kleinheit  des  Krünnnungs- 
radius  oder  der  Nähe  ihres  Krümmunijsniittelpunkts;,  die  Masseo- 
auziehung  dem  Quadrat  ihrer  Nähe  pruportioual  u.  s.  w. 

>  S 

5.  Die  Bemerkungen,  d9k^A;jB=^i,  je  nachdem  J=:B  (die 

<  .        .  < 

Ausdrücke  „steii^endes  und  taUeudes  Verhältniss''  sind  aufzuge- 

kea);  dtLSB  A:C=B:C,  je  nachdem  und  umgekehrt; 

"iau  A:Bf  wenn  es  weder  eine  ganze  Zahl  noch  ein  Bruch  ist» 
d<»ch  zwischen  —  und^i^  falle,  flir  eine  beliebige  ganze  ZitM  H» 

SO  dass  a«irh  m  eine  ganze  Zahl  ist;  —  eröffnen  die  alli^emeine 
Proportionelllehre,  deren  weitere  Entfaltung  vorzüglich  auf  dem 
Lehrsatz  beruht: 

2ö* 
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VarhAlhilase  sind  gleicli/ iventi  «ie  dietei* 

bell  IN  äherungswerthe  haben        und  ^^^7^  flir  Wlcbiges 

ff  f» 

n,  und  eiD  dazu  gehöriges  m). 

Beweis..  Es  sei  . 

so  ist 
«  MgUek 

fNeaa  DiffeTei»  mnis  Noll  seiii,  denn  tob  Noll  verschieden  wSlv 

sie  ni<:ht  kleioer  ab  -  bei  beiiehigem  »,  AIao  ist 

Diese  8ehlussweise  ftihrt  auf  allgemeine  Sätze  der  Geometrie 
Aber  das  Verhältniss  von  Strecken,  FJächen,  Uäumen,  VViokeln, 
Krtiniviungeii,  wobei  anflncommanearabUifftt  dieeer  ChrOnsen  Rflck- 
aicbt  stt  nehmen  ist 

6.  Aus  dem  Lehrsätze  folgt  aunSchsi  die  Znsamnien- 
aetaung  der  Verbältnisse 

A'.Jf=:{A:C):(B:C), 

.   Beweis«  Es  sei 

n  ^  n 

so  ist 

leigKch  n*  s«  w. 

Nun  ist 

1:(^;C)=C:Ä, 


L^iyui^Lü  Ly  Google 


413 

also  auch 

« 

A;B=(PtQ)(R:SX. 

Vmi  il6rZftbteKlMefauig^.^==^J  «BtldiDt  man  die  Unm 

Schreibart  PR.QS  statt  (P:Q)(R:S),  uud  erhält 

A:B=iAC:BC, 

eder  in  dem  gegebenen  Beispiel  * 

AiBssPRiQS. 

An  sich  nämlich  ist  ein  GrSssenproduct  bedeutungslos,  weil  der 
Multiplicator  mir  eine  Zahl  sein  kann;  wodurch  nicht  nnscreschlos- 
sen  ist,  das8  in  bestiniinteT^i  Sirnic  eiue  Grösse  Frodufit  Fon 
Grüsseu  dargestellt  werden  kaiiiu  (Vergl.  4.). 

7.   Hierauf  granden  eicit.  die  belcannten  Eigenschaften  der 
einfaehen  Proportion  (Gleicliung  von  awei  VerblÜtnieaen) 

AiB=C;D, 

Schreibt  man  dafür 

(il:i?)(i7:C)=:l  oder  ADtBC=zl, 

so  eigiebt  eich 

AD=BC, 

was  mit  dem  Grössenproduct  zugleich  Bedeutung  gewinnt.  Ande- 
leräeits  folgt  aus  der  gegebeuen  Gleichung 

(AiB)(B:C):^(ß.C)(CiD), 

d.  b.  nach  dem  Obigen  (6)  : 

AiCssBiD. 

Diese  Proportion  hat  dann  Sinn,  wenn  Cgleichartig  mit  A  oder 
eine  Zahl  ist;  jedoch  hort  sie  i:n  zweiten  Falle  auf,  eine  Propor- 
lion  im  eigentliclien  WurUiime  zu  sein,  da  A:C  dann  nicht  mehr 
ein  Verhältniss,  sondern  einen  Theil  too  A  bedeutet. 


4U 


Die  GleicliuDg 


A^z-^MS  oder  -jg 


bedarf  nach  dem  Begriffe  dea  Verbältniases  li^einea  Beweiaesi 


a 


aondm  lat  Ergebniaa  der  Definition,  (Vergl.  ^6  =  a). 

8.  iSicht  hinreichend  scheint  mir  in  den  meisten  Lehrbüchern, 
deren  Propoitionenlebre  einen  starken  Beiachmack  tob  Schobatik 
hat,  die  Tieirache  Proportion  gewürdigt.  Welche  Elegaai 
dteiwihe  dem  Calcul  zu  verleiben  im  Steeda  iat,  luuMi  bim  be- 
aondera  ana  Möbiua  Werken  eraeben. 

Wenn  nämlich  A:R~F.G,  ß:C=G:/I,  so  ist  (6)  A:C 
^F:H,   Man  vereinigt  diese  Pruportiooeu  in  der  Gleichung 


wofür  aoeh  (nach  7) 


AiFssBiGstCtM 

geschrieben  werden  könnte.  Die  Hanpteigenachaften  der  vle^ 
eben  Proportion 


AiBi  CssFiGtB 


aind  folgende. 


a.  £a  iat 

ALiBLiCL^FiGiü. 

» 

h.  Eaiat 

ALiBMi  CN^FLi  GMiBJS. 
e.  Wenn  noch  LiMiNssPiQiR,  also  auch 
FL:  GMtBNazFPiGQ :  HR, 

ao  iat 

ALiBM:  CN=z  FPiGQiBR. 
Daher  hiabeaondere 

A*;B^:C^=iF^:G^:B*  u.  a.  w. 

«      d.   £s  iat 

Ax^By^CziAp'{^Bq^Cr=Fx^G:/'^UziFp^Gqi^UT. 
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Dies  erj^iebt  sich  am  einfachsteo,  ueou  idhd  Jjc  mit  FiAf 
Bif  mit  G:ß,  u.  8,  w.  multipiicirt. 

Wenn  alsa  z,  B.  F-^G=:H,  so  ist  ^  -f  i?=  C   Oder  wenn 
l4;H-^1^+^*=0,  80  ist  auch  Fa;-|-%-|-ifs=:0.  Und  umgekehrt. 
AL-tBM^CJ>f=^0,  80  kann  .man 

ALiBMi  CiV=- ü: I :  ü  - 1, 

etzen,  wobei  — v  das  durch  die  gegebene  Gleichung  unbestimint 
.elasseoe  Verhältniss  ALiBM  bedeutet. 

9«  Wlhreod  ich  ao  eben  meine  Verehrung  filr  die  Proportion 
ei  unbeatimmten  Gleichungen  zu  erkennen  gegeben ,  kann  ich 
lebt  wnhin  meine  Ein^timniung  mit  denen  zu  versichern,  welche 
1  der  sogenannten  Regel  de  tri  die  Proportionen  nicfit  feiden 
lugeo.  Wenn  m  Pfund  a  Thaier  kosten»  so  schiiesst  man  leicht 

;enue,  dasa  1  Pfund  ^  Thaler  und  n  Pfund       Thaler  kosten. 

)ie  altlierküiuiiiliche  Hegel  de  tri  antuortet  (laije^en  auf  die  vor- 
elegte  Frage:  n  Pfund  kosten  x  Thaler,  bildet  die  Gleichung 
;:a=n:m  und  I5st  dieselbe  auf.  Wenn  eine  so  dlrecte  Methode 
rie  die  erste  zum  Ziele  ffihrt,  so  Ist  die  indirecte  algebraische 
lethode  mindestens  Qherflifssig.  Dass  aber  die  dlrecte  Methode 
ihig  ist  auch  in  den  zusammengesetzten  Fällen  allen  Ansprüchen 
u  fj;enögen,  kann  von  dem,  der  sie  versucht  hat,  nicht  in  Zweifel 
ezogen  werden.  Den  nähern  Nachweis  davon  findet  man  z.  B, 
a  meinem  oben  erwähnten  Reebenbuche. 
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Bemerkung^  zur  Theorie  der  Hetten- 

brttche. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Schlörailch 

za  Dresden. 


Eothält  ein  Kettenbruch  nur  positive  Glieder»  so  besitzen  die 
Näherungsbrüche  desselben  die  folgenden  sehr  belcannten  Eigen- 
schaften; 

1)  Jeder  rsäheruiigsbruch  ungerader  Ordnung  ist  grösser 
nnd  jeder  Näherungsbnich  gerader  Ordnung  kleiner,  als 
alle  folgenden  Mäberungsbrfiche; 

2)  die  Nnheruns^sbrüche  ungerader  Ordnung  werden  immer 
kleiner»  und  die  gerader  Ordnung  immer  grösser; 

nnd  CB  folgt  hieranSy  dass  bei  unendlichen  KettenbrQchen  der 
obigen  Art  sowohl  die  Näherungsbrfiche  ungerader  als  die  gera- 
der Ordnung  sich  bestimmten  Gränzen  nähern  mSssen.  Bezeich- 
nen wir  also  den  Mäberangsbrnch 

ji  

«a  +    +  r~ 


mit  —  t  so  finden  die  Gleichungen  statt: 
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worin  Gl  und  ein  paar  endlicbe  positive  Zahlen  bedeuten.- 
Für  CrissCr«  beisst  der  anendlicbe  Ketlenbnicb  ein  convergen* 

ter,  lür  Gi^G^  ein  divergenter,  und  man  Icann  nur  im  ersten 

Frille  sagen,  flass  rler  Kettenhnich  einen  bestimmten  Werth 
während  er  im  zweiten  Falle  eirie  symbolische  Darstellung 
z  w  e  i  e r  Grössen  ist.  Jedenfalls  wäre  es  nun  interessant,  ent#«rhie- 
den  divergente  Ketten liiüchc  kennen  zu  lernen,  und  zugleich  die 
beiden  Gränzen  Gi  und  G%  a  priori  su  bestimmen,  filaa  kann 
biercn  n*  A.  nnf  fo%endem  eebr  einfachen  Wege  gelangen* 

Nach  einem  bekannten  Sat^e,  fles5?en  Beweis  man  in  §.  80. 
(Ir  r  zncifen  Auflage  meiner  algebraischen  Analysie  iindet«  gUt 
ioigeode  Gleichung; 

1     1^1  ^(-ir 

to      ti  tm 


» 


in  welcher  ^,  <i,  berK'b*r_^e  Zahlen  bedeuten; 

leitet  bierane  leicht  die  noch  etwa«  bequemere  Formel  ab: 


'  91^      Ug^  Ug^  ^  Um 


^  ._Jl(uo)l  


Tm—iUm — Tm^m  — i 

Da  diese  Formel  für  jedes  7n  ijilf  ,  so  kann  man  tu  auch  ins 
rnondlirfie  waclisen  lassen,  ohrn*  irueiid  einen  Irrthuin  besor«?en 
/AI  müssen;  denn  bezeichnet  man  die  Summe  der  m  ersten  Cilie- 
iler  der  Reihe  mit  Sm  und  den  wieu  P^äherungsbruch  des  Ketten- 

bmche«  mit  ^  ,  so  let  nach  No.  3)  immer 

I 

3) 


Ly  Google 


418 

iitid  es  findet  also  ssvvischen  dem  Ki?tu»nbru(;lie  und  der  Heihe 
eine  fortwährende  Üeboreinstiininnnpr  statt,    wie  weit  man  abch 

feben  müge.    Uivergirt  nun  die  Keihe,  ao  inuss  auch  der  ketten- 
rucb  divarfireoa  und  hier  ist  besonders  der  Fall  filr  vamm 
Zweck  brauchbar  y  jvo  man  die  ReibeogReder 

■ 

•«6  «1  «»  


zwar  fortwährend  abnehmend  wählt,  ohne  sie^edof  b  imendüi  h  klf^ia 
werdeu  zu  la8$en,  denn  es  gehört  dann  die  Reihe  indieKlaääe  derer, 
welcbe  zm!  vmcbiedene  Sommeii  besHsen ,  je  nachdem  man  dK 
gerade  oder  ungerade  GKederzafal  verelnigr:  Diese  beidea  w 
scfaiedenen  Summea  der  ttitendlicben  Reihe  sied  daott  di^  M/t 
m  Gl  vod  G^,  , 

So  z.  B.  hat  man  nach  No.  2) 

2     3.4         . ^   „  ,m+l 


^_  3.1» 

*-r  gjr 

 1 

und  liier  lässt  sich  die  links  stehende  Siiiume  Sm  aui  Iulgeo4e 
Weise  schreiben: 


woraus  sieh  fDr  ein  aagerades  m  ergieht: 

^-i^i  +  ^1  — 2    3 in  l) ' 

miflilB  für  anendlich  wachseode  n 

III  * 

Iiim52ji-i  =  l  +  j  —  2+ 3""  

=1+12 

nnd  diess  ist  nach  No.  3)  zugleich  der  (iränzwcrth  von 
oder  Gg,  Dagegen  bat  man  £är  ein  gerades  mi 


-I 
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+  3  ET' 

nddiess  ist  zugleich  Lini^  =  Cr«.  Der  UDendlicbe  Ket 

en  br  uch 

9 


3  1* 
1+  — 


^+  5.3» 


f  etc. 

ilvargirt  also  in  der  Weise,  dass  sich  i^eine  jNäbe- 
oogsbrilcbe  ungerader  Ordnung  der  Gränze  1-|-12 
:od  die  gerader  OrdDmig  der  Gränxe  12  nähern. 

Behält  Tnnn  nnr  den  Theil  de'^  Kettenlinnhes  bei,  welcher 
ach  einem  und  demselben  Gesetze  fortschreitet,  so  würde  für 
len  Kettenbruch 

3.P 


^+  6.3» 


1  +  etc. 


2  2 

und  ^a=X4l2-l  sein. 


Nach  demselben  Verfahren  lassen  sich  unafthüge  Kettenhrücbe 

2  4 

iger  Art  entnickein  (z.  B.  wenn  man  von  der  Reihe  |  — •  ^ 
'  6 

f  g-*  etc.  aasgeht);  einen  hesondem  vrissenschalUichen  Werth 

iat  dasselbe  natiiiTu  li  nicht,  nm  Ii-  rhst(  ns  in  so  fern,  als  es 
pimer  %sünschensvvcrth  ist,  von  einer  blos  logischen  Uistinktion  (ent- 

Mer  <ir|=sGs  «der  Cri  ^Cr«)  die  empirische  Realität  nachzo« 
feisen. 
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Heber  eine  gewisse  HIasse  in  der  Tri- 
9#nenetrie  und  Astronomie  taftuflg  ü 
Anwendung?  kommender  unendlleber 

Heilten* 

Tun 

dem  Herausgeber* 


1. 

In  der  ebenen  und  sphärischen  Triafonometrie  und  in  der 
Astronomie  u  ird  häufi«rer  Gebrauch  gemacht  vou  gewissen  unend* 
licheo  Reihen,  von  denen  Encke  in  den  Astronom ischeR 
Nachrichten.  Nr.  eine  gute  SSosaniiiMNieteliung  sefiefet 

bat  Diese  Reihen  eied  ursprfingitch  von  Lagrange,  Uela» 
bre  und  Legeodre  gefanaeo  trorden»  worüber  man  ausser  einer 
Abhandlung  von  Lasrange  in  den   Memolrev  de  BertiB. 
177f).  vorzüglich  die  >I e th o d e s  analytiques  pour  ladeter- 
mination  d'un  arc  du  nie ri  dien,  par  J.  B.  J.  Delambre. 
Paris.  An  VII.  4.  p.  04.  Observations  sur  quelques  eo* 
droits   du  Memoire  du  cit.  Delambre.    Par  A.  Le* 
gendre  (im  iroreteheaden  Werke)  p.  3.  niid  Bxiireletf 
de  calcal  integral  par  A.  M.  Legendrcu  T.  IL  P^ris.  , 
1817.  4.  ]).  238.  nachsehen  kann.  Einige  dieaer  Reihen  sind  als  i 
Fundamentalreihen  zu  betrachten^   aus  denen  die  übrigen  darcb 
geeignete  Transformationen  und   Substitutionen  mit  Leichtigkeit 
abgeleitet  werden  können;  und  nur  von  diesen  Fundamentalreibeo  . 
soll  im  Folgenden  die  Rede  sein,  weil  die  Ableitung  der  öbrigeo  1 
Reiben  aus  denselben,    wie  gesagt,    einer  Schwierigkeit  gar  < 
•  nicht  unterliegt,  und  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  wf^ 
den  kann. 

• 
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Was  nun  die  Entwickelung  jener  Fundamentalreihcn  betrifft, 
so  pflegt  man  sich  dabei  vorzugsweise  vier  verschiedener  Metho* 
(icn  zu  bedienen,  nämlich  entweder  der  Methode  der  unbestimm- 
ten  Coefficienten ,  oder  der  bekannten  imaginären  Ausdrücke  der 
Sinus  und  Cosions  durch  die  entsprecheoden  £ogeu,  oder  des 
Tsylor^selieD,  Tidnelir  MadioriB'attmi,  Satt»»  ooer  en^Uoh  dir 
Integration,  ja  auch  wohl  der  Differeotiation  eewisser  aneodlicher 
ReÜMn»  deren  Summen  anderweitig  schon  bekannt  sind.  Die  An« 
wenduni^  der  Methode  der  unbestimmten  Coefßcienten  ist  bekannt- 
lich immer  sehr  misslich,  und  giebt  uns  fast  nie  Aufschhiss  über 
rlie  Convergenz  oder  Divergenz  der  betreffenden  Reihen,  weshalb 
sie  auch  von  den,  der  neueren  strengeren  Begründung  der  Ana- 
lysis  huldigenden  Mathematikern  meistens  gemieden,  oder  wenig* 
stons  VW  Mit  grewer  Versielit  angewandt  wiid.  Von  diar  Anwe»* 
dung  der  imaginären  Ausdrücke  der  Sinus  imd  Coaiiiiis  diOeli 
ihre  Bogen  gilt  im  tiäasen  dasselbe  wie  vorher,  und  aosserdam 
scheint  die  Einmischung  des  Imaginären  bei  einem  an  sich  so 
elementaren  Gegenstande,  der  sonst  gar  nichts  mit  dem  Imaginä- 
II  n  zu  thun  hat,  einer  guten  Methode  nicht  eben  sehr  zu  ent- 
!>^rechen.  Gegen  die  Anwendung  der  Integralrechnung  ist  an  sich 
nichts  zu  erinnern,  wenn  man  sich  nur  vorher  von  der  fcon?«^ 
geos  der  mendlichen  Reihen,  welche  man,  nachdem  man  sie  mit 
slnem  gewissen  Differentiale  multiplicirt  hat,  integrirt,  gehCrig 
( rsichert  hat,  ein  Umstan^,  der  freilich  nur  zu  oft  noch  gana 
jnbeachtet  gelassen  wird,  was  jedenfalls  sehr  zu  tadeln  ist.  Die 
\nwendung  der  Differentiation  unendlicher  Reihen  ist  im  Allge- 
neinen  verwerflich,  da  es  jetzt  wohl  von  gründlichen  Analytikern 
illgemein  anerkannt  ist,  dass  die  Differentiation  unendlicher  Rei- 
len  auch  selbst  dann,  wenn  dieselben  convergent  sind,  keioes- 
vegs  immer  an  einem  gültigen  Resultate  fiflirt.  Und  somit  bleibt 
dso,  wenn  man  sieb  nicht  etwa  noch  anderer  specieller  Methe- 
len bedienen  will,  fiber  die  ich  mich  aber  letzt  hier  nicht  weitet* 
erbreiten  kann,  nur  noch  die  Anwendung:  des  Taylor'schen  oder 
ielmehr  Maclaurin'schen  Theorems  übrig.  Aber  auch  hierbei 
werden  noch  viele  Verstösse  gegen  eine  gute  und  strenge 
flethode  gemacht,  und  viele  Schriftsteller  scheinen  das  Maclau- 
in'sche  Theorem  in  der  ihm  hauptsächlich  durch  Cauchy  gese- 
ienen  strengen  Fassung  noch  ear  nicbt  zu  kennen«  oder  absicnt- 
Idl  WBL  Ignorlren ,  oder  In  seiner  Anwendung  auf  einzelne  Fälle 
'( h  noch  gar  nicht  versucht  zn  haben.  Denn  nur  allein  durch 
ine  sorgfältige  Discussion  des  sogenannten  Restes  der  Maclau- 
n'schen  Reihe,  welcher  Rest,  mochte  ich  fast  sagen,  den  eigent- 
eben  Wendepunkt  zwischen  der  älteren  und  neueren  Reihen- 
Loalysis  bildet,  wird  es  möglich,  über  die  Gränzen  der  Gültig- 
eit  eines  mittelst  der  Anwendung  des  Maclaurin'schen  Satzes 
ewoDoenen  Resnitats  ein  ideiierea  Urthell  an  ftlleo ,  und  wer  bei 
ergleichen  Untersncbmiffen  die  sorgßiltige  Betrachtung^  des  Re- 
be« unterlägst  oder  gar  ftir  unnothig  nält ,  stellt  sich  bei  dem  ge- 
r^nwärtigen  Zustande  der  Analysis  dadurch  seihst  ein  Zeugniss 
lalytiscner  Ignoranz  aus.  Freilich  macht  die  ßeurtheilung  des 
estes  nicht  selten  besondere  Schwierigkeiten,  schon  deshalb, 
eil  sie  die  Kenntniss  des  allgemeinen  Ausdrucks  des  wten  Diffe- 
ntialquotienten  der  zu  entwickelnden  Function  voraussetzt,  in- 
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dem  man  bei  der  Afiwendun?  des  Maclaurin*schen  Satzes  In  dor 
älteren  Welse  sU  h  mit  der  Keiiiitniss  der  specieileii  Werthe  der 
Ulfferentialquotienten  der  zu   entwickelnden  Function  be^nö^eD 
durfte,  welche  dieselben  erhalten,   wenn  man  die  unabhängige 
▼erUnderliche  GrSsse  verscbwiaden  lässat.    Aber  eben  desÜaio, 
weil  noM  die  allgemeinen  Werthe  der  Differenfialquotienten  icen- 
Ben  nmss»  ist  die  Anwendung  des  Maclaurin'schen  Satzes  in  sei 
ner  neueren  Form  schon   eine  Quelle  vieler  interessanter  allere 
meiner  Untersuchungen   über   die  höheren  Differentialquotietite 
geworden,   welche  wesentlich  zur  Erweiterung  der  Oittereuiial 
rechnung  beigetragen  haben,  so  dass  man  auch  schon  deshalb  ii 
methodischer  RficEsicht  sieb  der  genauen  Uutersacbun^  des  Rf 
stee  in  Itetnem  Falle  eatschlagen,  ja  derselben  vielmebr  siel 
eitrigst  hingeben  sollte,  wo  sie  irgend  sich  als  nothweadig  dw 
bietet.    Endlich  ist  auch  die  Anzahl  der  Beispiele ,    welche  mti 
namentlich  Anfangern  in  der  Differentialrechnung  für  die  Anwen 
duiig   fl(  s  Hcstes  bei  der  HeurtheiiunLj  der  Convergenz  der  be- 
treffenden Reihen  vorieiren  kann  ,    noch  keineswecs  sehr  grosSj 
und  CS   kann  daher  auch  diX6  diesem  Gruuile  sorgfältigen  Unter 
»oehungen  tiber  die  Amveodong  des  Restes  der  Mactanrin'schev 
Reibe  ein  woblbegrflndeter  Werth  nicht  abgesprochen  werden. 

Veraidas^imi?  zu  diesen  und  ähnlichen  Betrachtungen,  so  of 
Ich  dieselben  auch  früher  schon  angestellt  hatte,  gab  mir  neuer 
lieh  wieder  ein  kürzlich  ersebienenes,  wenn  es  auch  namentlii' 
in  Rücksicht  auf  genetischen«  der  so  überaus  lehrreichen  Q 
schichte  der  herrlichen  Wissenschaft  möglichst  sich  anscblissse 
den  Entwickeinngsgang,  wenigstens  für  mich.  Vieles-  zu  wu 
sehen  übrig  lässt,  doch  in  menreren  Beziehungen,  wie  ich  ger 
anzuerkennen  bereit  bin,  verdienstliches  astronomisches  Leht 
buch,  nämlich  das  Lehrbuch  der  sphärischen  AstrJo 
nomie  von  Dr.  F.  Brünn ow.  Berlin.  J85J.  8.,  wo  ich  S.V 
«-^S.  25.  die  für  die  Astronomie  sehr  wichtigen  Reihen,  mitdei 
sich  die  vorliegende  Abhandlung  besehifltigen  wird,  nach  Metii« 
den  entwickelt  Cnde,  die  von  oen  neueren  Fortschritten  der  an 
lytischen  Wisscnsrhart  ancfi  nicht  das  Geringste  ahnen,  und  \\ 
ireri  der  Converiienz  und  Divergenz  der  betrelfendeu  Reiben  d 
L(  ser  ganz  in  Uriijeu  issheit  lassen.  Ja  auf  äi.  25.  dieses  Buc 
wird  sogar  in  gegenwärtig  als  veraltet  zu  betrachtender  Weis 
der  TayTor*scben  Reihe  ihre  vOltig  allgemeine  Anwendbarkeit  vo 
Neuem  vindicirt»  wenn  dieselbe  nicht  etwa^  wie  Lacroix,  Frau 
coeur  und  andere  französische  Mathematiker  sich  häufig  auszq 
drücken  beliebten,  in  gewissen  ganz  specietleu  Fällen,  über  dS 
aber  von  jenen  Mathematikern  nur  wenig  allgemein  Oenüi^ende 
beigebracht  wurde,  „en  defauf'  sei,  so  wie  sich  denn  z.  Ii.  i 
dem  Cours  complet  de  Mathematiques  pures  par  Fran 
coeur.  Troisieme  edition.  T.  II.  Paris.  1828.  p.  287.  noc 
ein  eigner  Abschnitt  findet»  welcher  überschrieben  ist:  „Des  ca 
oü  la  S6v\^  de  Taylor  est  en  ddfaut'S  der  aber  über  alU 
Dasjenige,  worauf  es  hier  eigentlich  ankommt,  wahrlich  so  gut  ^iegt 
keinen  Aufscbluss  giebt.  Uni  die  völlige  Nichtigkeit  der  von  deJ 
Herrn  Verfasser  des  obigen  astronomischen  Lehrbuchs  auf  8.  ^ 
den  Jüngern  der  Wissenschaft  einzureden  versuchten  Behanptud 
über  die,  mit  Ausnahme  gewisser  ganz  hestimmterFälle^  völlig  all« 
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mtSne  Gültigkeit  des  T^lor'Mtieii  Salses  In*«  Lieht  w  «ten, 
ftmncbt  nana  weitet  abseits  KegsnlleV^ns  ittr  jetst  bei  Min  Ins» 
•end  9  nur  an  die  allglMnein  bei^annte  Reibe 

III 

KU  orlDnern.  Denn  entwickelt  man  diese.  Reihe  mittelst  des  Mncr 

lanrinscheti  Satzes  in  hiterer  Weise  ohne  gehurige  ßerücksich* 
tigung  des  Reste^s,  so  bindert  in  der  That  nichts,  die  Reibe  sJs 
t?nnz  nilgemein  gültipi:  anzimehmen,  und  dennoch  zeigt  eine  sorg- 
faltige Oisciission  des  Hesites  derselben,  doss  sie  mir  von ä=  — 1 
his  .rz:=~|'l  gfiltijj  ist.  Solche  allgemeine,  auf  keiner  sicheren 
ßasis  ruhende,  und  vor  dem  Richterstubie  strenger  Wissenschaft- 
lichkeit: jetzt-  sieht  Mbr  SHeh  kaltende  Anssprfleiin,  •  iHe  wir  auf 
IS. 'des  genannten  Bneiw  inden,  sind  daher  namentlicb  für  mit 
den  Fortschritten  der  Wissenschaft  nur  noch  -wenif  Teffraute  An« 
Atiger  höchst  gefahrlich,  und  seilten  deshalb,  namentlich  in  für  An« 
ffinger  bestUnmten  Bflcbern»  sorgfilltigst  und  gänxlich  vermieden 
werden. 

Die  im  Obigen  mehr  erwähnten,  insbesondere  fiir  die  Astro- 
nemie  sehr  wichtigen  Reihen  will  Ich  nun  im  Folgenden  mittelst 
des  Maclaarin*schen  Satzes  In  völliger  Strenge»  anfeine  den  nen- 
eren  Ansprechen  der  Wissenschaft  gehörig  genügende  ^Veise  sa 
entwickeln  snchcn,  nnd  beab^icljfrge  dadurch  zugleich  einige  na- 
mentlich für  Anrnnn:er  in  der  Differcnfiaheehnung  lehrreiche  Bei- 
spiele der  strengen  Anwendung  des  Uestcs  der  Maclaiuin  Jüchen 
Reihe  zu  liefern,  ausserflem  aber  dem  strengen  Vortrage  der  Leh- 
ren der  Astronomie  einigermassen  förderlich  zu  werden,  indem 
ifch  die  Bemeri^une  niebt  anterdrfleken  kann,  dass  man  sich 
in  dieser  herrlichen  Wissenschaft  bei  den  in  derselben 
hiufiff  vorkommenden  ReHtenentwIckelungen  immer  noch  gerade 
am  Wenis^sten  mit  den  neueren  strengeren  Methoden  zu  befassen 
und  dieselben  zn  kennen  scheint.  Bevor  ich  aber  zu  den  in  Rede 
stehenden  Entwiekelungen  selbst  übergebe,  halte  leb  es  in  die- 
sem Falle  füf  nolhig,  die  verschiedenen  Foiiüeii,  unter  denen 
man  Jetzt  das  Maciaurin  sehe  Theorem  darzustellen  j^)ilegt,  iiu 
Naelintebenden  anzugeben ,  indem  Ich  wegen  der  Beweise  mir  auf 
meinen  Leitfaden  tfir  den  ersten  Unterricht  In  der  htt- 
b  ern  An  alysis.  Leipzig.  183S.  zn  Terwelsen  erlaube.  Blan 
kann  nämlicli  das  Maciaurin  sehe  Thearem  anf  die  feigenden  ver* 
scbiedenen  Arten  ausdrficken: 

I.   W  enn  die  Functieneo 

nx)>  n^)»  z'V)*  /^^k^) 

^on  d:=0  bis  x  =  ir  sämmtÜch  stetig  ^iiid,  nnd  q  eine 
gewisse  positive  die  Einheit  nicht  übersteigende 
lirösse  beselchoet;  so  ist  immer 
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II.    Wenn  die  Fanction  /(x)  nebst  ihren  sammtli 
cheu  D ill'erentialqaotienteu  von  a:  =  ü  bis  x  —  x  stetie 
i9t,  «od«  Indem  t  efoe  geirisae  posItW«  die  El«l«ii 
tticitl  fi^eMtelgeBde  Gr9sse  beseiehoet,  die  Griese 


eich»  treen  n  wXefcet,  der  Null  imner  Mehr  «ed  mIi 
afthert«  «od  derselbe  beliebin  eebe  gebraebt  werden 
kann,  weea  men  ner  »  greee  geneg  eneimoit;  seist 

inner 

flf.  Wenn  die  Function  f{a:)  nebst  ihren  slmnitli- 
cbeii  Ditrereuiiaic|uu  tieiiten  vun  äc=z0  Um  x=.x  stetig 
ist,  and,  iodem  ^  eiee  gewisse  posifire  die  Einbeit 
nicht  fibersteigende  GrOsse  beseiebeet»  der  abseiet« 
Werth  TOD  f^XQo:),  wie  weit  man  anch  n  wacbsee  Iss- 
sen  megt  doch  niemals  eine  gewisse  bestimmte  eed- 
iicbe  positiTe  (^rOsse  fibersteigt;  se  ist  immer 

IV.  Weno  die  Function  f(a)  nebst  ihren  sfimmtlh 

chen  Differentialquotienten  von  j:=0  bis  jr=;r  stetic; 
ist,  und,  indem  q  eine  gewisse  positive  die  Einheit 
nicht  übersteigende  Grösse  beselcbnet«  die  Grösse 

«ich,  wenn  n  wächst,  cIcrNtiH  im  m  er  ni  e  h  r  und  mehr 
nähert,  n  ti  d  derselben  belielnLi  nahe  i^elj  rächt  -^vordeo 
kann,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt;  so  ist 
immer 
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'Aseleben  dieser  vier  Sätze  man  bei  Entwickeiungen  der  Functi- 
onen in  Reihen  am  Z\vcckni<'issig8ten  in  Anwendunp^  zu  bringen 
hat,  muBS  in  jedem  einzelnen  Falle  besonders  beurtheilt  werde». 

Hiernach  wolleo  wir  «m  tu  dem  eigentiicheii  Gegenstaode 

dieser  Abhandlung  öbergehen ,  und  bemerken  nur  noch,  dass  man 
die  im  Folgenden  enfwickelten  Resii'tate  wenigstens  theihrcMse 
allere! iims  auch  noch  auf  anderem  \\  e^e  in  vrdliger  Strenge  erhal- 
ten kann,  wie  aus  unserer  Abhandlung  Tlil.  VIU.  Nr.  XXV, 
über  das  allgemeine  Binomialtbeorem  zu  ersehen  ist;  abc^r  die  An- 
wendung des  Restes  der  Maclaurin'sclien  Reibe  eii  zeigen ,  inden 
besondefvS  auch  astroDoroiscIien  Scliriflstellem  die  Anwendung  des 
Maclaorin'schen  Satzes,  weni^tens  in  älterer  Weise»  sehr  geläu- 
fig zu  sein,  und  in  dieser  Wissenschaft  sich  besonderen  Beifalls 
711  erfreuen  scheint»  war  mit  ein  Hauptzweck  der  vorliegenden 
Abhandlung,  aus  welchem  Gosirbtspunkte  man  daher  dieselbe 
hauptsäcliiich  zu  beurtheileu  haben ,  und  dies  zu  thun  gewiss  auch 
gern  geneigt  sein  wird. 


Zuerst  wollen  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  wenn 


_  .rsina 
i)    tang^  = 


ist,  den  Bog^n  y  in  eine  nacb  den  mit  positiven  eansen  ExfM»- 

nenten  behafteten  Potenzen  von  a:  fortschreitende  Keihe  zn  (>.nt- 
wickeln,  wollen  jedoch  bei  der  allgemeinen  Entwickelung  der  Diffe- 
rentialquotienten des  Hoyrens  iiaeb  der  veiänderiiclien  Gr5sse  x 
die  ailgeueiuere  Gleichung 

■ 

Q\   A.    afÄ.Tsincf 

'   *»"8jf  *^    ^  O'aQosa 

betrachten,  von  der  die  Gleichung  1)  ein  besonderer  Fall  ist. 
Setzt  man 

3)  6sina:=:rsinf(,  6'co8«=:rcos^; 

90  erhalt  man  zur  l^stimmuiig  der  Grössen  r  und  fi  die  bekann- 
en  Gleichungen: 

'     4)   r  =;V  //^sina«  +  6'^s«< 

ind 

0}    slQft  =  —  sinor,     cosf(=  —  cos«,     tangfi  =:  tanga. 
i'lieil  XVni. 
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Hat  man  aber  auf  diese  Weise  r  und  bestiinnit,  se  Itel  M 
die  Glticliang  2)  auf  di«  Form 

6)  taiigy-jqT  


brina<Mi .  unter  weicher  Form  wir  dieseiiie  nun  nach  a:  diferea- 
türen  ivollen. 

Zmat  «rhält  man  nach  deo  bekavMitoa  R«gelii  der  DÜene»- 
tUirediDiuig  ftiif  der  Stelle: 

0tangy  ^  r(a^sipfi  —  acosfi) 
&P         («'  +  rj;co8|*)* 

Bekanntlich  i$t  aber 

atang.y_atang^  -  ^ 


also 


-  8tanew 


imd  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

Aua  der  Gleichung  6)  ergiebt  sich  aber 

a'sHijf — «eeajy  ssr^eiiifieoey — C08|»$hiy) , 

d.  i. 

o'sinif — ncos^  =  r  jrsio(fi — y)  ^ 

folglich 

^o'siny  —  acoay 

und  daher ^  wie  laau  leicht  findet: 

-  _L  —  (o^sin^  -  aco>s^)8iny 


also 


L>iyui^Lü  Ly  Google 


(a+rjjsiiif*)»  +  (a'+rÄ-ciMifi)«==i— ^.^^^^  . 
Nach  0)  iit  nuD 

also  wegen  der  uomitteibar  vorhergehenden  Gleichung: 

cos?/*  S!n(|Lt — v/)'-^ 


lolglich  nach  dem  Obigen: 

'     St*^  it'«llifi  —  acoafi' 

Also  iat 

und  iolglich  durch  fernere  Diffcreutiation : 

d.  i. ,  wenn  man  für  den  ersten  Differentialquotienten  vöo  y  sei 
neo  obigen  Werth  einfuhrt: 

(a'siofb  —  aeos^)^      a  —  2r^6in(fi— y)^cos(ffr— ^) , 

oder 

9)    (a'shif»—  acosfi)*  ^ =—  l.r%lii(ft— jy)^f  i)2(fi  —y) . 
Dlfferentiirt  man  nim  wieder ,  so  erbftlt  man: 

•  (o'siDft  -  «eo0fi)*  gj's  =  l^iii(fi^)ooa((i-y)riii20»-^) 

+1 .  ar%!iiö»- jf)VMaO.  -  y)  g 

dy 

s=  1.2r^iD(f(-^)  l8iü2(^— ^)cos(p-^)  cos2(fi— 2f)8iD(f*— jf)  |  ^ 
Ä  lA%lD(^)«ta3(^-3,)  g , 

89* 


4SK 

aUo,  wenn  niwi  Orden  eraten Dif ereiitiali|aoti«iten  van  y  wikm 
obigen  Werth  elDflIbrI: 

Die  fernere  Difiereutiatioii  giebt: 

•  • 

du 

und,  w(>nn  man  nun  fiir  den  crulen  DiÄereotialquoüeoteo  von  | 
seinen  obigen  Werth  einführt: 

11)   (a'eiii,*--«JO«^)«  0  =-  1.2Ä^le(|»-y)«ii4rfi-y). 


Eben  j»o  ergiebt  sich  weiter: 


=  I,2.34r*sin(fi— y)»  [  sin4(ft-^)cos0*--^) +cos4(fi— ^)sin(f4-t^)  |^ 

und,  wenn  man  wieder  Dfarden  ereten  Differential quotienten  eoiMi 
obigen  Werth  einfilhrts 


12;  (a'sin/*— iicos;a)*|^=;  1.2.3.4rösin(^*— ^irtß(|t-^). 

yfic  man  aul  diese  Art  weiter  gehen  kann^  unterliegt  keifle^^ 
Zweifel,  und  es  ist  also: 


L^iyUl^Lü  Li 


Ly  Google 
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^3 

(«'«iDf^-||CO0ft)»gj^3=  l.a»«8b(;4-3f)»8iD3(f*-^), 

(«'slofi-apoart*  1^  =-1.2.3r%aii(f*-y)%lii4(^-y) , 
(«'sin;*— iico«ft)«0=  1.2.34i^!D(^»-^)ösiD5(^A-^), 

n.  8«  w. 

Hierauft  ergiebt  «ich,  daw»  wenn 

13)  ^^f(a) 

^eaetit  wird, 

liid  lür  jedes  die  Einheit  dbersteigeiide  n 

15)   /t«)ra?)=r-l)-i  ^'^-^*(»-l>"«Nf*-y)*'sinit(|t~v) 
'  '   ^         .        *  (o'ginfi^iicosfi)» 

8t.  . 

Ton  jetzt  an  wollen  wir  den  dntcli  die  CSleiefcung  2)  beAtimm- 
m  BogMi  IT  iBMr  zwiadieB  —      und  nehmen. 


Für  jBssO  iet  nach  2) 


Uo 


pid  setaten  wir  nun,  indem  wir  «  «wischen  -^kn  und  4  ^.  ;t: 
Mimen, 
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16)  ussArctang^» 
ao  ist  nacii  i4)  and  15): 

und  Air  jedes  die  Elubelt  ftberstelgende  it: 

Weil  aber 
ist,  so  ist 

asma  —  ricosii  =  a'  — ^  t 

COSK 

also 


und  für  jedes  die  Einheit  fibersteigende  ii : 

Üczcicliiieii  vvii  den  Werth,  welcliea  vz=zf[x)  erhält,  weDn, 
indem  o  wie  gewöhnlich  eine  gewisse  positive  die  Einheit  iiiek 
fibersteigende  GrOsse  beseichnet»  vHt  a:  gesetet  wird«  MI 
e;  «0  Ist  nach  dea  Obigen 

'       ^    ^    '  (a'sinjft— acos|t)" 


oder 


FolgliGh  ist 

4 


mid  aus  dem  Satse  $.  1.  I.  ergicl»t  sich  daher»  immer  unlerte 
Voraussetsnng,  dass 
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_  a-^-bxsinu 

ist,  und  der  Bogeo  ^,  so  wie  auch  der  Bogen'  u,  zwischen 
—  2^       '('2^  genommen  wird»  die  Gleichung: 

17)   3^=«+  ^7-^= — i.^ 

r^co8tt'8ip3(ft — Ii.)  ^ 
+  ä^ä  ^ 

f * c 0 s u^si II 4 — //) 

^4  "4 

■  /    i\    «  ?'""''co8M»~^sin(M  —  1)  (ft  —  g:*"^ 

1/     t\«   1    \rXC08USin((l—r)]  "    slr)«(fi— 1>) 

+  •  i    a'einOi-»)    i  «  * 

Für 


tangy=j^ 


jccoaa 


ist 


aszO,  a'=l;  6=1,  6'=-l. 
Also  ist  in  diesem  Falle 

r=sV 6*^00«  H-  6'*€oso«s=l . 

Weil  ferner 

mnii s  —  sin« :=8mcr ,    cosu  =  -  cos«  ^  —  cos« 
'  y  r 

igt,  so  ist  offenbar 

2U  setzen;  uud  da 

ti 

ti = Arclang  ^  =  ArctaogO 
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l  .  I 

ist  iiimI  zwi«cheo  — und  4*^^  geaoHHiien  werdeo  mass, lo 

itit  u^O,    Also  ibt  nach  17)  in  ciiet»eiu  l  alle: 


Well  bekanntlieh  in  dem  ireriiegendeii  PeMe 


zu  fiieUeii  ist,  no  ist 


.        ,  .         8io(tt4-i')  taue« 

«  • 

und  folglich 

Nun  ist  nacli  dem  Vorhergehenden 


(I — 'Qxcoaay^ 


1  +  tangü*     (^sina)^  +  ( l  —  ^arcosc)*  ' 

nehmeu  wir  aber  fernerhiD  au,  dass 

-l<ar<+l 

ist,  so  ist  die  Grosse  1— ^«coscie  olfenbar  positiv;  coso  ist  «sdi 
positiv,  weil  V  nach  dem  Obigen  zwischen  und  +.^75 liegt: 

also  ist  -  \  \         ' .  * 

 1— ^cos« 


coso  = 


V  (^.rsina)*  -|-  (i  — qxcübo^  ' 
folgUeh 

cosr  1 


1— ^cos«     V^(^sin«)»^(l— ^ircos«)*' 

und  (loi-  Kcst 

|arsin(«  +  p)  |  *  8imt(g-ft)) 


Ly  Google 


der  Reihe  18)  katm  daher  uui  deu  liolgeud^u  Ausdruck  gebraclit 
werden : 

j  V* (pJiilo«)*  +  (1  --^xewdf^  « 

« 

Nach  §.  1.  IV.  kann  man  aber  diesen  liest,  wie  feiefit  aus  dem 
Vorhergebenden  erhellen  irird,  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

(1  — q)x  I  »-1    xs\\\n{ci-{-v) 


•int  «Ml  a?ewMfe  aegBliv»  «o  erhellet  aue.der  Form 

 ^  ^  I  "   sinw(tt  -f-  p) 

V  (^ain«)»  HhTl  —  ^aacoia)»  i  » 

des  Restc^^  auf  der  Stelle,  riass  derselbe  umter  den  gemachten 
Voraussetzungen  sich  der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
nShert»  wenn  man  n  In'a  UneodUolie  «»duien  iXaat 

Ist  dagegen  «cos«  poeitiv,  so  iat 

aliso 

nnd  da  nna  oitnlMr 

■ 

(i^Tsina)^ + (1— ^ansoaal*  ^  I — ^a:  coact 

ist»  so  let 

also,  M'eil 

« 

ist»  d^e  Göeae 

V^^sinc)^ (1 — ^arcos«)* 

grösser  al^s  der  absolute  Werth  %oh  (1 — wobei  man  zu  be- 
achten hat,  da^ji  die  Grosse  .  , 

V (9Mintt)«-^(L*-flnMMo)> 

niemals  verschwiodeu  kann«  weil»  wenn  dies  der  Fall  würe. 
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sein  würde,  wa«  nicht  riiiiglich  ist,  ucil  der  absolute  Werth  müi 
^  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Hieraus  ergiebt  öIcIj,  daää  der  ab- 
solute Werth  voD 


sich  der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  Miäert» 
in'e  UneBdUcbe  wachseo  lässt   Weil  aber 

V  (^sioa)*+ (J  —^coe«)* 
nfcwiiele  verachwiade»  keim«  so  kann  offmbar 

«sitift(a-fe) 


V  (^sina)*  +  ( 1 — QXQoaa 

(licht  in^  Unendliche  wachsen,  wenn  ti  luti  Unendliche  wäcb^^t. 
Man  kann  auch  leicht  den  kleinston  Weffh«  welchen  die  Grosse 

(gx&mujF  4-  (l'-^^aTeoa«)^  =  1  —  ^^tarceea  4- 

überhaupt  aonebmen  kaon»  bestimuien.  Denn  setzt  man  gx-=ic  uod 

IF=1  — 9|>2reo8cr  -f 


so  ist 


und 


-g^  =  2(«? — cos«) 


WO  also  der  zweite  DlffereDtialquotient  atets  pesitl?  ist  Soll  äm 
eiste  DiiereDtialqiiotleiit  TersehwiodeD*  so  moss 

*  ♦ 

sein,  welchem  Werthe  von  w=^Qa;  das  Minimum 

]  *2cosii^ + €OB«^s  1    ces«^s  sinc^ 
unserer  Function 


Ly  Google 


m 

eotipficbt  Oft  der  aWokito  Werth  ?oii  wssqx  unter  den  ee- 
macnteD  VoraeseetniDgeD  immer  kleioer  als  die  Eiabeit  let,  so  Ist 

die  Gleichung  w  SS  Cosa  nur  staltliaft,  wenn  nicht  C06a=:4:l,  also 
nicht  siDa=:0  ist,  so  dass  also,  wenigstens  wenn  nicht  sianssO 
istj  der  kleinste  Werth  des  Nenners 

des  Bruchs  ^ 

xs\nn(a  -f-  u)  ^ 
V  (^arsma)*  +  (1  —  ^arcosa)*^ 

der  nidtft  rersehwindende  absolute  Werth  von  sina  ist.  Hieraus 
sieht  man  nun,  weTiii?stens  wenn  man  ffir 's  Erste  den  Fall sin«:;dtt 

ausschliesst»  das«  der  ßest 

\  * 

 (1—  ^  1   j:sinyi(tt  -f-  c) 

V  (^sin«)H(l— 9^i^B<iH  V  (i^ina)*  +  (1  —  ^os«)* 

sieb  der  NuUt  bis  au  jedem  beliebigen  Grade  nfthertj  'wenn  man 
n  lD*a  Unendliche  wachsen  tfiast. 

Wenn  also 

ist,  und  der  Fall  sina=0  für's  Erste  aui^eschlossen  wird,  so 
nähert  sich  der  Rest  der  Reihe  18)  immer  der  Null  bis  zu  jedem 
iK'liehilren  Grade,  wenn  7?  in's  CTnendliehe  wächst«  Daher  ist  in 
einer  hinreichend  bekannten  Bezeichnung: 

^  ^2 

19)  yssjsinl«  -f  ^  sin^a  -f  -^sinSa  -|-  -jsiii4«t-|-  

t-I<«<+H. 

Dass  aber  diese  Gleichung  auch  f&r  simxsdO  gilt»  erheilet  auf  der 
Slalle,  weil-  wegen  der  GleiMag 

-  a;sina 

gy  1— apcos« 

der  Bogen  ^  verschwindet,,  wedn  sina=:0  ist,  ein  Resultat,  was 
sich  ftir  8ina=:0  auch  aus  der  Gleichung  19)  ersieht,  da,  wenn 
sina  Terschwindet«  anch  die  Sinns  der  simmtTicbeD  VielfiMtei 
von  a  Terschviinden. 
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» 

Wir  Moilcu  jetzt  die  keideii  Gleiciiuugen 

m  Beziiff  aaf  «  imd  *y  als  unbekannte  Grössen ,  unter  der  BediD' 

pmg,  (Tass  u  eine  positiv«  (Grösse  sein  soll,  diirch  Reihen  aaf« 
zulü»6|i  «uch«ii,  H'oiM»i  wir  immer  aanebmen  warden»  daaa 

Durch  Division  erhält  man  auM  den  beiden  Gleichungen  90) 
auf  der  Stelle: 

^üinniK 

uihI  wenn  man  diese  Gleicliunirpr)  qtiadrirt  und  dann  zu  einander 
adüirt,  so  erhält  mau,  beachtend,  dass  u  positiv  sciu  soU, 

22)     u^^Qs9ifu»)^  +  (1— «coa«)« 

oder 

23)    »5äV1— 2«co8«+;i^»» 
Setrt  man  in  der  Gleichung  2)  des  vorhergeh endea  Paragraphen 

ao  iat  nach  3)  und  4) 

r=l;  aiDfftssaln«,  coafi=s:<— coa«; 

also  Iii  sff         nad  daher  v9%^  4fir  GtalobiHig  21)  nach  14^ 

ond  15): 


24)  ahi«g|=ain(«+y)« 


und 

9« 


25)  sina'*^=  1.2.3 (u— l)öin(a-|-y)»«in«(a+^J . 
Nun  ist  nach  20) 


Google  j 


^usimf  ^  l—uco8tf 
s'iua  Cosa  ' 


also,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

wo  wir  immer  annehmen  küDoen,  dass     mittelst  der  Gleichungen 


■^reosa  ^ 


fi-o  u  den  Werth  oder  23)  hat,  so  bestimmt  sei»  dasa  u  po- 
sitiy  ist»  well  man  In  den  folgenden  Fällen: 

;raina  positiv,  1  —  orcosa  pusitiv  ; 

aralna  positiir»  1  ^«coaiic  negativ; 

d;«na  negativ f  l—^rcosa  positiv; 

^rsina  negativ,  1 — a:coaa  negativ 

respeclive  y  nur  ao  zu  nehmen  braucht,  dasa 

1 

♦  • 

ist. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nun 

Sja_ai«  9«_t_  du 
dx     du  *  da;    u'  Bs* 

Aber  oach  26) 

du  *     ^  dfi  ■-•J 

-  aln«sin(«+3f)-«cos(«  +  2^j  , 

d.  i.  nadi  24)  ' 

coa(«  +  y). 
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und  daher  nach  dem  Vorhergehenden: 
oder 

38)  ^  ain«  ^  =  -  rin(«  +  |f)co8(a•^ jy)  • 
HimQS  eifsMvt  sich  durch  fernere  IMerenÜatloa) 

^  coe(« + jr)coe(«-f   ^ » 

d.  L  nach  34): 

8in«*       =  — slll(a         co8(a  +  y)cos(a       —  sin(a+y)8in(ot+3f)|, 


folglich 


29)  sina«  1^=:— 1.6in(«-|-y)*co82(cK4-9)« 


Differentiirt  man  dod  wieder»  »o  erhftit  mao: 

* 

—  1.2«iD(a-f3f)co8(«+y)co«2(«+y)^, 

d.  i.  nach  24)  : 

eln«»g^=— La8ln(a-fy)»[cos(a+y)co82(a+y)--8ln(«-f^)sin2(a+y)l, 
folglich 

30)  6Uia3      =  ^  1. 28in(a  +9)*co83(ir -f-y) . 
Die  fernere  Differentiatioo  giebt: 

8ln«»-g^=  1.2^in(a-fy)»siii3(o+y)j| 
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d.  i.  nach  24): 

==— 1.2.38iii(«+^)*|cos(a+y)c083(«+^)--8in(«+y)sin3(a+^) },  ' 
folglich 

31)  tAm^  ^  =  — 1.2.38in(a + y)^a84(a  +  y) , 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  erhellet  hier  schon 
mit  vulliger  Deatllcbkeit»  und  es  ist  also: 

dl« 

8ina  g^^^8iD(a4'^)cos(«-|-Sf)» 
sina*^^  =  —  l.sin(a  +  ^)2cos2(«  +  y), 

»ln«»gp  =^L28ln(«+y)»co83(«+3f), 

sio«*^== -L2Aio(«+y)^e«4(«  +  y), 

U.    8.  W. 

d"lif 

ti.  s.  w. 

Ffir 

32)  /ld;)=lti 

ist  ' 


33)  /^'(:r)=^5!!!lfH^^ 


sin« 
ondiar  it>l :  ^ 

y  '    y  ^  sioa« 

Für  a:  =  0  ist  1— arcosa=l  und  folglich  positiv;  also  ist  ^=:0 
für  ;r=:0,  uod  folglich 

/*(0)=sO,   AO)=s— cos«. 

F(iiti>list 
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/•(n)(0)= -l.'>.3..(/l— l)C0S7ia.  •* 

Bezeichnet  man  den  Werth  \ony=:f{x),  welchen  diese  Groi««e 
erhält,  wenn  man  qx  für  .r  setzt,  durch  r;  so  ist  für  »i>l: 

^,  . .    ^         1.2.3...(7i-- l)sin(o!4-r)"cos7i(a+ü) 

/(n)(pa:)  =  —  ; —  

'         ^  sin«" 

Also  ist  nach      1.  1. 


35)     Im  =  1  Vr^sinay-^+Cl-^^rcosa)«  =  l    l-2icosa  +  .r^ 

=  —  ?cos  la  —  4-  cos2a  —      cos3cif  —  %-  co84cf  — .. . 
12  0  4 


jr»-!      ,  (:rsin(a+iO/ "  cos7i(a-fr) 

—  7  cos(?^  — l)a —  i  :          >  •  • 

n—i  •    sina     \  n 

4  • 

Dass  aber  fiir 

-l<.r<  +  l 

der  Rest 

k  a:sin(a  j-  v)  3 "  cosn{c(-\-v) 
'      sina  fi 

sich  bis  zu  jedi^n  lieliel)i£j;pn  Grade  der  Null  nähert,  wenn  w  in's 
Unendliche  wächst,  kann  auf  ganz  ähnliche  Art  gezeigt  werden, 
wie  in  §   2.  Dasselbe  von  dem  dortigen  Reste 

|a:sin(«  -f  r))  "   sin7/(a  -f  r)  • 
sina      \  '  n 

was  wir  daher  hier  nicht  wiederholen  wollen ^  und  fiiglich  dem 
Leser  überlassen  können. 

Also  ist 

30)    Im  =  1 V  (a:sina)«+(l— .rc(>s«)2=:  |  V  1~  ScöscH^® 

17  0(^^  %JC^ 

=  —  pcosla —  i^cos*2a  —      cos3a  —  ^  cos4a  —  

{  — l<.r<-H}. 

\}  \Veil  nach  dem  Obigen  -  » 

...  •  •   •  .  . 

cTsina 
tan£'«=  I  ' 

ist,  so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen:         •  • 


Google 
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t— 1<^<  +  1} 

wodurch  man  jedoch  nur  den  zwischen  —  ^tc  und  -f* ^  ^  ' üegea- 
den  Werth  von  jf  erhält»  welcher  der  Gieichong 

j?enfigt.  Hieraus  aber  in  allen  Fallen  den  wahren  Werth  von  y 
uijzuleiten,  ivelchem  ein  positiver  Werth  von  u  entspricht»  hat 
nach  den  im  Obitsen  för  die  Bestimmusg  von  y  got^ehenen  Re- 
geln nicht  die  geringste  Sehwierigiceit»  nnd  bedarf  hier  keiner 
weiteren  Erlänterong* 

Auf  diese  Art  sind  nun  die  beiden  Gleichungen 

^iua=:ttsioy» 

ffir  ^l<«<  +  i  voUst6n/%  4«rdi  BeilMm  «afgelM. 


§.  4. 

Hat  man  die  Gleichung 
so  setze  nan 

39)  lang««—  


dann  ist>  weil 


*Mg(5«+ii)=  1  

1-^ang  2  ataog« 


Ist»  wie  man  leicht  Hudet: 

xmh 
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1  ^  r  ^  (ito^<oi#liig|  ir) 

tWlg(        +       =  ^  r  l  1 

1-       (oiwa-f  fliDotang  ^  «) 


d.  i. 


1              ^«4-1  1 
t«ig(5«+»)=  -j^tangjc. 


*»«g(  ^  «+«) = i^tang  ,2  « 


und  iolgücb  nach  38): 

40)  tm%^ys^±taag(^a-{^u). 

Wie  man  sieb  dieser  Formein,  in  Verbindung  mit  §.  1.»  xur  fiat- 
wickelnog  wim  f  hi  oadi  deo  Petmaen  Ton  ibrtodireileaik 

Reihen  hodienen  knnn,  \vi!l  ich  hier  nicht  \^«'itt'r  erläutern,  da 
dietüCi  (iei^enstand  aus»  der  ebeueii  und  sphärUcheu  Trigouometrie, 
and  aus  der  Astronomie,  bekannt  genug  ist. 

Bemerken  will  ich  iodess  noch,  dnas  mas»  wean  fiberhaipt 

die  Gleichung 

41)   taDg^=a-f  jrtaoga 

gegeben  ist»  allgemeine  Aundrilcke  der  DÜerentiali(noficBte&  m 
V  in  Bezug  auf  x  als  unabbSngige  verSnderliche  GrOiise  leicht  aaf 
ifoigende  Art  finden  kann. 

£s  ist  nämlich 

^^S^sstan»!  - eea«-'^^  . 

also 

42)  cota^sseea^r*- 

Folgiich  ist 
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also 

43)   cota*         -  l.eos^%iD2y . 
Hieraus  ergiebt  eich  ferner:  .  * 

* 


folgBcb 


44)   cota^g^  =  —  i.2cos^^cos3^ 
ÜiHereotiirt  mau  von  Neuem«  so  erhält  man: 

i 


=L2,3tangofcos^^(cosiysin3y  +  sin^cos^) 


folglich 


45)  cot«*  ^  =  1.2.3cos^*siQ4^ . 


Ehen  »9  ergiebt  sich  ferner: 

du 

cota^      =    1 2.3.4cos^084y  ^ 

— >  1.2«3.4cosiy^äm^siD4y^ 

=  1 .2.3.4tangacos^^(cos;/cos4^ — sio^sin4y) 
=1.2.3.4taDgaco8jf*coaS!y»  * 
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also 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  nicht  dem 
geringsten  Zweifel,  und  es  ist  daher: 

47) 


cota  cosiycoflsy » 

cot««  ^  =s  — l.COSy»«HI^, 

€ot«*^^  =  1.2.3.4co8v*ce8ßy, 

II«  w* 


cot«*"^  =(— l)".1.2.3^«(2fi— l)co8f»^in2iiy, 
eottt«"-!'  1 0—^x1==  (—1)».  1 . 2.3 ....  2fico«y*»+»coi(2fi  +  l)y , 


U.    8.  W. 


$.  5. 

Sei  jetzt 

4S)   tangy = tangcx  -f-  x, 

4 

80  ist 


aUo 


49)   ^= cos^cos^ 
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«  «« 


1.2.3coa^3cttii9r^. 

=  1.2.3cosy*(cosvsin3i^  +  sinycosZp) 

■ 

=  1.2,3.4cosy*(co8ycos4y — s*mysiD420 
= 1 .2^4co«if  ^Qa»5y  ^  * 

V.  w. 

Setzen  wir  also 


•o  ist 


51) 

(af)=s  —  l.coif8^iD2j(, 
0.  «•  w. 
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v*  s»  w* 

Für  a;  =  0  ist  v~a,  und  bezeichnen  wir  den  Werth  vod  1/, 
welchen  diese  Grosse  erhält «  wenn  man  qx  für  x  setzte  dnefc 
«»  «o  ist 


also 


lAä..(2«-t.l)/^^<»^>  =(-1)»^  co«*»+«co80!«  +  l)r; 

welche  Grossen  sich  unter  der  Voraiisselzunj»,  dass  der  absolute 
^erth  von  x  uieht  grüsser  als  die  Einheit  offenbar  der  Nuli 
bb  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wenn  man  fi  In'a  Uoail» 
liebe  wacbaeo  Ifiaat.  Ist  also  der  abaelute  Wertb  ve«  «  aicbt  gite* 
aer  als  die  Einbettl  ao  iat  offenbar  naeb  %.  LH«:. 


X 

52)  ff^a  -{-^  oosocosa 
— ^cosiMft&r 
^^eoaa^oaStt 

+  -y  cosa^sin4a 


Eine  äbnlicbe  Reihe  kann  man  fS^ 

53)  coty=cota-^2r 

eniwiciceln»  was  wir  dem  Leser  anaanfiibren  fiberiaaaen.  Siitt 
man  aber  die  ?oratebende  Cileicbnng  ooter  der  Forai 

( 4  •-Tr>='*"e(  I  -  «) + * 
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dar,  a!)  ergiebt  sich  die  jjcsiiclite  Raike  mmilttalbar  ans  5^),  in- 
dem man  olmlich  auf  oiese  Weise,  immer  unter  der  Voraaa- 
setzung,  dass  der  absolute  Werth  ton  w  niebt  grSeaet  aia  die 
Eiabeit  iat,  ieicbt  erbäit: 


94)    ^ = a  —  jp  aioaaiDa 
—  aiacMnS« 

— ^  siDtt^ainS« 
+  


j.  6. 


Weil  die  Reibe 

Ij    SB  9    Ä*,    Ä*>  — 

fiir 

bei»nntHGli  eonverglrt,  ao  convergirt  unter  deraelben  Vorana- 
aelKung  fiir  jedea  »  aoeh  iÜe  Reibe 

1,  ^0810»  d!^ooa2(9^  a;'coa3o»»  .«•«• 

und  liat  daher  eine  gewisse  Summe,  welche  wir  durch  /"(cö)  be- 
zeichnen, abo 

/(»)  s  1 4-  4NSoaa»  -|-  a^eas^t»    «^oa3tt  -f  ....••^ 

{-l<a:<+ll 

aetacn  wollen.  Daher  lat  nach  einem  belcannten  Satze  deriptegral- 
ledinong^,  immer  nnter'der  Voraussetzung,  dasa 


4<)  M.  «>  meine  BlemeaU  der  Differential-  odcI  Integral-r 
reclinang.  ThK  IL  Leipiig.  1837p  §.8.  Dieser  Sntz,  welcher 
fidMiehtllch  «einer  graMta  wiMentehaflUebea  Ile4«otiiiig  dem  Tiiylor- 


bl  und  tt  Aiaan  Miebigau  Bogw  beaotciMiet: 


•chen  und  Maelaucin'aclieB  Satie  an  die  Seite  ge»etst  wardea  mnm ,  nt 
afimilcii  folgeader: 

Wean  die  Grdaaa&  n«,  Ui,  »s,  114, FHaetiaaea  Tan 
x  sind,  nnd  für  «wei  gewteee  GrAasen ^  tob  ;r  die 
Oleieliaag 

t  =  tt.  -f  «1  +  «2  +  ?/3  +  W4 

stattfindet;  so  ist  ioimer  aucli 

/X  px  /»«  /»* 


la  ^5 
<  < 

Rücktichtlich  der  Anweadong  diese«  Satiae  abea  in  TesCe  hat  an 
fett  in  Jiaitea»  daae  die  Gleidrang  s 

weno  aar  die  Bedingung 

erfnllt  ist .  für  jede«  e»  gilt,  aa  daae  «lao  Iwoh  naeh  oaaavvai  obig« 
Satse  die  Gieichuag 

/t«)da»=.l   99f+9ß   caewdai-Kd?*  /  ca«lM9w 

o  o 

+  

für  jedes  w  frllt,  Ii.  die  Integration  /.wisclien  den  Gräozen  O  ondo 
für  jedett  tu  vcruttilLtil  iüt,  wenn  nur  die  Bedingung 

erfüllt  ist.  Dass  auch  die  in  allen  solchen  Ffiilcn  nie  bei  Seite  za  «fi- 
xende Bedingung  der  Stetigkeit  aller  vorkomweudeu  Grüasen  zivitciia 

daa  Mrafltedan  Gtiaaaa  amllt  aala  mm,  yaialiht  aidk 


d.  i. 


/•  III 


o 

Naeh  19)  ist  aber»  weon  wir 


Aietang 


-a;coä(o 


11 

zwiacben  —  j^»  und  4-^^  nebmeQ: 

^A— dxoso»    1  •  »  '3  ' 

Aldo  ist  nacb  dem  Vorbergebendeo : 

/fo)oai=s  «-f-ArctaDs-i  —  • 

o 

Diffemiüiit  man  nun  auf  beiden  Seiten  nacb  ci,  so  efbäit  ma; 
Mittelst  loieliter  Reehmii^  srbmt  man  aber 

Also  bt  aacli  dem  Vorhergehenden,  wie  man  leicht  findet: 


  1— .rfoso) 

f^^^  —  1^2jvcosis4-«* 


und  well  nun 


|st>  so  ist 


4M 

=  I  +  arcos(a  +  ;r^cos'2(a     ^^cosaw  -f  

Multiplicirt  man'  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2,  uud 
siebt  dann  auf  beiden  Seiten  die  Einbeit  ab»  so  erhUt  man: 

1  ^2 

|-I<a:<4-1}. 
§.  7. 

Weii  die  Reihe 

fiir 

bekanntlich  convergirt,  so  convergirt  unter  derselben  Voraus- 
setzung för  jedes  o  aneh  die  Reibe 

assiam,  xHin2a,  aHMm,  a^inAa,  •«» 

und  hat  daher  eine  gewisse  iSumme»  die  wir  durch  /((o)  bezeicb* 
nen>  also 

f{a) = ama»  -f  a^ivQa  4-  wHMn  4-  ^iD4o»  4- 

I— l<a:<4-l} 

setzen  wollen.  AI«5o  ist  nach  dem  \vn  vorlicri^elienden  Paragra- 
phen angewandten  ;Satze  aus  der  iutegralrecbnuog>  immer  unter 
der  Voraussetzung»  dai^ 

Ist  nnd  «0  einen  beliebigen  Bi^en  bezeichnet: 

/'(o>)3a>=  ^  /    sincodfi)  4-^^  /  sin2fi)d(o 
o  o  o 


/Ol  /*«) 
sin3cad(o4'^^  /  sin46)€«ft> 

O  0 

+  
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0 

+  1*      +^<a^^      +  ä^'  +  

Nach  35)  ist  aber 

11  1  1 


UDd,  weoD  man  0=0  setzt: 


-  1^ 

— ""1*"2       3  ""4 


Alao  ist 


41 

d.  L 

1— 


fipl^lieli»  wena  mao  auC  lieidan  »Soiteo  uacb  m  differeatürt: 

A.         B  ,  1— a? 

Weil  uun  aber,  wie  man  leicht  fiudet: 
ist,  so  ist 

also        dem  Ob^eo: 


4&2 


oder 

•In«*^'*'  sioo   

Die«  mochten  etw»  die  wlchtigeten  h  der  Tcigottometvie  «li 
sphSHsoheo  Aströbomie  vorkommenden  Reiben  sein»  die  ich  hier 
mit  völliger  8trense  zn  entvrieketn  versncht  liabe,  nm  zngleid 
ein  Beitspiel  für  die  Anwendung  den  Madaurin'eclien  Salsee  i» 
«einer  neueren  Gestalt  sb  geben. 


Einfaclier  Beweis  für  die  Ton  UfaMhe- 
roni  sesebene  Auflofinins  der  Aufgabe; 
die  läänge  einer  an  ihren  beiden  Sind- 
punkten  vLnzusS^DKlielien  geraden 

nie  zu  messen« 

Ton 

Uerrn  Dr*  J.  B.  Boy  mau 

m  Cobltn«. 


Von  dem  vielfach  bewährten  matheuiatischcn  Lehrbuche  des 
Herrn  Uerausgebere  dieees  Archive  bt  ao  eben  der  ersten  Ab- 
theilang  aweiter  Theil  (Lehrhack  der  Mathematik  fftr  dir 


4S3  . 

mittlem  Klassen  büherer  I^etiranstalteu  von  Job.  Aus^. 
Grunert.  II.  Theii.  Ebene  G  eo  nietrie.  Brandenburg. 
1851.)  in  vierter  Ausgabe  erschienen,  welche  wieiieium  mit  meh- 
reren  Zusätzen,  oameAtlich  über  dle-Tbeorie  der  Transversalen 
und  deren  Anwendang ,  befelehert  M  ünd  yor  Andern  IluiliclMn 
Lebrbfichi  i  ri  sich  dadurch  wesentlich  auszeichnet ,  dann  in  dersel« 
ben  auf  das  Praktische  gebührend  Rtickaiebt  genommen  und  ins- 
besondere der  Gebrauch  des  Winkelkrenaes  gelehrt  worden  ist 

Um  die  Anwertdunff  dieses  für  die  elementare  Feldmesskunst 
ebenso  brauchbaren,  als  in  seiner  Con^truction  einfachen  Instru- 
meotes  an  zeigen ,  ist  In  dem  Anhange  S.  254.  des  genannten 
Lebrbnches  unter  andern  von  der  Aufgabe:  „Die  LSnge  einer  an 

ihren  beiden  Endpunkten  unzugMngÜcnen  geraden  Linie  zn  mea* 
•en"  mit  Hülfe  des  Wiiikelkreuzes  eine  elegante  Auflösung  gege- 
ben. Herr  Professor  Grunert  erwähnt  zugleich,  dass  die  s^ej^e- 
bene  Auflösuiii^  der  Schrift:  „Solutions  peu  coonues  de 
differens  piulilemes  de  G^om^trie  pratique,  pour 
servir  de  Supplement  aux  Traites  connus  de  ceile 
Science;  recueillles  par  F.  J.  SerTois.  A.  Metz.  An 
XII.  p.  75."  entlehnt  sei  nnd  das«  Servois  selbst  sage,  dass 
diese  AnflOsung  schon  von  Mascheron i  in  der  Schrift:  Pro* 
btemi  per  gti  Agrimensori  con  varie  Soluzioni.  Pavia 
179  3.  Probl.  III.  Soluz.  13."  geiroben  uordon  sei;  bemerkt 
aber,  dass  der  filr  diese  AuÜüsuog  beigetügte  JUeweU  ?oa  ihm 
selbst  herrühre. 

Indem  icl^  nacbstelieiid  die  AoflOsnng«  dar  genannten  Aufsrabt  ' 
mit  denselben  Worten  des  Herrn  Professor  Grunert  folgen  lassen 
gebe  1^  einen  andern  Beweis,  welcher,  wenn  auch  keinen  andern 
Yonag«  doefa  den  der  grüssem  fiin&dibeit  und  Kürze  haben  wird. 

Auflösung.  Wenn  ü/iV  (Taf.  X.  Fig.  1 .)  die  zu  messende  Linie 
ist,  so  suche  man  auf  dem  Terrain  drei  Punkte  B,  C  von  solcher 
l^e  auf,  dass  die  Winkel  JUAN,  MBN,  MOS,  unter  denen  iii 
diesen  Punisten  die  zu  messende  Linie  erscheint,  dem  Winiiel 
des  Winlcellcrenzes  und  daher  natürlich  auch  unter  einander  gleicli 
sind.  Dann  messe  man  die  Linien  AB^  AC^  und  suche  mit  dem 
Winkelkrenze  in  der  Linie  BC  den  Punkt  D  nuf,  welcher  in  der 
Linie  BC  eine  soicbe  Lri^r«?  bat,  dass  der  Winkel  ADC  gleich- 
falls dem  Winkel  des  Wiiikelkreuzes,  also  auch  den  drei  Win- 
keln MAN,  MBN\  MCN  gleich  ist,  Misst  man  hierauf  noch 
die  Linie  AD,  so  ist 

t 

Beweis.     Die  Richtigkeit  der  vorstehenden  Formel  ergibt 
«icb  einfach  durch  folgende  Betrachtung.  Da  die  Winkel  MAN^ 
MBN,  MCN  einander  gleich  sind,  so  liegen  die  Pnnlite  üf« 
A,  Bf  C  anf  einer  Kreislinie;  daher  ist 

^  MNF  CO  ^BAF, 

worans  folgt: 
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MN.AB=iFM:BF  1) 

Aneh  siod  «I0  Peripheriefrinkel  a«f  deroselbeii  Bogen  die  Wiakel 

ACB,  AMB  einander  gleich,  und  da  nach  der  ConsttoctUn ancli 
die  Winkel  ADC,  MBN  gleich  aiod,  so  ist 

^ACBco^FMB, 

daher 

AC:AD=FMiBF  2) 

Aus  der  Verbindung  von  1)  und  2)  erhält  man  nun: 

MN:AB=AC:AD, 
woraos  unsere  zu  beweisende  Formel  sich  sofort  ergibt»  nänüich: 

■mm  »T       Aß  .AC 


Dast  Uerr  Doctor  Boy  man  in  Coblcnz  bei  AbfaMOOff  de«  obigen 
Aufsateet  von  den  in  Till.  XVIII.  Heft  I.  nbgedmcfcfen  Bemerlcnniren 
des  Herrn  Professor  Pros«  in  Stuttgart  durchaus  keine  Kenntniss  haben 
konnte,  halle  ich  für  meine  Pflicht  liier  «u  bezeugen.  Das«  ich  aber 
Herrn  Dr.  Bojman  für  die  obige  Mittheilong  zu  besonderem  Danke 
Ter|»Üichtet  bin,  und  unbedingt  anerkenno,  dass  der  obige  He  weis  Tor 
jem  von  mir  a.  n>  O.  gegebenen  9ewei«e  dnreh  gfimw  KiafuiMMil 
eich  auszeichnet,  wird  mir  Jeder»  der  meine  Sinnesart  kennt,  anch  ohne 
meine  Versicherung  glanbeo. 

Der  Hernnegobnr« 
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AJuns»  eines  Beweises  fOr  den  soge- 
nannten elften  Dnklidisclien 

■ 

Von  dem 

■ 

Stadirendeii  der  Tlieologie  Harra  fiL  Tik  Horlyck 

uuä  äcliietswig-IIoUtein  zu  iioan. 


Alle  diejenigen  ErklSraogen,  LelirsStze,  Aufgaben  a.  »,  w.« 

die  unabhängig  sind  von  dem  sogenannten  11.  Axiom  des  Euklid 
und  in  den  meisten  Ausgalien  der  Planimetrie  schon  vor  diesem 

dargestellt  werden,  setzen  wir  hier  als  voükommen  bej^ründet 
vorauf,  indem  es  uns  iiier  aiiciii  dar mt  aukoiumt,  die  Knibeiir- 
lichiceit  dieses  sogenannten  Grunds^atzes  nachzuweisen,  ohne  uns 
auf  die  aligemeinerc  Frage  einzulassen,  ob  Grundsätze  überhaupt 
zulässig  und  unentbehrlich  sind  in  der  Mathematik. 


Ertter  Smtx, 
In  einem  Dreieck  ist  die  Samme  der  Winkel  niclit 

Beweis.   In  dem  Dreieck  ABC  (TaCX.  Fi^.  2.)  sei 

BC>AC>AB 

lod  folglidi 

^BAO^ABO^ACB; 

da  Constmction  und  Beweis  iBr  die  beiden  andern  möglichen 
^äihe,  daee  swel  oder  drei  Seiten  und  folglich  auch  .sirei  oder  alle 


4Sft 

drei  Winkel  gleich  slod,  mit  einer  Icldoen»  eicli  aue  der  Sadie 
selbst  ergebenden  Veränderung  folgt).  Dann  soll  geaeigt  wer- 
den, daaa 

'ist  Zu  dem  Ende  baibire  man  AB  in  siebe  CJ,  verlHngere 
diese  bis  DJssCJ  ist  imicI  ziehe  DA,  in  dem  so  entstandenen 
^DAC  halbire  man  Av\n  K,  ziehe  DK^  verlängere  diese  his 
KE-=DKy  ziehe  AE.  Im  ^DAE  halbire  man  dann  DA  in  X, 
ziehe  LjE,  mache  IjF=LE  und  ziehe  FA  u.  s.  w.,  indem  man 
von  den  beiden  fraglichen  »Seiten  eines  durch  solche  Construction 
entf^tandenen  Dreiecks  immer  die  nicht  zuletzt  entstandene  Seite 
halbirt. 

Aus  der  Construction  folgt  nun  durch  einen  einfachen  Scbluss: 

^BJC^^DAJ,  ^AEk^^DKC,  n.  s.  w.; 

die  Winkelsumme  in  ^  DAJ  +  \AJC  =  der  VViokelsnmme  in 
^BJC+  ^AJC^  und  2/?  auf  beiden  Seiten  abgezogen:  Win- 
kelsumme in  \DAC=t\f^v  m\ABC,  in  i^DAE  \AEF  \u  s,  w. 
Bezeichnen  uir  diese  \\  ihkeisunirne  im  ersten  Dreieck  durch  Sy  im 
zweiten  durch  S'  u.  s.w.,  so  ist  also  »S=*S'  — u.  s.  w.  Dem- 
gemäss  sollen  A,  A\  n.  s.  w.  den  bei  A  liegenden  Winkel 
der  verschiedenen  Dreiecke  und  ZV  o.  s.  w.  die  Summe 
der  beiden  übrigen  bezeichnen.  Es  ist  dann 

A—A\^ABC,  A''=A'^^DCA  u.  w. 

.   A  +  Z^A'^Z'^A^-^Z"  u.  s.  w.  ÄÄ, 

Z'^Z-^ABC^  Z^z^Z'^^DCA  u.  s.  w. 

Nach  der  Annahme  ist 

^ABO^ACB, 
und  aus  der  Construction  folgt: 

^DCA>^CDA  u.  s.  w.; 

Z>2Z',  Z'>2Z*,  Z">2Z*'  u.  s.  »V»; 

Z>2Z'>4Z*'>8Z'"  u.  s.  w.; 

Z'<|^.  ^''<\z,  Z'^^lz,  Zif'^^Z,  u.  8.f^. 

Es  ist  hieraus  klar^  dass  Z  durch  lange  genug  fortgesetatf 
Construction  kleiner  gemacht  werden  kann  als  jede  bestimmt  ange- 
gebene Winkelgrusse«  WärenunSetwa  um  x  grosser  als  so  setze 
man  die  Construction  so  lange  iort,.  bis  a;>Z(")  ist;  da  nun /|C«)^Z^"| 

ist«  «o  iväre  i 
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Ja  doch  A  als  Winkel  eines  Dreiecks  immer  \2E  ist.  Also  ist  * 
iSr nicht  >2Ä,  w.  z.  b.  w.- 

Folgerungen. 

1.  Der/AaMenwInkel  iat  nldtt  kleiner  ala  die  Smme  der 
beiden  tnnefeu  tiini  gegenabenitelieDdeii  Winkel  eines  Dreieck«. 

2.  Zwei  VViokei  etoee  Dreieckes  siod  zusammen  <2jK» 

3.  Die  Sorome  der  Winkel  eines  Viereckes  ist  nicht  >4iß. 

4.  Z^yei  gerade  Linien  in  einer  Ebene,  die  yen  einer  dritten 

eo  geschnitten  werden,  dass  die  Summe  zweier  innerer  Winkel 
an  einer  ;Seite  ist«  schneiden  sich  nach  beiden  »Seiten  bin 
verlängert  nie. 


Zweiter  Satz. 

i 

Sind  drei  j;  er  ade  Linien  in  einer  Ebene  gegeben, 
die  sicli  nie  schneiden^  so  «schneidet  die  mittlere  jede 
Linie,  welche  man  sieh  i^eeogen  denkt  zwischen  zwei 
beliebigen  Punkten  der  beiden  Snesern, 

Rpvvefs.  Wenn  ich  zwei  jrprTde  Linien  AB  und  CD  (Taf.  X. 
l  ig.  Ii.)  habe,  die  sich  nie  schneiden,  so  ist  klar,  dass  eine  dritte  EF, 
die  keine  von  l»eiden  schneidet,  entweder  zwischen  diei>en  beiden  lie- 
gen muss  oder  aut»8erhalb  und  zwar  enluedet  nach  der  Seite  von 
CD  bin:  dann  iftt  CD  die  mittlere;  eder  nach  der  Seite  von  AB 
hin:  dann  Ist  AB  die  mittlere;  auf  jeden  Fall  aUo  liegt  unter 
drei  nich  nie  schneidenden  Geraden  in  einer  Ebene,  eine  von 
ihnen  zwischen  den  beiden  andern;  in  unserm  Falle  sei  EF  die 
mittlere  isrhen  AB  titu!  CD.  Von  einem  beliebigen  Punkte  L 
in  AB  ziehe  man  narli  einem  beliebi^ren  Punkte  K  in  CD  eine 
Gerade  KL,  dann  soii  bevviefe>eü  werden,  da^ä  EF  die  KJj  schneidet* 

Von  einem  beliebigen  Punkte  O  in  EF  ziehe  man  nach  den 
Pnnkten  in  AB  und  Cr  in  CD  gerade  Linien»  wo  It  und  G  allerdings 
beliebig  angenommen  sein  sollen,  aber  so,  dass  sie  auf  derselben 
Seite  von  KL  liegen  wie  O.  Da  nun  OH  c^anz  auf  einer  8eite 
von  Ei  liest,  weil  zwei  Gerade  sich  nur  einmal  sebneiflen  kon* 
Den,  und  ebenso  OGy  so  folgt,  weil  H  und  G  nach  der  Voraus- 
setzung auf  verschiedenen  Seiten  von  EF  liegen,  dass  auch  die 
Linien  OB  und  OG  aaf  ▼era^Medenen  Seilen  ven  EF  Henen. 
Bufdidieee  CnwtniettM  eiknltett  Wir  alno  das  geseklssaene  Fdamk 
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OHLKO,  h\  welchem,  als  in  eint m  bestimmten  endücheo  Fünfeck, 
kein  Punkt  vuo  O  unendlich  eiitfernt  sein  kann;  Terlängert  man 
also  £F  nach  der  Seite  yon  LK  bin,  so  aiiisg  EF,  weil  jede 
Gerade  eicb  bis  ins  Unendliche  verlängern  iSsst,  einmal  eine  Seite 
des  Fünfecks  schneiden;  OH  nnd  OG  kann  £F  nicht  schneiden, 
denn  die  schneiden  sich  in  O,  HL  und  CK  schneidet  EF  nnnh 
der  Voraussetzung  nicfa^  also  schneidet  EF  die  Iiiofte  Seite  LK, 
w,  z.  b.  w. 


*  Dritter  Satz. 

In  einem  Viereck,  in  welcliein  an  der  Grundlinie 
zwei  rechte  \V  i  n  k  e  l  8  i  n  d ,  die  von  der  Grundlinie  u  ti  d 
zwei  einander  gleichen  Seiten  einces chlo  ssen  wer- 
den, sind  alle  Winkel  z=R,  also  die  bumme  s=4i2. 

B  e  w  e  i  s.  in  dem  Viereck  AB€D  (Taf.  X.  Fi$.  4.)  sei  dß  als 
Gnindlinie  angenommen» 

es  folgt  leicht  9  dass  dann 

ist;  man  soll  beweisen,  dass 

ist.  Da  sie  lum  nach  dem  Vorigen  nicht  grösser  als  R  sein  kön- 
nen» so  Q^biiien  wir  an,  sie  seien  <i2,  etwa  =  AJ — ;v. 

Man  verläimere  AB  filier  B  beliebig   weit  hinaos  und 

schneide  ?oB  B  an  auf  der  Verlängerung  die  Stücke  BEzzzEG 
::^GJ  u.  s.  w.  =AB  ab;  errichte  durch  JE,  G,  J  u.  s.  w.  Per- 
pendUcel  EF^GB=JK  u.  s.  w.  =^AD=BC,  dann  folgt  leicht 

DB^CE^FG  u«  8.  w. 

Dann  ergänze  man  den  j^ADCy  der  nach  der  Annahme  =12— ^ 
ist»  zu  einem  Rechten  durch  die  Linie  DT,  die  man  sich  binläng- 
licb  weit  gezogen  denke.  Verlängert  man  DC  lüber  C,  CF 
über  F  u.  s.  w.  hinaus,  so  folgt  leicht,  dass  DC  von  DF  muh 
dieser  Seite  hin  niebt  geschnitten  werden  kann,  weil  DT  die  DC 
in  D  schneidet:  nn«  dor  Beschafienheit  der  Winke!  bei  C  lol^t, 
dasis  CF  z\viscl)(  II  Aß  (wir  denken  nns  alle  Gerade  bis  ins  Ün- 
enilliche  verläiii.n'rt)  und  OCy  FH  zwischen  A/>  und  CF  u.  s.  w. 
nach  dieser  Seite  hin  liegt.  Da  DT  nun  nicht  DC  nach  dieser 
Seite  bin  schneidet»  so  schneidet  es  um  so  weniger  CF,  FH,  HK, 
II.  s.  w.  nach  dieser  Seite;  der  Kfirze  halber  nennen  wir  die  eben 
besprocheiie  Seite  rechts»  die  entgcgeogesetzte  links.  Verüngeit 
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man  nun  CF»  FH,  BK  n.  a.  w.  nacb  link«  ffber  F»if  a.a.w. 
»o  folgt  ana  tniaerer  Annahme  aladaan 

dlaraaa  folct,  dass  die  Verlängerungen  von  €l  \  ^Tf  w.  s.  av.  nacll 
rechts  Titiff  links  um  einen  Winkel  ~5.r  von  i>6'  und  FU  u.  s.  w. 
abweichte,  cHese  also  mit  den  Perpendikr  Im  BC,  KF  u.  s.  w. 
einen  \^iiikel  bilden,   al5<o  nach  keiner  Seite  hin  AB 

schneiden,  nach  dem  ersten  iSatze.  13a  die  Linien  CF,  FU  u.  s.  w. 
nun  auch  1^7  nadi  reehta  nlobt  schneiden ,  ao  hleiban  also  nur  die 
MdeaFftlle  mü^licli»  eratooa,  daaa  GF,  DT  und  AB,  FB,  DT  wul 
u.  5.  w.  sich  nie  schneiden,  oder  zweitens  CF  und  DT, 
FB  und  DT  schneiden  sich  nach  links  hin.  Im  ersten  Fall  ist 
AB  jedenfalls  nach  der  Constrnrtion  nirbt  die  mittlere  zwi.«rben 
CF  uiul  DT,  also  ist  entweder  BT  oder  CF  die  mittlere,  ist 
DT  die  mittlere,  so  muss  sie  CB  zwischen  C  und  B  schneiden 
uachdem  zweiten  Satze,  dann  iäue  aber />  7  zwischen  und />C 
nach  reebtirliin,  wakbea  gegen  lie  Conatraetieii  ist  W8re  aber  CF 
dieupttlere,  ae  nOaate  tkfkAD  zwischen^  und  D  achaclden»  dann 
niaebte  ihre  Verlängerung  nit  BC  einen  Winkel,  dar  kltiaattabl 
R—x  wäre,  obgleich  wir  aus  unserer  Annahme  und  der  Con* 
struction  nachgewiesen  haben,  dass  dieser  =zR-{-x  ist.  Ea  bleibt 
demnach  nur  der  zweite  Fall  ilbrig,  dass  CF  nach  links  DT 
.schneidet,  und  folglich  FB,  BK  u.  s.  w.  ebenso.  iMiut  verlän- 
gere demnach  diese,  bis  sie  DI  beziehungsweise  in  Qy  H 
Mm  ai  w«  adineiden ,  dann  erbfiH  man  die  Oreiaoke  DCP»  PFQ, 
^  QJBB  n.  a.  w.  Ea  wSre  dann 

^PDC=x,  ^DCP=^2x; 

aber 

^PDC^^DCP-I'^CPD^  eder  <W 

iiarb  dem  ersten  Satze,  also  Üa:<  '2/*;  ferner  im  ^FPQ,  Z,FPQ 
als  Aussenwiukel  vom  \PDC^  oder  >3.a:,  ^PFQ=2a:y  also 
5a; <2/^.  So  erhält  man  nach  und  nach  dar,  üo:,  7a;,  Ha*  u. 
8,  w.    <2/i^,  also 

^2   2   2    2  2 

X  1^9  iji  ^«   JJ>  U.  S«  W.  tif 

woraus  erhellet,  dass  a:<  als  jede  noch  so  kleine  beatlnnit  aqge- 
c^ebene  Grösse  ist.  w  bat  demnach  gar  keine  GrOaae^  aoadem 
iat  gleich  0  und  R-'WssR,  also 

^ADC^^CB=^R, 

w.  m.  b.  w. 
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Aavetkung.  I 

I 

Wir  li.'ihen  in  vorstehenden  Sätzen  der  Kürze  halber  nur  den 
Gang  (]ps  Beweises  im  Allgemeinoii  gegeben  und  diesen  so  weit 
ausgofiilirl ,  dass  wir  hoflfen  kondlen,  der  Kundige  werde  das  [ 
Uebrige  iiut  Sicherheit  ergSnzen  können.  \  ermittelst  des  letzten  ' 
Satzes  nun  in  Verbindung  luit  dem  en»ten  und  dessen  unroittel-  ; 
baren  Folgen  schreitet  man  mit  Leichtigkeit  bis  zum  Beweise  des  i 
•ogenannteo  eiften  Axioms  des  Euklid  vor. 

Vermittelst  Ergänzung  zum  Rechteck  beweist  man,  dass  die  ; 
Summe  der  Wi«kä  Im  Techtwinkligen  Dreieck  ss2ÜS  Ist;  dnroh 
Zerlegung  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  benreist  maiif  dass  die 
Summe  In  jedem  Dreieck         ist,  und  d  urch  Zerlegungen  zwei  Drei- 
ecke  beweist  man,   dass  in  jedem  Vierock  rlie  Nunmie  der  Win- 
Itel  —4/?  ist.    Und    hieraus  wird  jeder  leicht  die  tileirhniä^^siifc 
Annäheruni»  um  uleich  viel,  aufirleicli  grosse  Entfernung  solcher  zwei 
Linien,  wie  unser  sogenanntem»  Axiom  dieselben  voraussetzt,  be-  , 
weisen  können»  woraus  wieder  mit  Nothwendigkelt  folgt,  dass 
sie  sieb  entweder  treffen  oder  schneiden  müssen.  Wir  erlauben  i 
«ms  nur  noch  darauf  aufmerksam  au  machen,  dass  der  eigeatllefae  , 
Knoten  des  Beweises,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  nach  unserer  : 
Meinung  nicht  so  sehr  im  driften  Satze  liegt,    obgleich  dieser 
schwerer  ist,  als  im  zweiten,  indem  hier  gerade  das  Schneiden  : 
zweier  Linien  unter  bestimmten  Bedingungen  bewiesen  wird,  und  ! 
alle  Versuche,  die  Schwierigkeit  dieses  sogenannten  Axioms  zu  ; 
iGsen,  bnmer  mrd  Immer  wieder  daran  scheitern,  dass  das  Schnei*  j 
den  der  zum  Behuf  der  LOsung  betrachteten  Linien  nicht  streif  ! 
nachzuweisen  ist.  l 

I 

Nachschrift  des  Herausgebers» 

Trh  hin  zwar  kein  Freund  neuer  Parallelentheorieo,  und  habe 
schon  mehrere  mir  zugesandte  Versuche  dieser  Art  nicht  in  das 
Archiv  anlgenonimen.  Bei  dem  vorstehenden  Aufsatze  glaubte  ich 
aber,  da  er  mir  manches  Eigenthündiche  zu  entiialten  scheint, 
um  so  mehr  eine  Ausnahme  machen  zu  mdssen»  weil  der  Herr 
Verfasser  mir  schreibt,  dass  zwei  competente  Richter»  Herr  Pro« 
fessor  Heine  und  Herr  Doctor  Beer  in  Bon  11^  sichgOnstig  liber 
denselben   ausgesprochen  haben.   Eine  Kritik  von  meiner  Seite ' 
an  tliesem  Orte  ist  unzulässig  und  unangemessen,  und  ich  muss' 
dieselbe  daher  ganz  den  Lesern  überlassen  ^  bitte,  aber  dabei  nicht} 
zu  vergessen,  dass  der  sehr  bescheidene  Herr  Verfasser  «einen 
Aufsatz  nur  einen  „Abriss"  eines  Beweises  des  eilften  Euküdi«! 
sehen  Grundsatzes  genannt  hat. 
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Heller  eine  Anfsabe  Id  der  Kreto- 


Gauss  i&eigt  m  der  siebesteo  Section  der  Disq.  Arithm^ 
dfiM  ÜBr  jede  positive  ungerade  Piimzahl  n  das  Polynom 


deiartige  Zeriegong ;  wir  wollm  hier  rnitersnclien ,  ob  diese  Zer- 
leftoBg  auf  mehrere  Arten  gemacht  werden  kann? 

Eisenstein  sa<^t,  dass  die  Beantworturiej  dieser  Frage  wich- 
tig sei  iür  de»  Beweis  des  Fermat'sche»  Satzes,  von  welchem 
Boler  uod  Diriehlet  specielle  Fälle  behandelt  haben.  (Grelle 
Journal.  Band  27.  p.  &8l). 

Die  Kreisthcilnr^^  ^ebt  bei  dieser  Zerlegung  tou  den  Wer* 
then  der  lieiden  Perioden 


Von 


Herrn  Doctor  R  Arndt, 


Lehrer  uu  der  Uealscliuie  zu  Stralsund. 


steh  auf  die>  Form 
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mm 9  wo  r  eine  beliebige  Wurzel  der  Gleiclmag  XssO  ist,  dv 

erste  Summenzefchen  sich  über  alle  Warthe  von  P ,  welcTie  qua- 
dratische Heste  von  das  andere  sich  über  alle  Werthe  voiiiV, 
weiche  quadratiisicbe  Micbt-Heste  von  n  «lud,  erfitrecltt.  Für 

J(3-I)=i«.  (-I)-=t 


ist  bekanotlicb 


1  • 


Sind  noD 

X'  =««+tf|«^*+»..  +  «»-I« + Om  5=0, 

die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  resp.  dfe  Gfieder  In  p*  sind, 
eo  dftM  also  X=zX'X**  sein  Diose»  so  lassen  sieh  die  Coeffici«' 
ten  «A,  bx  bekanntlich  folgendermassen  anedrflcken: 

bx=^lii^Sö)p'-^^l 
wo  %>  f&A,  Ca  gnnse  Zahlen  sind,  und  es  konunt 

wo 

ifa = aA + 6a  «  231a — ©  A — Ca  , 


ist.  Nun  ist 

folgliGh 

wo 

ist.  124»  sei  nun  umgekehrt 
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wo  '4fe  CdeflideBtffn  in  T,  Z  ganse  Zableo  Md.'  selleii;  Die 
Mitlllpiieatiao  seigt  zunSthst«.  dass 

[1]  ......  Jw-fn/?,2)  =  J 

ist.  Es  ergiebt  sich  fmer 

wo 


_A).-{-BxVm   Ax—BxVm 


II  1 

r6A=^(-4o^A--f«BoÄA)--j(-4oß;[--J?o^A)V«t==/A--flfAV'ai5 

Di«  Wafseln  der  Gleicfcaog 

aja;«»-*  + ....  -f  am=0 


nach  [2]  Wufsebi  der  Glelcining  ZrrO»  fassen  sidi  also 
dardi  Potenxen  einer  Mlebigea  Wnnel  r  der  Gleicbnng  JC=0 

ansdritckeo^  man  beaeichne  diese  Wurseln  mit  r^i,  r^»^,.r^«>iuid 
aar  «ImlieW  Weise  beseMne  mut  die  Warsefn  der  GlelchaBg 


mU  tHk,  rVt,       r^"*«  und  setze 
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p  =r*i + r**  + ... 
^'=|Jfi + t^i  +    + r^f"; 

wo  R^...RZ  H»e  ((uriflrnttschen  Reste  für  den  Modul  n;  iVf^iVa, 
•—A«  die  Nicbtreiite  bedeuten.  £s  mt  also 


1 


felglicb 


|/*  =  — ?  +^fiV«t;  niid  nach  dem  Obigeo : 


wo  die  Zeicheo  sich  auf  einander  bezietien^  aber  unbestimint  smd 
Hieraus  folgt 

oder 

 ^-/^±%iP+w=o. 

Setzen  wir  nun  in  den  Ausdrücken  von  P,  P*,  p,  p',  x  statt 
r  nnd  beaeiehnen  die  resultirenden  Funktionen  Ton  x  onl  P»»  Ps\ 
Pm»  p'*$  MO  vnraoh windet  die  Funktion 

9, = — P',  ±  2gips  tF  ^xP's 

fSr  assr  ([6]),  i«t  fotgllefa  durek  «--r  theilbar,  ebeimo  wie  1, 

folglich  niu8)i  das  grOaate  gemeinschalUicbe  Maass  \on  (px  und  X 
eine  Funktion  von  x  sein,  die  höchstens  vom  (n — ^2)ten  Grade  seio 
wird,  da  9s  durch  ar  theilbar  ut,  und  X  filr  a:=0  nicht verach windet 

Dieses  grltoate  gemeinscbartlicbe  Maass  bat  nun  uothwendi^ 
rationale  Coefficienten,  wie  sich  aus  der  eewühnlicbeo  Methode 
»einer  Bestimniung  ergiebt,  folglich  ist  X  wirch  eine  alnebnis^ 
Funktion  von  nieaerem  Grade  als  X  selbst  mit  mtioMUiBn  CSoefii- 
eienten  theiibar;  dies  ist  aber  nicht  möglich«  aonner  warn  f ^ 


Digitized  by  Goo 


m 

identisch  der  Null  gleich  Ist  (Gauss  DU q.  Arith«  Se«l 
TIT.  art  341.).   l^a  aber  die  pämliche  Potenz  von  x  nicht  tu* 

gleich  in  p'x  als  fJlicfl  vorkommt,  so  ist  ersichtlich,  dass  rpx 
nicht  identisch  ^0  sein  i^aon»    wenn  nicht  %i  =  dbl*  oder 

5'i  =  db2»»*>  tat 

«ntweder   P^  —  F'g-^px—p'x  oder  P'V— 

id«iti«cb  =  0« 

Unter  der  ersten  Voraussetzune;  müssen  die  Glieder  von  P'x 
sfimmtlicb  Glieder  flcr  Summe  Px  \P'  f*ein,  aber  Px  hat  mit  P# 
kein  Glied  genieiii ,  wie  leiclit  erhellt,  folglich  ist  P'x  mit  px, 
ebe.:so  mit  p'x  identisch,  also  auch  P  mit  p,P  mit p'  identisch.  In 
der  andern  Voraussetzung  fmdet  mau  auf  ähuliclie  Ai  t .  dass  P 
mit  p,  P  mXp*  identisch  Ut»  d.  h.  wenn  man  nick  X  in  die 
Fnctoren 

so  zerfallt  denkt,  das 8  die  Oeefflcienten  «t»  ailge- 
meiD  unter  der  Foim 

erecheinen»  ee  iet  nothweadig 

J:=  (a;— r^O  (u, -T^)  —       r*«)X(^— r^O(-i''-**^0  ••••  (ar-r^*) , 

d.  b.  man  findet  die  durch  die  Kreistheilung  reibst  ge- 
gebenene  Zerlegung  toii  Xm 

Setit  man  mm 


Z  =0?«-* + B^-«  + .....  +  ; 


so  ist  r4A=  FF— £nZZ  die  durch  die  Kreiatheilang  gefundene 
Zerlegung.  Aber  nach  [3J 

1 

aabailtairt  man  dieee  Werthe  ven  /i.     in  [4]>  se  erhält  man. 
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II  1  ' 

1  1 

wo  die'Selcbeo  sich  aof  tifi«iidet  beiMen,  md^wo  il^«  JlS^ti 
die  GleicbttBg 

gebunden  sind. 

£•  lä88t  sich  ferner  zeigen,  dans  Axi  Bx  iii  allen  Fallei 
eanze  Zahlen  sind.   In  der  Tbat  erhellt  sogleich,  da^ 
beide  gerade,  oder  beide  ungerade  «ein  mOaaoD;  sodann  war 

i\Ä=2aA— 55a— €a,  Ba=€a-^;., 

folgllcb 

also  A.X>  l^A  ebeuiaib  zuMiekli  gerade,  oder  zugleicli  ungerade. 
Hlerans  folgt  aber  imroitceibar,  daee  dl*  darch  [8]  bestimatiB 
WerCbe  von  AXf  Bx  ganze  Zebleo  aind« 

Umgekehrt  aoli  erwieaen  werden,  daaa 
sein  miiaa«  wenn  man 

Z'  =^  Z>oa."»  +  B^x"^- A  ^ ^. 
Ao^^mBo^ssA 

setzt,  und  die  Coefficienten  Ap.,  Bx  nach  [8J  besämmt.  —  lader 
That  folgt  aua  [7J  in  Verbindung  mit  [bj: 


m 


und  bienacb  findet  nicb 
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Da«  findtwiltet  anmcr  Mritoilgeii  Uiltnaelmg  !•!  wU»  fol* 

ge&des: 

Wenn 

4JC5=  ry— eaZZ       '       ,     .  . 

die  dnrcli  die  Kreietheilaiig  gegebene  ZerlegiLOg  des 
Pelynoms  iX  ist,  so  findet  man  alle  muglichen  Zerle- 
gongen  dleaes  Polynoms,  nämlich 

vermittelst  der  Formeln  (DJ,  oder  auch  die  Coollicien* 
t e n  AXj  Bx  der  alleemeinen  Zerlegung  und  dieCoetfi- 
cienten  A;i,  1>ä  der  besondern  Zerlegung  (welche  die 
Kreistheilung  giebt)  mit  Hülfe  der  Formeln  [8],  in- 
dem Jq,  i&o  beliebige  Werthe  der  Gleich ang 

■ 

m 

bedeuten. 

Oie  Crleicbimg  ■ 

hat  mit  Ausnahme  von  n=3  nur  die  Wurzeln  Aq=z2,  Bq:=zO 
(offenbar  genügt  es,  A^y  Bq  als  poeifir  aa  betrachten)»  folglich 
nach  [9]  r=zY,  ^^±Z,.  daher  die  Zerlegung  in  dem  Falto 
ns3  (med«  4.)  nur  auf  eine  Art  mngfich  ist.  —  Ffir  «äs  aber 
kann  man  4»^^*  J^ssO;  Jq^U  JS^^l  setzen,  and  erhftit 
nach  [9] 

die  Krelsdieilung  giebt  F=:9:r-f  1,  Z=l,  folglich  F^a;— I» 
Z'^zx-k-ly  wie  Herr  £iaeaateU  ridhtig  bemerk^  aber  ancA  neoh 

Id  dem  Falle  n=l  (mod.  4.),  wo  €=i,  g^eniigen  der  Gleioliung 

unendlich  viele  Systeme  ganzer  Zahlen,  weshalb  die  in  Hcric 
atebeade  Zerlegung,  aisdaan  auf  uuendücb  viele  Arteo  mäi^cb  ist 


In  Bezug  anf  die  Zerlegung  von  AX  in  TT-^mZZ  mitUfilfe 
der  KreiatheiluDg  sind  noch  einige  Bemefkongen  ibiigp  -  um  die- 
sen Gegenstand  ToUstSndig  au  erledigen. 
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I.   Es  sei  '  . 

die  Gleichung,  deren  Wurzeln  r*« ,  r^i,  r^t,,...r  "»  sind,  die 
Potenzsunnnen  dieser  Wurzeln  bezeichne  man  mit  Ä.w,  S,(o%  S.co^, 
etc.   Es  ist  also  S.(a=p;  ferner 

folglich  8.(0^'=  p  oder  jenachdem  A  «luadratischer  Rest  von 

n,  oder  Nichtrest  von  7t,  oder  jenachdem  Ind.  A  (mod.  7i)  gerade 
oder  ungerade  ist. 

* 

Mit  Hilfe  der  Relationen 

/?  +  p'  =  — 1,  J(l-7l£),    ppz=  —  p-^^l—7iE) 

ist  es  nun  sehr  leicht,  die  Coefficienten  Oi,  a^y....am  durch  die 
Newton'schen  Gleichungen  zu  berechnen.  Bringt  man  ay 
auf  die  Form 

so  folgt 

•  •  • 

wo  Ax,  Bx  die  allgemeinen  Coefficienten  in  den  Polynomen  Y 
und  Z  sind. 

n.  Man  braucht  diese  Coefficienten  nur  bis  zur  Hälfte  zu 
berechnen.  Um  dies  nachzuweisen,  werde  ein  allgemeiner  Satz 
über  die  PeTrioden  bewiesen,  welchen  Gauss  bloss  andeutet. 
(Disq.  Arithm.  art.  349.). 

Es  sei  n  —  l  =  ef, 

{f.  A) = m  +  im  +  \}-a^^  +  •••  +  [A<7''-')'] . 

wo  n  eine  primitive  Wurzel  ffir  den  Modul  das  Zeichen  [fi] 
die  Potenz  r/^  bedeutet;  ferner  sei 

xf-\^(t^xf-^-{^tt^xf-^-\-„.,('-\y.  1=0*) 


*)  Bedeutet  P  du«  ProduVt  der  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  iol 
der  letzte  Coefficient  • 
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iie  CMehirag,  deiMi  Wuraeln  ^ie  Gliokr  ta  {f,  l)  sind. 

Ist  nun  1^.  /  gerade,  so  ist  ^Ugemeio 

A5P<ü'+*)er=a^(«-i)y>«s-a^  (»od.  n), 

blülich  kommt  in  der  Periode  {f,  A)  jode  Wurzel  mit  ihrer  reci- 
)r<>kt  n  zugleich  vor,  also  hat  die  yorhergefaeode  Gieichupg  die- 
ielbeo  Wurzeln  wie  die  lolgeode; 

+  (tf^ixf-^  + ....  +  diiX  -f  1  =  0, 

lahsr 

ider  die  ersten  Coefficienten  sind  den  letzten  in  umgekehrter  Ord- 
lang  gleicli. 

2^.  Ist  /  nngerade,  so  sei 

(9)  «...  a/f  ai«r-»+..«  +  a/_i«-r.l=0 

Iis  Crleicbung,  deren  Wurzeln  die  Glieder  in  {f,  1), 

(V)  ....  o^+Aa/-*  +  .,..  +  /5f_xa:--l=0 

[ie  Ciletcbuag,  deren  Wurzeln  die  Glieder  in  (J, 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  TÖ')  sind  die  reciproken  Werthe 
ler  Warsetn  der  Gleichung  ^9),  also  frerden  (9)  und  die  folgende 
vieichang 

lie  nämliclien  Werthe  liaben ,  folglich 

«/-!  =— A,   «/-2=  — etc. 

)a  man  nun  die  Coefricleiileii  |i  findet,  wenn  man  io  den  Aus* 
[rücken  fflr  die  CoefKcienten  et,  welche  bekanntllcli  auf  die  Form 

;ebracht  werden  können,  i'ihprall  (/,  —  (/*,  ^  setzt,  so 

ndet  man  die  letzten  CoefUcienten  der  Gleichung  (9),  wenn  man 
n  den  Werthen  der  ersten  Coefücienten  die  vorhergehende  Sub- 
titution  macht,  und  die  Zeichen  verändert 
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WmlaB  wir  «U«m  Bi»wIwii||w  «b  mT  dhi  Mg»  CMckng 

+  iii**'^^ + ......  + 1^=0 , 

* 

so  fiwiel  «Ich  für  «fai  gerades  üs 


d.  i. 

[10]  A^=z4m^^.  /TusB..^; 
woraus  folgt,  diuio  man  nur  die  CoefBcieatoii 

tu  bmcbnon  liraoeht« 

Für  ein  ungerades  m  erbiiit  man 

folglich 

woran«  folgt,  dasa  man  nur  die  GooffidenteB 

SU  berocbnen  iiraucbt 

III.  Der  Coefücierit  a).  ist  =(— wo  üJl  die SuBune  aUff 
Combinaüoiien  der  Glieder  in 

r 

p =r^i -f  -fr 

znr  l>teii  Klasse  bedeotot^  Tollstlodig  eatfrickeJt  gedacht  enthitt 
er  also 

fli(iii— 1)  (wi— A+l) 

 1.2......III  

Glieder;  setzt  mau  nun 
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io  maM  p 

ie'm,  da  die  A^greigale- 1»  md  p'.)ß  m  Glieder  entbaUen;  folgUcb 
d.  I. 

^»(^iy2mji.(mod.  n), 

frie  Legend  re  zuerst  bemerkt,  aber,  wie  ich  glaube,  nlcbtstreng 

lachi^pwiespTi  hat.  (Theorit»  des  Nomhres.  Toni.  Ii.  p.  194.). 
Wenn  Lpti,enclre  aber  ferner  l}ehatiptef,  dass  man,  Uta  die  Al  zu 
oeätiinmenj  in  der  vorhergehenden  Öougruenz  statt  2mA  den  iitein- 

fteo  Rest  dieser  Zahl  nach  dem  Modol  n  (anter      Hegend)  eet« 

len  müsse,  so  ist  dies  unrichtig.  Es  trifi't  diese  Behauptung  frei* 
ich  au  bis  n»37«  aber  filr  grOasere  Warthe  von  ^verbStteasich 
lodera»  wie  man  aua  der  naoifolgenden  Tabelle  ersehen  wird« 

♦ 

Man  ßndct  in  dieser  Tabelle  die  CoefUeienten  dx,  a^,a^  etc.;  A^,  A*^ 
ttc* ;  Jlff     etc.  venitooßi  bi4|B=79  beregnet«  wo  d^r Zeiger  nach  iL 

lie  Zahl  ^  (m-^I)  oder  ^frt  nicht  zu  {n>ersteigen  brancht  Die 

octücienten  6a  findet  man  sogleich  aus  den  Cfu  Hicienten  a)  ,  in 
liefen   p  mit  p'  verwechselnd.    Legeudre's  Tabelle  reicht 
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Tabelle 

der'Coeff  icUateii      in  4er  Gleichung 

(ar— r*0  {x-r^* ) .  (x  -r^)  =  0  ^ 

und  der  Coefficienten  Ax,  Bx  der  Polynome  F,  Z  In  de 

Zerlegung 

Ii  ersehn  et .  nftch  der  Kreis^tjiellnng,    ven  iiss31  bi 


»=31 


p — 5 
4 


-  7 
—11 

2 
8 

~-  3 

—  ß 


1 
4 
-2 
0 
1 
-1 


n=37 


'  5|  10 
-2»— 3  —  4 
i  j>+8  15 

^+9  17 

-  8 
ü+6  11 
-2;>-3i-  4 


0 
2 
-1 
3 
•l 
2 
1 
2 


»sstl 


Sl=:43 


-  ;>+  5 

-4»+  5 
-3ö+l:i 
-4/. +  13 
-6/;+  8 

-4iH  lö 
-4/^  +  15 


Jl  1 

16  2 

14  4 

29l  3 


30 
22 
36 
34 
20* 


4 
6 
4 
4 
6 


—5 
2p+  4 

-5/»+  7 
.2ü-ll 
4;>  * 
.  p  +  13 
•3o—  9 
^-  2 
-  8 


-10 
6 

10 
20 
4 

27 
15 
-  7 


0 

-2 
2 
2 

—4 
1 
3 

-3 
1 
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i4S 


4p  +  5 


29U3 


37 
20 
—  2 


1 

4 

4 


«ts63 


7 

-2p-  4 
2ü+  5 
-  7 
•  —  2 
p+10 
-.4ö—  8 
2p+13 
^p^5 
—  p—  ö 
15 


14 

—  6 
8 

-14 

-  41  0 
19  — 1 


0 
0 


—12 
24 
—  9 
-11 


5^ 


4 
—2 
1 
1 


27-3 


2p  4-  5 
— 3p+  2 

^  p— 17 

4p+13 

4p+ll 
—3p +  10 


9 

p+ 


^»1^ 

--14 

0 

8 

—2 

7 

3 

-35 
22 
12 

— 1 

-33 

— 1 

~3 

—29 

1 

14 

—4 

18 

4 

-89 

— 1 

"1 

16 

0 

—  3p-  5 

—  7 

3 

2p+17 

32 

—  2 

—90 

6 

63 

-  3 

-33 

9 

^+39 

72 

—  6 

—10p -32 

-54 

10 

♦       7p +48 

89 

—  7 

-1^-37 

-62 

-& 

1G&+49 

88 

—Up— 50 

-89 

II 

llp+53 

95 

—11 

-13^7 

-81 

13 

«1 


—8—16 


3p+  6  9 
—3p +15  33 
—4p— 24  —44 
.&7—  5-18 
—  p+39  79 
^-9a^24— 39 
^20-48 

op —  o 
-öp+32 
— 5}?-^47 


0 

^  3 

4 

—  8 
9 

-  8 


75-1 

—35 
-14 
69 
-89 


7 

-  8 
5 
5 


lOi-14 


-8p +  49  106'  8 


—  p—  9 
2p-12 
5p 

5p+18 
2p +30 

—  %+31 
—.^+27 
MI2/+II 
—1^-61 

—  9p— 49 


-  17 

-  26 

-  5 
31 
58 
64 
60 

^ 

-  29 

-  89 


1 

-2 

—5 

-S^ 
-2 
2 
6 
H 
13 
9 
2 


2p— 54  —106 

5»__32  —  70  — G 
iSp—^^  44—8 
4  -  16  -8 


7p+  2| 


-7 


Theil  X^  Iil. 


32 
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«=73 


_4l 

^2 

19 

1  — 

2& 

4  ^ 

6L 

7 

IOC 

12  — 

158 

20  - 

251 

27 

3-22 

40  5 

442 

50  — 

—  p 

—  9 

4i>+  12 

^   7«+  27 

—  12^+  47 

—  20/>4  69 
27y^  M12 


—  50y>+196 

—  04W+240  544 

—  78« +287  652 

—  89«+347i  783  89 

—  14« +382  8()8  104 
—113« +435  98;Vn3 
—124«+463  1050  124 
—131«+491  1113131 

—  134iH->l5  1164  134 
—138/>  +  509!ll56l38 

f 


64 
78 


fi=?9 


3«-13 
6;^  +  15 


-32 
7p +13 
5«+;j5 
-ll,,-39 


—  19 

—  29 
24 
69 

—  4 

—  64 
19 
75 

—  67 
—125 

81 
166 


9»— 58 
,  17/^+49 
—  8«+79 
— 18i?--39  —  60 
7„_-r)5|— 137 
%+50    "  ' 
— 14»+48 
— 14«-83 
18/)-65 


B. 


1 

—  3 

—  6 
1 
8 
0 

—  7 
5 

11 
-•9 

-17 
8 
18 

—  7 
187—13 
110!  14 


-152 
—148 


14 

-18 


• 


I 


*  • 
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Vebniiss  -  Aufsajben. 


Von  dem  Lehrer  der  Mathematik  Heim  Werner  zu  Dre«doii. 


F«ig»dMi  ist  sa  baweiMa: 

« 

^       >  _  _ 


2) 


a>(iriH-Wfl6.cos|+V6) 


weiaiiii  flbr  as6=l  die  bekannten  Fonneln 

■ 

st* 
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erhultcu  vverdeü,  welche»  wefiß  man  n  ius  Dubegräuzte  wachsen 
IftMt,  In  die  folgen^o  übergeben: 

•)  ~<^ot9«=Jtgf4^  J  tg^  Jtg  ^+  

Ferner  ist  zu  bewaUen«  dass  4onerbalb  der  Grenzen  derCpi* 
vergens 


•  "-^•(i-,i?y(»).(3«-i;^«»>.^^  • 

vvol)ei  in  den  Formel»  7)  und  9)  f{a:)  die  Eigenschaft  fi—^}—f(^ 
und  in  den  Formeln  8)  und  10) /(.T)iie  Eigenschaft  /'(— /(^ 
besit/cn  niuss.     Die  erste  Fordermig  erfüllt  jikih,  wenn  ({x) 
=9(^)+g>(— -a?),  und  die  zweite»  weou /tr)  =  9>(^)— ^)  gesebt  . 
Wird,  •       •  ,  ^  1 


e 


I 

• 


9 
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t 


4 


ideellen« 

foo  «lern  Heraiiig^^r«  , 
•  •  •      o  • 

,  dessen  W^kei  a 

Ibt,  den  Flächeninhalt  ^eS  Dreiecks  ^iBC  (Taf.  X.  F^.  50 
beätinimeD,  so  .Bitiiia  laan  da^  Wiukeikreuz  ia  ein«r  Seite  BC 
dßB  Dreiecks  ABC  eo  auf«  dass  die  eiae  VusirUnie  fn  4keBUhr 
tum  4w  3eite  BCJäUi,.  md  die  «Ukre  geoa«  mh  der  SpitM 
^BMiäitet  ist.  bt  awDl>der]^iikl  der  Seife  ^C,  in  wddMtt^wi 
dies  zu  bewirken«  das  Winkeikreuz  aufgestellt  werden  muss,  se 
dass  also  etwa  ^  ADCzsn  ist,  und  liäilkiMiet  ^  d^  Fifictoi* 
lAhfidt  de»  Dreieck«  J^Cji^se  ist 

1  1  * 

A  =  ^ADC  +  AJZ>i?  :^2CX>.ilD.sia^  ^  ^BD.ADjmm  . 

MifliI        also  BCf^a  und  ADisid^  so  ißt 
♦  •  ^ 

nach  wekher  Formel  sich  A  bereclmen  lässt«  wettninan  BCw^ 
AD  gemeaien  hat  und  denWInkel  u  de«  WiokelkrevMS  kennt 
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Die  Keontnlss  Itiestfs  Winkels  Ist  nun  ^ßßtk  ganm besonderer 

Wichtigkeit,  und  um  zu  derselben  zu  p^etangen,  scheint  fülc^endes 
Verfahren  da»  zweckig&gaigste  zu  sein.  Jüan  miesse  die  drei  J^|i|AQ 

B€=^a,   CAs^ö»  ABzse  ^ 

d0  Dreiecks  ABC  mit  Ar  nur  mSgüclMii  Genauigkeit  mit  Ma» 

stäben,  und  eben  so  die  Linie  AD^dt  wobei  es  sngleich  dar- 
auf ankommt»  dm  Drdeek  ABC  auf  einem  völlig  ebenea  herisoo- 
taten  Boden  mxunehme%  Wird  dann  ^  Kfirae  wegen  wie  ge- 
wabnlicb  ,     •  '  i;  . 

a    ö     c  —  2s 

gesetzt,  so  ist  bekanotUCIl       #  •       ü    '  !^ 

<?j^=sVi(*-a)(f-6)(*-1J, 
also  nach  dem  Obigpsi 


folglieb  ' 

•  «0«=^   — — : — 

mitteUi  welcher  Formel  sina  berechnet  werden  kann.  SteUt  man 
das  Wnkelkreuz  in  den  drei  Sette*des  Dreiecks  ABC  auf  und 
wiederholt  das  obige  Verfahren,  so  kann  man  sina  auf  drei  vor 
aehiedene  Arten  bestimmen,  und  nimmt  dann  swlsch^  den  dr# 
fllr  >  sina  gefundenen ,  jedenfalls  immer  einieeryssen  von  eiaarilm 
verschiedenen  Werthen  auf  gewöhnliche  Weise  das  arithmetische 
Mittel,  vvelches  man   als  definitiven  Werth  von  s'ma  betrachtet, 
wenn  nicl|t  durch  noch  öfter  wiederholte  Bestimmungen  diesesi 
Sinus  eine  Aenderung  des  in  Rede  stehenden  Werths  bediogtl 
wird.  Hat  man  aber  auf  diese  Weise  sin«  »so  genau  als  möglich  be- ' 
stimmt,   so  kann  man  nun  sina  als  ^inen  constanteii  Factor  bc- 
traeliten ,  den  wir  durch  ^  besetcbnen  wollen :  dann  hat  man  tnr  | 
Berechnung  des  Flleheninlialts  ^  in  allen  FftUen  nach  dem  Obi- 
gen die  Formel  ^ 

Ist  ß  wenig  von  90®  verschieden,  so  ist  2j*  wenig  von  der  tin- 
heit  verschieden,  und  setzen  wir  also  2fi=l— »äs,  wo  f  immer 
eine  sg^r  kleine  Grösse  ist»  so  ist  fß 
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miws,  wli  dAi  richtigen  Fllcheiiliilialt  ^  in  erhaltaii. 


N^pt%h  Wtam  man  diitfdst  der  famA 


*      '        .  •    ,  t   P 

aacb  den  Winkel  a  selbst  bestimmen;  nur  ist  däbei  fknmer  eine 
bes^pdere  "Bestimmung  nutbig,  Qb  a  spitz  oder  stumpf  ist^  was 

■  "it  uDmittef 


jkireh  deo  Slniis  eicht  uDmittelbaiOcntechiedeD  wird;  durch  elpi- 
^Etehe  praktische  V^rfiäjtfungsarte^»  die  «fr  hier  nicht  zu  erläQter# 
Imiiicliei^  wird  man  daR&ber  innier  leicht  eine  Entecheidei^  geben 
iidiioeii.  H  '        ^  .  ^* 

I  9-  t  -# 


Herr  J.  J.  Äst rand,  Privatlehrer Idcr  Mathematik  za  6e* 
theuburg  in  Schweden,  den  die  Leser  des  Archivs  schon  aus 
ThI.  ML  S.  420.  und  Tbl.  Xill.  S.  398.  kennpn,  hat  Air  folgen- 
den  hSchst  einfachen  Beweis^er  bekaniilen  Ärmeln  für  si|^-4|y) 
und  co4$(a;:£^)  mitzutheilen  dlf  (^te  gehabt  ^ 

in  deiv  Dreiecke  ABC  (Taf.  X.  Fi^.  6.)  ziehe  man*  BD 
eebt  auf  ACymCE  senkrecht  auf  AB,  EG  seukrecbt  auf 
*MF  senkrecht  anf  AC;  so  iet 


EB  ♦  aia^  -^EC,  eosA 

Sc 

BCJbäikBatiA  l  BC  sinBcwA 


BC  ^ 
latnAeoBB  -f  cosiiaial^ , 
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j^.  BC 

voraus  die  Formeln  für  8in(il— i?)  und  cos( A^B)  leicht  erhaf*« 
werden.   C  im  Obigeo  bedeutet  deo  Aussenvvinkel  des  Urei^k» 
^BC  bei  dem  Punkte         ^  ,   "  * 

Ausserdem  bat  Herr  J.J.  Astraud  umi  noch  foigeoddu  Sik 
mitiatiieileB  die  iSIlte  gehabt :  { 

Weini  die  Zahl  D  ein  Divisor  der  Zahl  ^««l  ii^ 
der  eioen  von  den  beiden  Zahlen 

■ 

■ 


ist«  «o  ist  immer^auch  ein  Divieor  der  anderen  d 
am  beide»  Zableo«  ■!  .  & 

e  \ 


e 

41 


üruckfoliler. 


S.  4(ft.  Z.  IG.  setze  man,  Taf.  X.  ^ig.  l^  statt  Tat  X«  ff  ^ 
S.  441«  Z.  5.  eetxe  man  tang^  statt  tangx* 
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liitorariiselier  V^evteht. 


Systeme,  I^ehr-  und  W9rterl»üelier« 

Die  Lehren  der  vollstniidigen,  reinen  Mathematik 
für  den  Seih«  tuiiterricht  zusammengestellt  von  V. 
Vieth.   Zwei  Theile.    Wien.    1851   8.  öThlr. 

Der  Herr  Verfasser  dieses  sich  üher  die  gesammte  sogenannte 
reiDe  Mathematik . bis  zur  Differential-,  Integral-  und  Variations- 
rechnung verbreitenden  Werks  beginnt  die  Vorrede  mit  den  Wor- 
ten: „Ich  habe  mir  die  Anl'gabe  gestellt,  einen  aufmerksamen 
Leser  in  den  Stand  zu  setzen,  die  reine  Mathematik  in  ihrer 
vollständigen  jetzi gen  Entwicklung  richtig  zu  beur- 
Ui^eilen  und  au  verstehen.**  Leider  mftssen  w\t  nun  abei; 
litf»nr.  erwidern,  dass  der  letztere  Zweck  durch  das  vorliegende. 
Werk  auch  niolit  im  Entferntesten  erreioilt  wird.  Dasselbe  steht 
auf  eioem  ganz  veralteten  Standpunkte»  und  der  Leser  bekommt 
dadurch  nicht  im  Geringsten  einen  nur  einigermassen  richtigen  Be- 
griff von  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  reinen  Mathematik  nach 
Methode,  Form  und  Inhalf.  Dasselbe  enthält  überhaupt  nur  die 
allergewiihalicii^teu  Dinge>  vielfach  nach  Aletbodeu  dargestellt  ».die.* 
jetxt  als  abgethatt  onitantiquirt  lielraelifet  werden  müaa^i  und' 
«nas  die  hinig  eingestreuten  blfftorischen  Notixen  and  Einleitun- 
Hen  betrifft,  so  machen  dieselben  gleiob  auf  den  ersten  Anbliek 
den  Eindruck,  dass  der  Herr  Verfasser  wohl  schwerlich  bei  dem 
Studium  irgend  einer  Partie  der  reinen  Mathematik  bis  zu  den 
Qoelleii  zuräckgegangen  ist,  womit  freilich  die  auf  S.  6.  sich  |in« 
dende  Phrase:  ,.Die  eigentlich  als  Wissenschaft  ausgebildete  Ma- 
tbejuatik  kann  also,  da  sie  in  einer  besonderen  Form*  besteht ,  und 
de  diese  Ferm  nicbta  an  «ich.  Nethwendiges,  aondeiie  ein  eiebr 
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oder  fieoiger  Zaftllige«,  durch  fl^tiichtliche  ThaUachen  Bediig- 
tes  Ut,  durchaus  nur  richtiji^  erfus^t  und  tieurtbeilt  werden»  wetn 
man  den  geschtcbtlichen  hntu  icklnngHgan!?  in  lienlckHichtigirni; 
zieht"  — -  nicht  in  besonderem  Einklänge  steht.  Vor  <liesen  histo- 
riscben  Expectorationen  des  Uerrn  Verfassers  müchton  wir  auch 
namentlich  Anfänger,  denen  das  buch  vielleicht  in  die  Hände  fal- 
len sollte,  uaroen,  da  dieselben  mehrfacher  Bericbti&unjg  zu  be- 
dfirfeii  scheinen.  Da«  hier  ausgesproehene  allgemeine  Ortfieil  fher 
dieeee  Buch  zu  beweisen,  fehlt  uns  hier  der  Raum,  wenigcftens 
Ist  die  Bedeutung  dieses  freilich  sehr  umfangreichen  Werkes  niebt 

gross  genuf?,  fmss  »ir  einem  solchen  Beweise  einen  grösseren 
Laum  zu  widmen  uns  veraidasst  füiilen  sollten;  wir  mfls^en  un- 
sere geehrten  Leser  daher  bitten,  ein  IJrtheil  sich  seihst  zu  hil 
den,  und  hoffen,  dass  dasselbe  im  Wesentlichen  mit  dem  unsri- 
gen  (Ibereinstiiunien  wird.  Miclit  selten  nimmt  der  Herr  Verfasser 
aas  Ansehen  an»  dass  er  die  Mathematik  Ton  einem  philoso- 
phischen Standpunkte  aus  anschaue.  Dag^en  haben  wir, 
mit  aller  Achtung  vor  der  Philosophie,  an  sich  gar  nichts  einza* 
wenden»  sind  aber  docli  auch  der  Meinung,  da^s  eine  solche  phi 
losophische  Anschauung  oft  nur  sehr  %venig  dem  entspricht,  was 
man  in  der  Mathematik  „Streuffe^*  nennt;  wenigstens  buhen 
wir  namentlich  in  neuerer  Zeit  schon  öfters  die  Erfahrung  gemacht, 
dass  manche  jSchriftsteller  ein  blosses  vages  philosophisdifs 
Gerede  an  die  Stelle  wahrer  mathematischer  Strenge  zu  setzen 
trachten,  und  sieb  einhüden,  dadurch  das  Wahre  in  der  Mathe* 
matik  eri'asst  zuhaben.  —  Schliesslich  zweifeln  wir  sehr,  dass  das 
vorliegen(]e  6  Tbir.  kostende  Bach  sich  einer  besonderen  Verhrti- 
tupg  erfreuen  werde. 


4  m 

Anilalen  der  L  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  de» 
Befehle  Seiner  k.  k.  MalestSt  auf  Üffentllehe  Kostet' 

S erausgegeben  Ton  €.  iL  von  LIttrow,  DIreclor  der 
ternwarte,  ii.  o.  Professör  der  Astronomie  u.  s.  w*.  Vier 
nnd  dreissigstcr  Thetl.  Neu  er  Folge  Vier  zehn  t«rtt«n4 
Wien.  1«5L  4  :  ;     .  . 

Dieser  Band  der  Aunalen  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien  brin^ 
in  seHier  ersten  AhtheHung  ein  allen  Freunden  der  MaÜiOMinwb 
höchst  wertbvolles  nnd  zugleich  buchst  mefknOrdlgee  Geechtnki 

Wir  lassen  den  schon  so  vielfach  verdienten  Herausgeber ,  Herrn 
von  Littrow,  selbst  reden:  „Das  erste  Ifcft  des  vorliegenden 
Bandes  enthält  eine  Arbeit  von  Herrn  Zacharias  Dase:  eine 
Tafel  der  natCirlic h  en  Logarithmen  in  derselben  AuSt 
dehnong  wie  Vegas  Tafel  der  Brigg'scbeu  Logaritb: 
nien.  Ich  glaohle  dtes«  Tafel ,  dia  es,  so  viel  mir  bekaniit,  Jiife. 
her  kehle  solclie  glebt  und  dieselbe  ingevriswn  FAUeftvoii-filiitarilr 
ist,  da  An  aber  anch  desnhaHi  liekanilt>  machen,  ku  «olle«»  wm  Wtm 
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diesem  liewiinderuns^irjirdigen  Zifferrechiier ,  dessen  gleichen  ei» 
m%  ffegeben  und  dem  aucli  unsere  Anstfdt  bereiU  presse  nume« 
rMte  AfMlmr  vitteiEt:,  in  der  WiMemtclMll  «itt<UeiilmiaJ  ni 
erkalten.*'  'Allerdings  besiteen  wir  nocli  keine  Tnferder  natQrli* 
cIm«  Ijeyrithmen-  In  solcher  Vollstöndigkeit  wie  die  vorlie^enU; 
iimi  von  n  ek'her  p^rossen  Wichtigkeit  dieselbe  daher  för  die  ge» 
Kämmte  Mathematik,  inshesoiidere  aber  für  die  Integralrechnung, 
so  «ie  auch  Hir  viele  Theile  der  Physik  ifcit,  braucht  hier  nicht 
n.iiier  auä  einander  gesetzt  zu  werden.  Die  Tafel  reicht  von  1  bis 

I  ICMIOO,  «md'  liat  ganz  «nd  gar  die  Einriditung  der  Vega  sehe» 
TüfiH  clerailgf^iHAentKM^bnien»  wodurcb  tvir  v«»llifr  «lieHbebt» 
werden,  fiber  dieselhe  hier  etwas  Weiteres  zu  berichten.  Herr 
Dase  sagt  in  der  Einleitung:  „Diese  Tafel  wurde  mit  der  gross» 
ten  Sorgfalt  gerechnet  bis  auf  10  Stellen,  um  auch  hier  die  sie- 
Iiente  Stelle  korrekt  zu  haben.  Die  Korrektur  habe  ich  selbst  be- 
sorgt, den  fertigen  Abdruck  nochmals  durchgerechnet  und  daher 
folgende  ü  Druckfehler  entdeckt  „ —  (die  nun  angegeben  werden, 
bifr  aller  von  k^nem  intereMe  för  die  Le^er  nein  kSnoeii»  iree- 
balb  wir  anf  das  Buch  selbst  venveisen)  — "  mid'gfahbe  nacli 
dieser  Verbesserung  die  Tafel  als  vollkoniinen  korrekt  erklären 
zg  kennen."  —  Dass  Herr  Dase  sein  bewunderungswürdiges  Ta- 
lent zur  Berechnung  dieser  schönen  Tafel  angewandt  hat,  verdient 
tlie  gröbste  Anerkennung;  ganz  besonderer  Dank  gebührt  aber 
auch  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien, 
da,  so  viel  wir  wissen,,   sie  es  ist,  die,  uewiss  ganz  in  Ueber> 

.  elMaAnung  mit  der  kaiserlich  toterreicbisenen  Regierung ,  Herrn 

I  l>dne  die  'l\1ittel  dargeböten  hat«  sein  ungemeines  Talent  mit 
Hebe  der  Förderung  der  Wissenschaft  widmen  zu  können;  und 
<ler  verdiente  Herr  Herausgeber  der  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte 
hat  durch  die  Publication  der  Tafel  in  den  Annalen  seiner  Stern- 
karte zur  möglichst  schnellen  Verlireitung  derselben,  «üe  auf  dem 
Wege  des  gewöhnlichen  Buchhandels  in  gleicher  Weise  wohl 
schwerlich  zu  erreichen  gewesen  sein  milchte,  jedeft&Ha 'wesent- 
beigetragen ,  also  auch  dadurch  sieh  gerechte  AntobrOche  anf 
den  ifirmsten  Dank  der  Mathematiker  erworben.  Möge  Herr 
Dase  eein  Talent  noch  zur  Herstellung  recht  vieler  solcher  Ar- 
beiten, wie  sie  die  Mathematik  noch  vielfach  bedarf  (^vorauf  wir 
vielleicht  einmal  späterhin  zurückkommen)  anwenden,  und  dabei 
fortwährende  Unterstützung  finden ,  ohne  welche  solche  Arbeiten 
naturlich  gar  nicht  auszuführen  sind.  So  viel  wir  aus  der  £inlei- 
taog  (S.  Hl.)  entnehmen,  ist  die  Tafel  auch  in  besonderen  Ab- 
drfieken,  die  daher  geirles  auch  mit  besonderem  Titel  Terseben 
werden,  zu  haben,  worauf  wir  die  Mathematiker  aufmerksam  zu 
wachen  nicht  unterlassen  können,  da  gewiss  Jeder  sich  gern  so 
bald  als  möglich  iu  den  besitz  eines  so  wichtigen  Werke»  set- 

,  xeA.wird. 

•«•t  .  ' 

Das  zweite  Heft  diesen  Bandes  der  AnnaJen  ist  astronoml- 
I  9^bm  Inhalts,  und  liefert  eine  wichtige  Verfollstilndigung  der  in 
navMn  früheren  Beriehten  angezeigten,  nun  vollendeten  Fiassl- 
i^chen  Storia  Celeste,  durch  deren  Herausgabe  sich  Herr  von 
Littrow  um  die  Astronomie  insbesondere  gleichfalls  so  sehr  ver- 
dient gemacht  hat,  nämlich:  Hill f smittel  zur  Red netion  von 
Piüzzii  Storia  Cele$te,  und  zwar:   1.  Bestimmung  der 
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Kun£M.  —  IL  ErmittelunG:  der  K^fradtiana^DaMlauten 
t'<lr  Palermo  aud  Piaza'i's  Beobachtungen,  y%m  Qml 

Hornttein  (eine  achwne,  für  die  Theorie  der  llerracfton  mehr- 
fach wicbtij^e  und  aiigeuiein  interessante  Arbeit,  die  wir  zur  lie- 
achtung  besonders  empiehien).  III.  Tafel  zur  Red  u et i ort 
der  von  Piazzi  in  den  Cortsi  beobachteteu  äteriiarte 
auf  mittlere  für  den  Anfang  de»  betreff e-nden  Jalire«. 
Nacli  den  Tabull«  R^f^iaaloataala  li#reeli«ai  vm  Cur/ 
Hornitein.  — •  IV«  Oie'L&nge  toa  Palernio  aus  Miin 
iStarabedacJcviigea  barach»at  voa  JÜr*  F%  ^«baab» 
».-"..'         '    •  ' 

^Ver haudelia ^  over  de  Methode  der  kleinste  Qua- 
dratea.  Berate  Afdaeling.  Eerate  txcd^elte.  0oor.Cf. 
J.  Verdam,  Hoogleeraar  i^an  de  Uoiveraiteit  ie  Lei- 
den, Gfoningen.  1850.  4. 

!n  diesem  grossen  und  ausgezeichneten  Werke,  dessen  er^tü 
AbtheiluHLT  \on  214  eng  ged nicktet)  (^iiartseiten  uns  vorliegt,  he- 
ubsiehtist  Herr  Professor  Verdani  el'ie  ausführliche  Darstellung^ 
der  Metpode  der  kleinsten  Quadrate  zu  geben,  und  dieselbe  aui9* 
föhrlich  durch '  Anwendungen  zu  erläutern.  Jedenfalls  Ist  dieses 
Werk  das  grüsate  und  ausföfarlichste  fiber  die  in  Rede  stebeade 
wichtige  Rechnungsniethode,  was  wir  bis  jetzt  besitzen,  und  niuss 
der  Beachtung  aller  derer,  die  der  holländischen  Sprache  hinrei- 
chend niächtig  sind  und  sich  mit  der  Methode  der  kleir)sten  (Qua- 
drate und  ihren  Anwendungen  vollständig  bekannt  niacheo  wollen, 
dringend  empfohlen  werden.  In  der  vorliegenden  ersten  AbAel- 
lung  hat  der  Herr  Verf.  gana  verzüglich  aucn  auf  die  Anwenduog 
der  genannten  ]ifefhode  bei  der  .Berechnung  geodätischer  Messaa- 
flen  Rücksiebt  genommen  j  und  ausserdem  muss  noch  besonders 
hervorgehoben  werden ,  dass  dieses  treffliche  Werk  sich  nicht 
bloss  auf  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  einschränkt,  soo- 
dern  eigentlich  auch  fast  alle  alteren  und  Tietieren  Methoden  in 
Betrachtung  zieht,  welche  zur  vortheiibaitesten  und  zweckmässig- 
aten  Berechnung  der  Resultate,  die  aich  aus  angestellten  BiH^n« 
acfatungen  ziehen  lassen.  In  Vorschlag  gebracht  worden  sind.  Hier 
mfissen  wir  uns  leider  darauf  hesf^hrfinken,  den  Hauptinhalt  der 
vorliegenden  ersten  Abtheilung  anzugeben,  und  werden  nicht  säu- 
men, auch  den  Inhalt  der  Fortsetzung  unseren  Lesern  mitzuthei- 
len ,  sobald  dieselbe  erschienen  und  uns  zugegangen  sein  wird. 
Der  Hauptinhalt  der  ersten  Abtheilung  ist  aber  folgender: 

Eerste  Afdeeling.  Yerklaring  van  het  doel, 
van  het  begrip .  en  van  de  beginseln  der  metbode.  Ont- 
mkkeling  der  rekenwijzen,   der  voorschriften  of  der 

Tegels,  welke  de  methode  bevat  of  aan  de  band  geeft. 
Aamvijzing.  door  vorbeclden ,  yau  het  gebruik  dier 
Toracfariftea  en  regels,  ~  enz. 

E erste  Hoofdatuk*  B^chonwingen  tot  Inleidlne.  — 
Tweed e  Hoofdatuk,  Over  den.  regel,  gegrond  op  het  begla- 
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Re\  van  de  metbofie  der  kleinste  quarlraten,  en  dienende  om  de 
«tiidvergeliikiii|;eii,  ter  bepalmg  vuo  waarsciiiinlijke  n-aarden  van 
•Jhhdfcdte- lUaimi— ,  4b  v4immk'  «II  Mie  rem*  vaii4lii«iir# 
yii^k'mgf  v*»p;ieifciait ^on  'inidyiel  der  nUkoniKted  van  gelijkeoo^« 
ttcfe  waarneniingeDi  aan  welke  eto  selfde  graad  van  naauwfcea« 
risrheid  wordt  toegekend.  Toepassingen  van  dezen  regel  op  »e- 
T&ilen,  in  welke  sfechts  een  element  onbekend  is;  —  vnrbeelden 
.  hiertoe  betrekkelijk,  enz.  —  Derde  Hooldstuk.  Ais^enieeue 
oplos^ing  der  eindvergelijkingen ,  volgens  den  booidregel  van  de 
metliode  der  kleinste  quadraten  gevoniid.  Bepaling  vaii  aigeiueene 
fwmyiew'  of  «Mmkkiugen ,  door  ii'^lke  de  sm  van  de  tireed^ 
liiagten  der  overUijvende  feilen  kan  berakend  worden,  Vierde 
He«fdotuk.  Ontbindtng  van  eenige  ▼ooratetlen,  en  ontwikkeling^ 
van  berekeningen,  tot  toepassing  der-gronden,  regels  en  forniulen,  m 
devoorgaandehoofdstokkenbepaaifl,  ontvouwd  ofafgeleid. —  V  ij  fde 
Hoofdstuk.  Over  de  rekenwijze,  welke  gevolijd  nioed  worden, 
om  den  hootdregel  van  de  niethode  der  kleinste  quadraten  te  kun* 
aen  toepassen,  iüdieii  de  gegebene  functii^n  niet  algebraiaeh  zijn, 
«i*'«ok  niet  'linMr»  len  opzigte  tan  de  fe  bepaien  elementen. 
Voorbeelden  tot  opheldering«  cni*  —  Zesde  Hoofdstuk.  Over 
de  rekenw'^ae»  bij  bet  foepa^sen  de»  boofdiegala  vma  de  metbode 
der  kleinste  quadraten  te  volgen,  bijaldien  er  voorwaarden  be 
staan  of  sresteld  zijn ,  aan  welke,  met  de  getalwaarden  van  groot- 
heden,  die  nien  zal  bepalen,  striktelijk  nioet  worden  voldaan* 
Regels  van  Gauss  en  van  Hansen.    Voorbeelden,  enz. 

Es  wQrde  uns  zu  grosser  Freude  cprclchcn ,  wenn  es  uns  ge- 
Hgtn  sollte,  durch  die  vorhergehende  kurze  Anzeige  die  Auf- 
Inerksamkeit  der  Mathematiker,  Astronomen,  Geodäten  und  Phy- 
siker auf  dieses  Werk  hinzulenken,  welche  dasselbe  jedenfalls  in 
hobem  Grade  verdient.  Wir  haben  schon  früher  öfter  einigemal 
auf  die  grosse  Gediegenheit  der  Schriften  holländischer  Alatnema- 
^er  hinzuweisen  Gelegenheit  genommen,  und  das  vorliegende 
W«H£  gl^bt  üHh  daiü  me  neue  hiebst  erfreulielie  Verankiasttag. 
Die  Erlernung  der  bollfindischen  Sprache  ist  namentlich  für  einen 
Deutschen  im  Ganzen  so  leiebt,  dass  die  geringe  darauf  ver- 
wandte l^lühe  jedenfalls  den  reichlichsten  Ersatz  in  der  vielfachen 
Belebrung  fmdet,  welche  man  aus  Werken  wie  das  obige  schön 
fen-kann.  Mögen  sich  daher  die  Mathematiker  dasselbe  nochmals 
recht  vielmals  empfohlen  sein  lassen! 


jn^UScbe  Oeometrle  und  prakttedM^ 

SEechanik. 

Tecbuisches  Hilfs-  und  Handbuch  für  Gewerbtrei- 
hende.  Von  Dr.  Julius  Schadeberg.  Zwei  Tbeile. 
Zweite  Auflage.   Halle.   (Ohne  Jahreszahl).  8. 
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Dieses  Werk  enthält  eine  sehr  grosse  IVlen^  Ansäen  ^  Ta- 
feln untfi  Uegeia  aus  der  Maass-«  Mfins-  und  Gjewidit^KiiMlDy  aus 
der' Afifthmatik,  eheim  utNi  kilriKrticbwi  C stiaairta  ^ , mim  dleMI^ 

ehamk  and  auch  aus  der  Physik,  die  mgliicli' lai  dea  dia  |ptoa« 
aMtrie  und  Mechanik  betreffenden  Partieen,  wo  es  nOtbig'Wav» 
durch  etTijted ruckte  recht  ^nt<*  Holzschnitte  erihntert  sind.  Das 
Werk  8c(ieiitt  uns  so  vollständig  zu  sejn ,  d.tss  >nr  wirklich  last 
nichts  anzugeben  nüssten,  was  der  Priiktiker  in  deniselhen  ver- 
geblicii  £>ucnen  durfte,  wenn  es  auch  vielleicht  ecktuassig  gC' 
waaan  w&re,  aocli  eia  Paar  Tahellaa  aar-  gaaaatnwagaaaMMi 
SRaarachnung ,  dar  Rpateatachinmg  a*  a.  ar.  MaattRen«  GahOrtoB 
dieselben  auch  freilich  streng  genoaimen  nicht  ia  dieises  Vorzugs« 
Heise  für  Gewer btrelhen de  fiealiniaite  Werk,  so  wfirdea  »ie  dock 
auch  manehetn  anderen  Abnehmer  desseti)en  angenehm  gewesen 
sein,  und  die  \  ollstnnfliükpit  iidcb  erhöhet  haben.  Wir  ^ind  der 
Meinung,  dass  diese>  ^\  erk  allen  denen,  vvficlir  in  dem  Falle 
sind,  praktische  Anwendungen  der  Matbeuintik  zu  machen,  recht 
aehr  eiapfbblaa  za  wardaa  verdient;  ja  ea  bat  aaa  beaaerf^Ua» 
ala  manche  ander*  Weike  dieaer  Art,  die  bakaiHiter  gevardMi 
and  mehr  Eingang  i^afttaden  ca  haben  acheinen  ala'  daa  vorlie 
sende.  Wenigstens  ist  uns  selbst  dieses  Werk  eben  erst  jetit 
bekannt  geworden,  und  wir  wünschen  daher  durch  diese  Anzeige 
zn  seiner  breiteren  Verbreitung*  die  ea  uns  zu  verdienen  acbeiat»' 
Einiges  beizutragen- 


Astronomie« 

IKe  Aazeiae  dea  3iaten  Theila  der  An  aale  a  4er.  k.  k» 
i$ternwarte  m  Wien  a  o,  aatcr  der  Rabrik  «AritbaietiL^ 

Eben  so  die  Anzeig<^  lirs  Werkes  von  Herrn  Professor  Vec- 
dam  über  die  Metbodo  der  kleinsten  Quadrate. 


P  Ii  y  s  I  k. 

Over  de  ßulans  en  het  Wegen,  door  G.  A.  \  rnema, 
ArrQodissenientS'Jjker  te  Winschoten.  Te  Groiita^eu. 
1«4S.  8, 

Dieses  schon  im  Jahre  1848  erschienene,  347  Seiten  starke 
Werk  fies  Herrn  Arronflissenients  Jjker  G.  A.  Venenia  ist  leider 
erst  jetzt  zu  unserer  Kenntnis^  gelani^t,  jedenlalls  aber  einer 
nachträglichen  Anzeige  in  unterm  literarischen  Berichte  i>ehr  wertb. 
Unstreitig  ist  dasselbe  das  au.Niühiiiclistc  Werk  über  die  verschie* 
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imtea  Einrichtungen  der  Waase ,  über  die  Theorie  derselben,  über 
4to  vtnMtdmm  M6CiMNl«ii  des  Wäirens  und  fiber  die  Sicherheit, 
weldie  dieselben  zu  gewfibren  im  Stande  nind ,    wobei  von  der 

Metbode  der  Ideinsten  Quadrate  viellacb  tiebraucb  gemacht  wor- 
den ist.  Drei  sehr  schön  und  sauber  ausgeführte  kuid'ertafein 
dienen  sehr  zur  Erläuterung  der  mit  i^rosser  Sorgfalt  eiitwiclvelten 
Theorie  der  verschiedenen,  die  meiste  Sicherheit  beim  Wägen 
gewährenden  Einrichtungen  der  Waage.  Wenn  man  bedenkt,  dass, 
»ainentüeh  bei  dem  j  elzigen  Zustande  der  Chemie,  die  Waage 
dwfiauptinetrnnient  derChemiIcer  ist,  deee  die.  Waage  aber  auä 
Nii-der  Pbyelic  und  in  vielen  anderen  Naturwissenschaften  alleia 
das  geeignete  Uflir^mittel  zu  vielen  feineren  Untersuchungen  alb 
^ebt,  wenn  man  endlich  die  grosse  Uedeutunc^  derselben  für  Han- 
del und  Wandel  übertect,  so  wird  man  leicht  die  Wichtigkeit  eines 
solchen  ausführlichen  \Verks  wie  das  obis;e  erkennen,  wenn  das- 
selbe namentlich  mit  so  vieler  Sorgfalt  und  so  grosser  Sachkennt- 
■bp  verfüsst  ist,  wie.  das  uns  vorliegende  Werlt  den  Herrn  Vo; 
M$mm,  ane  wetchem  vietiache  Belehrung  geachOpft  zu  haben«  wir 
•dkiet  mit  beeonderem  Danke  erkennen  Wir  machen  daher  alle 
Hi^lofecher  und  alle  diejenigen»  welche  sich  mit  genauen  Ab. 
wHgungen  zu  beschltftigen  haben,  und  mit  den  nüthigen  roathe- 
niatischen  Vorkenntnissen,  die  übrigens  die  sogenannten  Elemente 
nur  wenig  übersteigen,  ausgerüstet  sind ,  drnigend  auf  das  vor- 
lias;eDde,  jedenfalls  sehr  ausgezeichnete  Werk  aufmerksam,  und 
wanäphen  sehr,  daas  d^uiselbe  In  dem  vorher  niher  bezeichneten 
Kirelae  ne  allgemein  wie  möglich  bekannt  vrerden  niuge,  wobei 
wir  als  sich  von  selbst  veratenend  annehmen,  daaa  daäsellie  auch 
ftr  jeden  Mathematiker  an  sich»  der  Theorie  wegen,  des  Inte-. 
QB^anten  sehr  viel  darbietet. 

Ein  „Aanhangsel*'  des  Herrn  F.  J.  Stamkart  (Math. 
1hg.  et  Phil.  Nat.  Doctor,  Lid  van  de  le  klasse  van  het  Koniglijk 
N^erlandsch  Istitut  en  Arrodissenients  Jjeker  te  Amsterdam), 
nm  welchem  einige  Schriften  verwandten  Inhalts  Im  Liter.  Ber, 
I4V,  403.  mit  verdientem  Lob  angezeigt  worden  sind,  enthftlt  unter 
ion  Intel:  „Onderzoek  of  het  steuripunt  en  de  opbangpunten  in 
•MM  regte  lijn  zijn  gelegen.'—  Onderzoek  n aar  de  eveowijdigheid 
der  punten.  —  Onderzoek  naar  de  gelijkheid  der  armen,  en 
nieuwe  bepaling  der  hoeken  y  door  weging.  —  Jets  overhetdoor- 
bttigen  van  de  evenaars  van  balansen  (p.  3*20 — 347.),  über  alle  hier 
genannte  Gegenstände  auch  sehr  viel  Interessantes  und  Belehrendes 

Möge  diese  kurze  Anzeige  dazu  beitragen,  das  scbiine  Werk 
des  Herrn  Venenia  auch  ausserhalb  Holland  ia  weiterem  Kreise 
Mannt  an  machen! 

8nr  le  climat  de  la  Belgi(|ue.  Quatriönie  partie. 
Pressions  et  ondes  atmosphiiriqnes.  Par  A.  Quetelet 
Brnxelles.  i8ÖL  4. 

Die  ersten  Thelle  dieses  sowohl  ftlr  das  Klima  6el<;leiis,  als 
in  allgemeiner  meteorologischer  Beziehung  wichtigen  Werkes  des 
boehvMdienten  Herrn  Vfs.  sind  früher  von  uns  angezeiirt  worden. 
MSge  namentlich  auch  dieser  Theil  die  sorgfältigste  Beachtung 
von  Seiten  der  Meteorologen  linden. 


Bemerfcong. 


In  Hezui^  auf  die  im  Liter.  Bcr.  Nr.  LXVF.  S.  ^0.  über  die 
M aclauriirnche  Reihe,  welche  in  dem  dort  angezeit^ten  Buche 
des  Herrn  Professor  Franke  dem  berfihniten  enctisclien  Mathe- 
matiker P.  Stirline  heigelegt  wird,  gemachten  Bemerkungen  tat 
nachzutragen,  dass  tauchy  in  den  Le^ons  sur  le  calcnl  dif* 
fdrentiel.  Paris.  1829.  4.  p.  257.  sagt;  ^M.  Peacock  a  re- 
marque  que  le  theoröme,  generaleni e nt  attribue  au  ei- 
ometre  angiais  Maclaurln,  avait  ete  donne,  des  1717, 
par  son  compatriote  Stirling,  dans  Touvrage  intitule: 
Lincae  tcrtii  ordinis  NewtonianaeJ*  Auf  diese  Bemer- 
kung Cauchy*s  könnte. Möh  tieHeicht  die  von  Herrn  PtofeMer 
Pranke  gebrauchte  Benennung  „Stirlln^a  Reihe*'  gründen. 
Die  von  Peacock  angeführte  iSchrifl  Stirlino^s  kSones  wir  lei- 
der nicht  einsehen;  auffallend  bleibt  es  aber  immer,  daSB  Stir- 
fing  in  der  weit  spliteren  Schrift:  ,,Methodus  diff erentialis 
etc^  Londini.  1730."  von  der  erwähnten  Reihe  einen  bestimm- 
ten Gebrauch  eigentlich  gar  nicht  macht,  wozu  gerade  diese 
Schrift  wohl  hätte  Gelegenheit  darbieten  können.  Cauchy  selbst 
nennt  flbrigena  die  Reihe,  obiger  Bemerkung  ungeachtet«  in  allen 
seinen  Schriften  stets  „le  th^or'<6rtie  de  Maclaurin*'  and  wie 
wfr  glanlien  ganz  mit  Recht,  da  es  uns  nicht  ^ut  und  Immer  ÜMl 
gewagt  zu  sein  scheint,  solche  allgemein  recipirte  Bezeichnnngeu 
eines  wichtigen  wissenschaftlichen  Olijects  mit  einem  IMale  zu 
ändern.  JedenfalU  scheint  es  uns  aber  wü'nschenswcrth ,  diesen 
historisch  und  literarisch  wichtigen  Gegenstand  vollständig  aufzu- 
klaren, wozu  die  Leser  des  Archivs,  denen  noch  erussere  litera- 


nSchate  Zweck  dieser  Zeilen  Ist  '  G. ' 
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AUgenieineZahlenlehre  nach  streng  Wissenschaft- 
liehen  Principlen  bearbeitet,  nebst  einem  Anhange» 
enthaltend  die  Elemente  des  numerischen  Ivechnens 
mit  einer  pjrossen  Anzaiil  von  Beispielen  und  Rech- 
DQngsku nntgrift en,  vertasst  von  Dr.  F.  A.  H.  Willing, 
li«kr«r  der  Mathematik.  Berlio.  185L  8.  3  Thlr« 
Sgr. 

Dieses  grnssp.  weitläufige  und  allerdings  vieles  EiErentbüm- 
liche.  namentlich  eine  grosse  Anzahl  von  Rechnuntrsvorlheilen 
enthaltende  Werk  ist  nach  dem  Tode  des  Verfassers  von  dem 
Herrn  Dr.  G.  Eisenstein  herausgegeben  vrorden,  und  muss 
wegen  seiner  Eigenthünilichkeit  und  Reichhaltigkeit  namentlich  in 
der  angedeuteten  Beziehung  jedenfalls  zur  Beachtuns  empfohlen 
werden,  ohne  dass  nrir  uns  hier  auf  eine  weitere  Besprechung 
desselben  einlassen  können. 

Die  algebraische  Anaivsis  von  Dr.  Edmund  Kdlpi 
Professor  der  Physik  und  höheren  Mathematik  an  der 
hnheren  Gewerbeschule  zu  Darmstadt.  Als  freie  Be- 
ar bei  tun  aj  ei  nes  T  hei Is  d  er  h  oberen  Algebra  des  fünf- 
ten Buchs  von  Francoeur's  vollständisyem  Lehrcurs 
der  reinen  Mathematik.  Darmstadt.  1851.  8.   1  Thlr. 

Dieses  in  einer  einfachen  und  sehr  verständlichen  Sprache 
geschriebene  Buch  echliesst  sich«  wie  auch  der  Titel  besagt,  an 
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das  bekannte  Werk  von  Francoeur,  von  welchem  bekanntlich 
der  Herr  Verfasser  eine  gute  Uebersetzung  herausgegeben  bat, 
an,  und  ist  daher  auch  im  Allgemeinen  in  dem  Geiste  dieses 
Werkes  verfasst,  wenn  auch  allerdings  manchen  neueren  Theorien, 
wie  z.  ß.  der  Convcrgenz  und  Divergenz  der  Reihen,  der  Con- 
vergenz  und  Divergenz  der  Producte  mit  unendlich  vielen  Facto- 
ren ,  u.  dergl.,  Rechnung  getragen  worden  ist.  Jedoch  ist  im  All- 
gemeinen der  Geist ,  in  welchem  dieses  Buch,  das  z.B.  noch  sehr 
vielfach  von  der  Methode  der  unbestimmten  Coeföcienten  Gebrauch 
macht,  geschrieben  ist,  ein  älterer,  was  auch  der  Herr  Verfasser 
mit  lobenswerther  Offenheit  und  Bestimmtheit  in  der  Vorrede  da- 
durch erklärt,  dass  er  sa^t,  dass  ihm  hauptsächlich  Euler's  In- 
troductio  in  Anaiysin  infinitorum  als  Leitstern  gedient 
habe,  weil  ihm  dessen  Klarheit  und  Einfachheit  am  Meisten  zu- 
sage; und  welchem  Mathematiker  sollte  denn  auch  dieses  für 
seine  Zeit  unübertreffliche  Werk  nicht  zusagen!  wenn  freilich  die 
Strenge  der  neueren  Mathematik  jetzt  andere  Ansprüche  macht 
und  machen  muss.  Dabei  hat  aber,  wie  schon  erinnert,  der  Herr 
Verfasserdas  Neuere  keineswegs  vollständig  ignorirt,  und  es  mag 
ja  wohl  ein  solcher  Mittelweg,  wie  der  Herr  Verfasser  einge- 
schlagen hat,  lür  Lehranstalten  wie  die,  wie  wir  wissen,  iik  vie- 
len Beziehungen  ausgezeichnete  höhere  Gewerbschule  in  Darm- 
stadt, welcher  der  Herr  Verfasser  seine  Kräfte  mit  Erfolg  widmet, 
unter  den  jedesmal  obwaltenden  Verhältnissen  zweckmässig  sein, 
wenn  nur  nicht  höhere  wissenschaftliche  Ansprüche  gemacnt  wer- 
den, als  die  durch  den  jedesmaligen  didakti^9chen  Zweck  gerecht- 
fertigten, was  hier  in  lobenswerther  Weise  durchaus  nicht  geschiebt. 
Die  allgemeine  Theorie  der  Gleichungen  (ebenso  die  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung) hat  der  Herr  Verfasser  nicht  aufgenommen,  und 
verspricht  darüber  bald  eine  besondere  Schrift  herauszugeben. 
Diese  Theorie  ist  ja  auch  für  vorherrschend  praktische  Zwecke 
weniger  wichtig;  was  solchen  Zwecken  besonders  zu  dienen  geeig- 
net ist,  hat  der  Herr  Verfasser  in  zweckmässiger  Anordnung  zu- 
sammengestellt, wobei  u.  A.  auch  das  für  die  Anwendung  in  den 
Naturwissenschaften  so  wichtige  Interpolationsproblem  mit  Recht 
nicht  fehlt.  Dem  binomischen  und  polynomischen  Lehrsatze,  den 
Differenzenreihen  und  höheren  arithmetischen  Reihen,  den  imagi- 
nären Grössen,  den  Exponentialgrössen  und  Logarithmen,  so  wie 
auch  den  trigonoroetriscoen  Reihen ,  ist  besondere  Aufmerksamkeit 
gewidmet  worden. 

Drei  Vorlesungen  zur  Einleitung  in  die  Differen- 
tial- und  Integralrechnung.  Gehalten  zur  Eröffnung 
der  Wintervorlesungen  1850—1851  von  Dr.  Th.  Witt- 
stein.  Hannover.   1851.  8.   T^J^  Sgr. 

Drei  populär  gehaltene  recht  ansprechende  Vorlesungen  über 
die  Geschichte  der  Entwicklung  der  Differentialrechnung  und  das 
Wesen  dieser  Wissenschaft  und  der  Integralrechnung  im  Allge- 
meinen. 
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deometrle* 

Die  Geometrie  des  Euklid  und  tlas  Wesen  dersel- 
ben,  erläutert  durch  eine  damit  verbuDdene  systema- 
tlfeh  ipeordnete  Sammlimg  tod  ni^hr  als  tausend  n^eo« 
metrischen  Anfffaben  und  die  beigefügte  Anleitung 
KU  einer  einfaenen  Auriusung  derselben.  Ein  Hand- 
buch der  Geometrie  für  Alle,  die  eine  grundliche 
KenntiiTss  dieser  VVij^senschaft  in  kurzer  Zeit  erwer- 
ben  wollen.  Von  Dr.  E.  S.  Unger,  Professor.  Zweite 
Auflage.  Mit  550  eingedruckten  Holzschnitten.  Leip- 
zig.  1851.  8.  2  Thir.  15  Sgr. 

Dieses  Buch  ist  avs  seiner  ersten  Aufliege  bekannt  Drei  Bei- 

■Jatjen  sind  in  der  Tienen  Ausi^abe  hinzu p;pfn<!:t  worden:  ,,die  har- 
inooisciieTi  Proportionalen  und  ihre  Anwendung  auf  das  vollkoin- 
nene  Viereck,  auf  die  harnionischen  Eigenscbaften  des  Kreises 
nnd  die  Lehre  von  den  Transversalen." 

'  Analyti  sch  e  Geometrie  von  Dr.  L.  A.  Sohncke,  ord. 
Prof.  der  Mathematik  an  der  Univ.  zu  Halle*  Mit  zwfllf 
Kapfert afein.  Halle.   Iö51.  &  2  Tblr. 

l    Der  Inhalt  dieses  recht  sehr  sa  empfehlenden  Iishrbvebs 
^er  analytischen  Geometrie  ist  folgender:  I.  Coordinaten.  Gerade 
nLinle.   ff.  Krei^^.   III.  Kegelschnitte»  IV.  Linien  und  Ebenen  Im 

EB aam.  V.  Oberflächen  der  zweiten  Ordnung.  Randbemerkung 
Corze  Andentnnar  über  Curven  und  Flächen  höherer  Ordnung). 
-  Excurs  über  Projection.  —  Excurs  über  Verwandtschalt  der 
isruren.  —  Das  Buch  enthält  auch  manche  interessante  eigen- 
büiuiicbe  Bemerkungen ,  wie  z.  B.  8.  74.  über  die  elliptischen 
^■ictlenen. 


Astronomie. 

B     Das  Welt^ehäude,   die  Erde  und  die  Zeiten  des 
Blenschen  nut  der  Erde  von  Dr.  Gotthilf  Heinrich  von 
Schubert,  Holrath  und  Professor  in  München.  Erlan- 
gen. 1852.  8.    2  Tblr.  24  8gr. 

Dieses  Werk  des  Tmbrtsn  Herrn  Verfassers  Ist  als  eine 
ginsliebe  Umarbeitang  seiner  bekannten  »^Geschichte  der  Na- 
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tur**  2U  betrachten 9  und  ganz  In  der  bekannten,  jedes  reine  Ge* 
müth  anspiedienden  Weise  des  Herrn  VerCassers  verfasst,  überall 
biff  zu  der  neuesten  Zeit  l*ort2;eführt,  und  in  ähnlicher  ^^'eise  ^vie 
der  Kosmos"  in  verschiedenen  Anhängen  mit  vielen  literari- 
schen Nach  Weisungen  ausgestattet,  welche  die  bekannte  grosse 
Gelehrsamkeit  des  Herrn  Verfassers  von  Neuem  bekunden.  Wir 
empfehlen  deshalb  das  Werk  den  vielen  Freunden  der  Muse  des 
Herrn  Verfassers  zu  sorsföltigster  Beachtung,  und  sind  fiberzcugl^ 
dass  Keiner  ohne  Dank  für  die  vielfache  aus  dem  Werke  ge- 
schöpfte Belehrung  von  demselben  scheiden  wird. 


P  Ii  y  8  i  K. 

Der  mechanische  Theil  der  Naturlebre.  Von  B.  C. 
Oersted  Mit  248  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten. Braunschvreig.  1861.  a  2  Thir. 

Die  vorliegende  Uobersetzung  der  mechanischen  Naturlehre 
des  herühmteri  dänijjchen  Naturforschers  ist  von  Herrn  L.  Mevn 
angefertigt  worden,  und  in  jeder  Beziehung  sehr  zu  em^ifelileo. 
Das  Werk  selbst  ist  mit  grosser  Deutlichkeit  verfasst»  in  oiser, 
sehr  ansprechenden  Spracne  ffescbrieben»  und  verscbniähet  kei« ' 
neswegs  die  Anwendung  der  Mathematik,   ohne  über  die  ersten 
Elemente  der  Arithmetik  und  Geometrie  hinauszugehen,  selbst 
mit  fast  gänzlither  Ausschliessung^  der  Trii,'ofjo!netrie ,    so  dass 
eigentlich  nur  die  }>Pi;ri9fe  der  gonionietristhcii  Functionen  benutzt 
Vierden.    Das  Bu(  Ii  verdient  daher  alle  Eniplehlung  und  der  Herr, 
Leiiersetzer  Dank  für  dessen  üeberttagung  auf  deutscbeu  Buden. 
Die  Holzschnitte  sind  sehr  scbSn.  Die  Lehre  von  den  sogenanit* 
ten  Imponderabilien  enthält  das  Werk  nicht»  sondern  nur  des 
eigentlich  mechanischen  Thell  der  Physik* 

Lehrgang  der  mechanischen  Naturlehre  für  höhere 
Unterricntsaustalten  von  Dr.  G.  Karsten,  Professor 
der  Physik  au  der  Universität  zu  Kiel.  Zweite  Abthei* 
lung.  Mit  4  Kupfertafeln.  Kiel.  18ÖL  a  2  Tblr.  12  Sgr. 

Dor  erste  Thei!  dieses  Werkes  ist  im  Literar.  Rpr.  Nr.  LXI. 
S,  8IÜ.  anj^ezeii^t  worden.  Der  vorliecetide  zureite  Theil  enthalt: 
Wärmelehre.  Wellenlehre.  Akustik.  Optik.  Eine  dritte  Abtheiluns: 
soll  die  „Literaturnachweisungen"  enthalten.  Die  frühere  theil- 
weise  Bestimmung  des  Werkes  für  den  Unterricht  an  Marinescho-' 
len  fiUlt  nach  der  Authebung  der  Blarineschole  in  Kiet  jetzt  weg* 
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Termisclite  Schriften. 

Mittheiluni^en  der  natarrorsehenden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  löa-'218. 

(M.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  L.  S.  691.). 

Ueber  diese  stets  vieles  Bemerkennwertbe  enthaltenden  Hit- 
iheiinngen  Ist  snletzt  im  Liter.  Ber.  Nr.  L.  8.  G91.  Nachricht  ge- 
geben worden.  Wir  liefern  jetzt  eine  Anzeige  des  unsere  Leser 
vorzug8weise  interessirenden  Inhalts  der  Nummern  156  bis  21^ 
welche  ziifäin^r  verspätet  worden  iatf  aber  imiuer  des  Intefessan» 
teo  noch  genug  darbieten  wird. 

II  Wolf,  Versuche  zur  Vergfeichunir  ffpr  Erfahrung« Wahr- 
scheinlichkeit mit  der  luatbematiticben  Wahrscheinlichkeit.  Nr 
.156 157. 

Derselbe:  Notizen  zur  Geschichte  tler  Mathematik  und 
Physik  in  der  Schweiz.  Nr  155-157. 

C.  Brunner,  Sohn:   Ueher  den  Einflass  des  Maenettsmus 

anf  die  Cohäsion  der  Flüssigkeiten.   Nr.  156  —  157. 

R.  Wolf:  SoonennocktMi-Beobachtungen  in  der  ersten  Hälfte 
des  Jahrns  1849.  —  Sterriiichrinpprnhoobachhmfron  vom  8.  bis  11. 
August  1849.— Note  zur  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Nr.  100 — 161. 

Derselbe:  SternschnuuueobeobacbtuDgen  vom  11. — 13.  No- 
vember 1849.   Nr.  166. 

H.  Br&ndli:  Ueher  arithmetisches >  geometrisches  und  har- 
aionisches  Mittel.  Nr.  166. 

(Arithmetisch -geometrisches  Mittel  ist  diejenige  irrationale 
Grösse,  der  man  sich  inimpr  mehr  und  mehr  nähert,  wenn  man, 
von  zwei  verschiedenen  Zahlen  p  imd  r/  juisijehend,  zuerst  das 
arithmetische,  dann  das  geometrische  iMittel  berechnet,  und  aus 
diesen  zwei  Gliedern  wieder  dieselben  Q^littelgrössen,  bis  sie  zu- 
sammenfallen. 

Hiesa  bemerkt  Herr  Scbiftfli:.  Je  nachdem  p^g  oder  g^p 
bat  das  arithmetisch  •geometrische  Mittel  den  Werth 


oder 


Arccos^ 
9 

Das  arltbmetiseb  •geometrische  Mittel  ist  bekanntlich  Ton  Gauss 

hl  die  Analysis  elngeRlhrt.  G.) 

R.  Wolf:  Versncfae  aur  Vergleichung  der  Erfahrungswahr- 
scheinlichkeit mit  der  mathematiscben  Wabrscbeinlicbkeit  Dritte 
Versuchsreihe.   Nr.  166. 

Derselbe:  Sonnenflecken  •Beobachtungen  in  der  zweiten 
fliiirte  des  Jahres  1849.  —  Das  Beobachtungsjahr  1849  (aut  der 
Sternwarte  in  Bern.)  Nr.  167—168. 

Doiselbe:  Bestimmang  der  mittleni .  Kiaft  in  Drack  nnd 
Zag.  Nr.  167-168.  ^ 
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G.  Valentin:  Einige  BemerkuBMO  fUm  4m  Wintmehlaf 

des  Stacheli£?els.    Nr.  174-175. 

(Herr  Prof.  Sacc  in  Neuchatei  hat  entdeckt,  dass  die  in 
Wlnter-schlaf  verfallenen  Murmeltbier«  an  Körpergewicht  zuneh- 
men, hiö  die  von  Zeit  zu  Zeit  durchgreifende  Üarneutleerung  die 
Schwere  des  Tfaieies  von  Neuem  herabsetzt.  Herr  Valentin  hat 
dieses  Gesell  aueh  beimStaclielieel  vollstftndig  iiestttigt  gefmideii.) 

R.  Wolf:  Notizen  zur  Gescnichte der illathematik und Plrfs« 
in  der  Schi^eiz.    Nr.  174—175. 

Derselbe:  Versuche  tut  Vergleichung  der  Erfahm^g8wah^ 
scheinitchkeit  mit  der  mathematischen  Wabrscbeiiiliciii^eit  Vierte 
Versuchsreihe.    Nr.  176—177. 

F.  Mdy  \  oü  Kued:  Die  Uimmelsnebel.  Nr.  178. 

R.  Wolf:  Einige  BeobacbtuDgen  des  ZodiakaUiebtss  inIVili- 
jalir  1850.  —  Beobachtungen  von  Nebensonnen  am  27.  Mai  18601 
—  Hube  der  Sternwarte  von  Bern.   Nr.  179. 

Derseihe:  Sonnenflecken-ßeobacIrtaDgsii  in  der  srsten  UaUte 
des  Jahres  1850.    Nr.  180— IHl. 

Derselbe:  Ueber  eine  bihiiographische  Kuriosität  JSr*  180 
181. 

Derselbe:  Der  Juli-Auguöt-iSteruschnuppenstrom  von  1850. 
Nr.  182« 

Derselbe:  LSnge  der  Sternwarte  von  Bern.  —  Verschie- 
dene Bemerkungen.  —  Der  November  •Stemschnnpoenscbwann 

von  1850.  Nr.  183—184. 

Derselbe:  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik  in  der  Schweiz.   Nr.  la*}— 184. 

U.  Wydler:  Die  Knospenla^e  der  Blätter  in  libersichtlicber 
Zusammenstellung  init  einer  Tafel.  iNr.  185 — 187.  (Lehrreich  und 
interessant«) 

M.  Perty:  Ueber  den  geförbten  Schnee  des  St.  Gotthard, 
vom  16.— 17.  Febr.  1850.  Nr.  188—192.  (Sehr  interessant) 

C.  Brunner,  Sohn:  Aphoristische  Bemerkungen  filier  die 
Productionj?kraft  der  Natur.    Nr.  188—102. 

R.  Wolf:  Versuche  zur  Vergleichung  der  Erfabrungswahr- 
scbeinlichkeit  mit  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit.  Nach- 
trag sur  vierten  Versuchsreihe.  Nr.  193--104. 

Derselbe:  Znsats  xu  de«  Bestiromnnff  der  mittlem  Kraft  io 
Druck  und  Zug  in  Nr.  168.   Nn  193-- 194. 

Derselbe:  Versuche  zur  J^ergleichung  der  Erfahrungswahr- 
scheinlichkeit mit  der  mathematmchen  Wahrscheinlichkeit  Fünfte 
Versuchsreihe.    Nr.  197  —  199. 

Derselbe:  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Ein  verloren  geglaubter  Brief  Lamberts  an 
Johannes  Gesner.  S.  Lamberts  deutschen  gelehrten  BriefvreehseL 
Thi.  IL  S.  177.).  Nr.  197-1Ö9. 

Derselbe:  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Zwei  interessante  Briefe  aus  Cristoph  Je/Iers 
Correspondenz,  die  mehrere  mathematische  Bemerkungen  enthal- 
ten.) Nr.  '201 -m 

C.  Brunner:  Beitrag  zur  Eudiometrie.  (Eine  neue  eudiome- 
trische  BletbodeO.   Nr.  201  —  202. 

fL  Wolf:  oonneni«cken*fi«obiehtmMM  In  der  aweilmHIUll» 
des  Jahres  188a  Nr.  206-207. 
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D«rg#lb«:  N»Hien  amr  deMshMite  tterüitfcwirflfc  und  1^- 

sik  in  der  Sehweiz.   (Auszug  aus  Johtaii  II  BmnoaWV»  Retaw* 
jMrnal  vom  Jabre  1733.  MehfMi  Meressffilt.)«  Nr.  206—207. 
I..  R.  von  Kell0Bb«rg:   Oarstollm  aMhwifreiw  Flitor. 

Nr.  208—209. 

R.  Wolf:  Notizen  znr  Geschichte  der  Mathematik  uad  Phy- 
sik in  der  8ebweiz.  (Ein  Briel  Jobann  1  Beraoulii  an  Geaner). 
Nr*  208*- 20'. 

Derselbe:  Ueber  die  VerlbellaD|r  der  flxaleriM.  (Eine  bito* 
ressante  granbisdie  Devetellaiiir  det  Veitbtttttng  der  rixidme.) 

Wr.  210-211. 

C.  Fischer  -  Oowter:  Noch  Einiges  über  die  Theorie  der 
absoluten  Wärme  und  die  Formel  lür  die  SebaeegreeAe  (vergL  123 
-m).   Nr.  210—211. 

(Die  Formel  des  Herrn  C.  Fisciier-Ooster  (ur  die  k>chuee- 
gräDBe  Uit  folgende: 

Weop  S  die  Hohe  der  Schmegfiiise  6ber  dem  Orte  bezeicb* 
Mty  von  dem  W  die  Summe  der  absoluten  Wärme  ausdruckt,  imd 
wenn  h  und  k'  der  Werthe  der  Höhe,  bei  welcher  das  Thermo- 
meter um  1<>  fällt,  sowohl  ueteo  aü  bei  der  iScbneegräiifte  in 
Xoiaeo  anzeigen,  so  ist 

«Ml 

wobei  der  Werth  von  h  und  W  veränderllcb  ist»  und  wo  der  von 
h\  obgleich  'imbekeont/  doeb  durch  eine  vorläuGge  Bereebning 

leicht  gefunden  u  erden  kann ,  indem  man  ihn  zu  85  Toisen  in 
nürdlicnei^  utid  zu  lOO  Toisen  in  südlichen  Ländern  provij;ori«ch 
annimmt  un<l  iliu  dann  (lelioitiv  aus  der  nachfolgenden  kleinen  Ta- 
belle bestimmt,  die  Herr  C.  Fisher-Ooster  nach  Zacbs  Ta 
belle,  wo  nur  die  Barometerstände  angegeben  »ind,  berechnet  bat: 
TMpmtarebnabm  veft  1^  erfolgt  nftmlidi  In  «Iner  abao- 
Inten  Hobe  Ten  eirca: 

bei  81,4  Toiaen      1      8944'  bei    93,0  Toisen 

O'^^  •      •       9500  „  95,0 

10820  „  97,1 

12230  „  89,3 

13716  „  101,5  „ 

15294  „  103,8  „ 

16974  „  100,2      „  ) 

R.  Wolf:  Notizen  zur  Geschiebte  der  Mathematik  und  Phyw 
sik  in  der  Schweiz.  (Sehr  interessante  Notizen  i'iher  Anna  Bar- 
bara Reinhnrt  von  Winterthnr,  weicher  jrelehrten  Dame 
Daniel  Bernoulli  das  Zeugniss  gab.  sie  sei  (Clairaut ,  Euler 
und  einige  wenige  Andere  ausgenommen)  iaht  allen  mit  ihr  leben- 
den Mawemlikani  Torsoilebe»»  und  die  Jebannea  Bern ou Iii 
•elbnt  Aber  die  berflbmte  Cbatelet  «etste.  Sie  war  gebaren  den 


1822  „  82,8  ^ 

2784  „  84.3  ^ 

3780  „  80,0  „ 

^m^  87,7 

öl»0[j  „  89,4 

7044  91,2 


»9 

»t 
»» 


»9 
9» 
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12,  Juli  1730  und  starb  den  5.  Januar  1796.).  —  Fernerer  Beitrag 
zur  Kenntniss  alter  Schweizer  Kalender.  Nr.  *210 — 211. 

Derselbe:  Notizen  zur  (seschicbte  derMathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Herr  Wolf  weiset  in  diesem  interessan- 
ten Aufsätze  nach,  dass  das  schöne  Princiu,  auf  welches  sich  der 
Planinieter  von  VVetii  (ra.  s.  Liter,  «er.  Nr.  LVl.  S.  774.),  näm- 
lich die  Flächenmessung  durch  Umschreibung,  gründet,  schon  im 
Jahre  I826durch  den  damals  in  Bern  belindlicnen  Thurgauer  Joban- 
nes  Oppikofer  aufgefunden  worden,  und  dass  der  Planimeter  von 
Wetli  im  Wesentlichen  durchaus  nicht  von  dem  O p p i k o  fe r  sehen 
verschieden  sei.  Dieser  Auf^^atz  enthält  überhaupt  mehrere  sehr  lehr- 
reiche Bemerkungen  über  diese  Planimeter,  auf  die  wir  die  Leser,  wel- 
che diese  Instrumente  naher  kennen  lernen  wollen,  besonders  aufmerk- 
sam machen.  Auch  die  beigefügte  Zeichnung  dient  sehr  zur  bes- 
seren Erläuterung  der  Sache).    Nr.  213 — 215. 

Derselbe:  Ueber  eine  am  10.  August  1850  in  Aachen  und 
Bern  gleichzeitig  beobachtete  Feuerkugel.  Nr.  213 — 215. 

Derselbe:  Ueber  das  Sehen  der  Sterne  bei  Tage  aus  tiefen 
Schachten.  —  (Nach  sorgfaltigen  Nachforschungen  bestätigt  Herr 
Wolf  das,  was  über  diesen  öfters  zur  Sprache  gebrachten  Gegen- 
stand A.V.Humboldt  im  Kosmos  Tbl.  III.  S.  71.  sagt,  näm- 
lich, dass  die  ganze  Sache  illusorisch  sei,  vollkommen.).  Nr.  213 — 1215. 

Derselbe:  Sonnenflecken-Beobachtungen  Inder  ersten  Hälfte 
des  Jahres  1851.  —  Beobachtungen  des  Zodiakallichts  im  Früh- 
jahr 1851.  —  Beobachtung  der  (iiartialen)  Sonnenünsterniss  am 
28.  Juli  1851.  —  Sternschnuppen- Beobachtungen  im  August  1851. 
Nr.  216-218. 

Derselbe:  Notizen  zur  Geschichte  derMathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.   Nr.  216  —  218. 

Ausser  den  obigen  Aufsätzen  enthalten  diese  Mittheilungen 
noch  eine  grössere  Anzahl,  oft  recht  interessanter  Briefe  älterer 
schweizerischer  Gelehrten ,  hauntsächlich  Mathematiker  und  Natur- 
forscher, die  sämmtlich  Herr  K.  Wolf  mitgetheilt  hat 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  bv  W.  Thomson,  M.  A.,  F.  R.  S.  E.  Vergl.  Liter. 
Ber.  Nr.  LXV.  S.  847. 

Nr.  XX  VII.  On  Duplicate  Surfaces  of  the  Second  Order.  By 
John  Y.  Kutledge.  —  On  the  Conduction  of  Heat  in  Crvstals. 
By  G.  G-  Stokes.  —  On  the  Velocity  of  Sound  in  Liquid  and 
Solid  Bodies  of  Limited  Dimensions,  cspecially  along  Prismatic 
Masses  of  Liquid.  By  W.  J.  Macquorn  Rankine.  —  On  the 
Connexion  of  Involute  and  Evolute  in  Space.  By  Professor  De 
Morgan.  On  a  Mechanical  Experiment  connected  with  the  Ro- 
tation of  the  Earth.  By  Henry  Wilbraham.  —  On  the  Index 
Symbol  of  llomogeneous  Functions.  By  R.  Carmichael. —  Ma- 
thematical Notes:  I.  Lettre  to  the  Editor.  By  G.  Boole.  — 
II.  Proposed  Question  in  the  Theory  of  Probabilities.  By  G. 
Boele.  — III.  Solutions  of  Some  Elementary  Problem  in  Geome- 
try  of  Tbree  Dimensions.  By  W.Wal  ton.  —  IV.  On  the  General 
Tneorv  of  Associutet  Alsebraical  Forms.    By  J.  J.  Sylvester. 

(the  Next  N  umber  will  be  Published  on  the  Ist  of  February.) 


JLIterariisclier  Berlclit. 


Simon  Lhuii  ier  gehört  unstreitig  zu  den  ausgezeichnetsten Ma« 
tfaematikern  der  oeaeren  Zeit,  scheint  aber  (wenigstens  jetzt)  lange 
nichtso  allgemeiD» wie  er  immernoch  verdiept,  bekannt  zu  seio.  Mein 
mir  unvergesslicher  Lehrer,  Jobann  Friedrich  Pfaff^  stellte 
L  hui  Ii  er  sehr  hoch  und  empfahl  das  Studium  seiner  Schriften  jiin^ern 
Mathematikern  angelegentlichst.  Ich  selbst  verdanke  diesen  Schrif- 
ten sehr  viel  und  greife  noch  jetzt  öfters  mit  besonderem  Wohl- 
i^efallen  nach  denselben.  Oass  L  hui  Ii  er  ein  sehr  hohes  Alter 
erreicht  hatte,  war  mir  bekannt;  über  seine  näheren  Lebens 
umstände  Ist  aber  wenig  bekannt  geworden.  Desto  mehr  Freude 
machte  mir  eine  von  Herrn  R.  Wolf  In  Be  rn  in  einem  der 
neuesten  Stücke  der  „Mittheilaogen  der  natnrforschen'* 
den  Gesellschaft  in  Bern",  welche  immer  viel  Lesenswer- 
thes  enthalten,  sjelicferte  Lebensbeschreibung  Lhuiliers;  und 
da  die  ^( nannten  ,,IM  ittli  o  li  ungen"  wohl  nicht  in  die  Hände 
vieler  Leser  des  Archivs  kommen  mochten,  die  Lehensbeschrei» 
buu^  eines  so  ausgezeichneten  Mathematikers«  wie  Lhnllier 
war«  aber  allgemein  von  grossem  Interesse  sein  muss,  so  erlaube 
ich  mir  diese  Lebensbeschreibung  auf  den  nachfolgenden  Blättern 
den  geehrten  Lesern  des  Archivs  mitzutheilen.  Seines  Lehrers 
Lesajje,  der,  so  viel  ich  ^vriss,  nichts  IVIathcrtintisches  ver- 
..fTentlicht  hat,  gedenkt  Lhuilier  in  fast  nllrn  seinen  Schriften 
mit  der  giüssten  Acbtung^  und  Dankbarkeit;  die  Leser  werden 
diese  Gefühle  wärmsten  Dankes  auch  im  Folgenden  ausgespro- 
clieo  finden»  und  sich  daran  gewiss  ebenso  erfreuen  wie  leh» 
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81flMMi  ühollier. 


Üntrr  den  srfin  pizerisclien  Mnthcmntilcprn  neuerer  Zeit  nimmt 
der  Genfer  Siinuii  l^huilier  unstreitig  <  ine  der  **rsten  i>tellen  ein. 
Nicht  nur  hat  er  sich  als  elementarer  .S<  lir iltstt  ll^  r  in  den  liebie 
ten  der  Algebra  und  Geometrie  wohivci dienten  üuhm  erworbeo, 
und  als  langjähriger  Lehrer  in  «einer  Vateretodt  acbSBe  ResoUali 
•rslelty  —  seine  Arbeiten  In  der  Polygonometrie,  Polyedrenwlrk 
Isoperimetrte ,  DlfTerenthit-  und  Integralrechnung,  etc.  sichern  Ihm 
aucn  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft  eine  ehrende  SteUi^ 
indem  sie  derselben  theils  tiene  OiMLmünen  ^jufuj^ten,  thells  wich» 
tiee  Theorien  besser  he£rriiti(l('ten.  in  den  liesitz  des  grfts^ttra 
Tneiles  von  L h  u i  1  i  e  r  s  liundschrirtlicbem  rSacblasse  j;ek<iionien,  halte 
ich  an  daher  von  nicht  unbedeutendem  Interesse «  nach  uud  aad 
Eioselnes  aiw  demsetben »  wa«  entweder  hlstorlsehen  WeH&  M 
oder  noch  jetat  snm  Aoahaoe  der  Wissenadball  dienen  kann ,  vr«- 
leren  Kreisen  vorzulegen.  Zur  Einleitung  mag  folgende  Mllh 
Ob^  Lhnilter  nnd  aeioe  gedmektea  Arbeiten  dienen. 

8  iniu  H- Antoine- Jean  Lhu  iiier  wurde  am  24.  April  1750 
zu  Genf  geboren.  Schon  frOhe  zeigten  sich  seine  Aula^^en  im 
die  »athematiseben  Wiseenechaftea ,  nnd  erlaubten  Ihm  nicht  mi 
die  Ideen  eines  Anverwandten  einaugehen»  der  ihm  einen  tM 
aelnes  VernOgen«  unter  der  Bedingung  den  geistlichen  Stand  n 
ergreifen ,  verniarhen  wollte.  f)er  vor7:fii>nche  mathematische  C»* 
terricht,  \\  eichen  damals  in  (ient  L  o  u  is  Bertrand,  der  sich  doirl! 
sein  i> e  V  (  1  o  ]> y»  em  e n  t  nuuveau  d  e  la  partie  eleni  en  t  aire 
des  Math  euiatiques  aU  würdiger  Schüler  L  u  lers  erwies,  nah« 
rend  langen  Jahren  ertheilte»  warvongrosser  Wirkung  auf  den  ileie«!- 
gen  Jtinsl ing,  —  und  umsekehrt war oe r t r a n d ^  der X h a i I i •  r  ancft 
nähern  Umgang  zuTheit  werden  liesa,  tiber  dessen  Fortschritte  m 
erfreut,  dass  er  ihn  zum  Voraus  als  seinen  einstigen  NacW* 
i^er  bezeichnete.!  Von  noch  i^r("»sserer  Bedeutung  fi'ir  L  h  ii  i  Ii  er  war 
cSf  dass  er  steh  die  Zuneigung  des  ihm  verwandten  beruhroteo 
Naturphilosophen  George-Louis  Lesage^)  erwarb,  der  ihm 
sofort  mit  Kath  und  Unterriebt  beistand.  In  einem  Bruchstücke 
eines  grOeaern  Briefes,  das  Ich  unter  den  erwähnten  Manuscrii»- 
ten  vorfand ,  ersihlt  Lhu  liier  Polgendeo: 

,,!VTes  relation.«  avec  INIr.  Lesagc  datent  du  mors  de  Join  1766. 
J'avais  le  boidieur  de  sortlr  du  collesre  a  la  tete  de  ma  rolee. 
Mr.  Le  Sage  apprit  Ic  Irioniphe  de  son  jeune  parent.  Pousse  par 
la  g^närosiM  de  son  caractere  qui  le  portait  a  «*e  rendre  utile 
ans  jennes  gens  qui  cennaiaaalent  toat  an  melos  de  Tapplicatioii. 


*)  Noticc  de  la  y\f*  et  des  t<  t  it)i  de  George-Ifsois  Leaage  de  At* 
B^ve,  par  P.  Prevost.    Geneve.    1805.  8. 
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il  ae  rendit  (pour  la  preinidre  fois)  cbez  mon  pere  pour  faire  nia 
coniiaiäsance.  J'etais  abseilt.  Je  fus  cnvoyö  chez  lui.  II  n)':ic* 
coeiUit  avec  boote,  et  me  permit  de  Yenir  le  voir  familieremeut. 

Mpendaot  le  eouni  de  mes  Stades  de  MIes-lettres »  ii  m'aida 
de  aes  conseils»  et  il  me  fourait  lea  moyena,  par  lea  li?rea  qu'll 
me  mit  eatre  lea  ma'ms ,  de  joindre  ä  eea  ^tudea  celle  de  l'Anth- 

uetique  comme  prellminaire  anx  etudes  inathematiques.  II  trooTa 
cbez  moi  de  l'application  et  de  la  facilite  a  acquerlr  la  routine 
du  calciiL  II  ni'admit  aussi  ä  une  le^on  partiruHere  de  Geometrie 
pratujue.  Kniiti  il  ine  prit  chez  lui  pendant  trois  ou  quatre  mols 
dete  qu'ii  passa  a  la  campagiie  et  ce  fut  la  qu'il  coiisaeru  une 

Sartie  de  aoo  tempa  k  mlnitier  k  l'^tnde  de  rAlgdbre,  qui  me 
oana  beaueoap  plus  de  peine  que  ne  paraiaaait  aanoncer  la  faei- 
lil^  aTec  laquelle  j'avais  appris  rArithni<Mique.  Je  in*e[for$aia  de 
corapenser,  bien  faiblement»  lea  aoina  qu'il  me  donnait  en  lai 
MTvaot  de  copiste. 

fj)e  retour  ä  la  ville,  il  confrlbua  ä  me  placer  comme  pre- 
cepteur  chez  Mr.  Riüiet-Plantamour,  oü  je  suis  rest^  ii  peu  pres 
deiix  ans.  Pendant  nies  etndes  philosophiques,  il  8'a[)pli((ua  ä 
m'aider  de  »es  directions  et  de  ses  conseds.  II  m'admit  aux  ie^ons 
de  Phyi»inue  qu'il  donnait  encore  pendant  une  partie  des  annees 
1768  et  1769,  et  Ü  ponssa  la  complaisance  jusqu'ä  revoir  les  ex- 
tnlta  ^tendua  «jue  je  falaala  de  aon  eoara. 

„Voos  savez,  Monsieur,  combien  il  etait  reserve  ä  donner  des 
conseils  sur  les  ob  j^its  qui  n  etaient  ])a8  imniediatement  litteraires. 
Anssi  r»  a-t-il  eu  aucune  part  a  nia  retraite  de  1  etat  ecciesia.stique 
aut^uei  on  me  croyait  destine.  II  approuva  seulement  la  suspen- 
4m  da  ma  r^olation  pendairt  une  ann^e,  que  j'eniployai,  tou- 
jMia  aeua  aea  directions,  ä  poarauivre  lea  etudea  pbilosophiques 
et  neme  temps  que  je  continuai  d'assister  aux  le^ons  de  Physi* 
que  de  Mr.  de  Saussure  (dont  j'aurais  ete  privp  penrlant  nies  etudes 
publique«  de  philosophle).  Pendant  cette  annee  il  (  orjtiilMKi  bcau- 
coup  ä  nie  faire  retirer  un  parti  locratif  des  connaissances  qu'il 
m'avait  lionoees.  II  m  adressa  des  disciples;  le  bonheur  que  j'a- 
Tals  d*^tre  son  ^leve  inapirait  de  la  conflance,  ^t  je  fus  charge 
cntr'antres  par  lui  de  donner  des  legons  preparatoirea^  k  sea 
mam  aur  les  connaissances  mathematiauea  qu'tla  e)cigeaient 
et  dont  il  m'avait  donne  le  tableau.  Je  crus  voir  pendant 
cette  annee  qu'il  m'avait  donne  un  etat,  capable  de  suffire  ä  mes 
besoins  et  a  ceux  de  ma  nitre;  c  est  la  part  iodirecte  qu'ii  a  eiie 
a  ma  retraite  des  etudea  publiques. 

,,PeTulnnt  les  annees  qui  se  sont  ^coul^es  d^s-Iors  jusqu'a 
mon  depart  de  Geneve,  il  m'admit  libreraent  aupres  de  lui,  nienie 
pendant  les  heures  consacrees  ä  ses  travaux  particuliers.  Je  lui 
parlais  de  mes  occupations,  et  il  m'aidait  par  ses  directions  et 
[lai  ses  secours  litterairea  qu*ü  me  fourniaaatt. 

„Pendant  ce  temps,  il  a  ete  quelquefois  question  de  coope- 
rer  a  !a  publication  de  ses  ouvrages;  je  le  desirais  vivenient  et 
dans  le  debut  je  concevais  de  l'esperance.  Je  ne  tardai  pas  d  e- 
proaver^  alusi  que  Tont  fait  plusieurs  de  aea  arois,  conibieu  cela 
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«eiaitdiffieito.  VtlWMvez  coabieo  de  foUi  U  a  yaiM  «ir  «es  plans 

de  composition  et  snr  los  epoqnes  auxquelles  H  en  commencerait 
la  r«*(laction.  Cette  vaccÜUtion  ne  saccordait  pas  avec  mon  im« 
patience,  et  je  dus  etre  convaincu,  quoiqu'avec  bien  du  rej^ret, 
que  je  ne  pourrais  pas  contribuer  a  lui  rendre  uii  service  par  le- 
quel  seul  je  pouvais  reconnaitre  an  partie  Ics  obligationa  qae  j« 
lui  avaia.  Notra  inaBi^re  da  vivre  ^talt  d*ailla«ra  ai  diff^nle 
cju'alie  apportait  un  grand  abatacla  ä  cette  communaute  datravail; 
j  ai  toojours  ete  tres  niatineux;  nia  journee  etait  fioie  pour  raes 
travaiix  pnrticnliers  lorsqiie  l;i  slerute  iiVtnit  pns  commencee, 
et  le  reste  do  la  journee  devait  etre  coasacre  a  mou  etat  eoYisage 
cooinie  reasource  pecuniaire. 

'  „  Axfiivi  k  Olk  OD  jeime  homroe  aaaa  foituae  forme  na- 
tmeUement  deaprojeta  pour  se  faire  un  aort>  fati^e  d'un  senre 
de  Tie  penible  qui  ne  aatiafoiaait  pas  mon  impatience:  Je  lui 

communiquai  !e  desir  qtie  j'iu  iiis  de  trouver  eri  dehors  qnelque 
place  qui  eiit  le  doulde  avautaire  fFetre  plus  lucrative  et  moins 
penible.  II  s'en  preseiita  une  occaNi<tn  en  1775.  II  re^nt  de  son 
ami  Pfleiderer  les  programmes  de  la  euiiimlasion  d'education,  et 
4t  me  les  communiqua.  Je  tut  fis  connaitre  moti  plan  avant  de 
renvoyer.  II  eut  d^sire  que  j'euaae  äcrU  aur  la  Pby$ique;  vom 
je  ne  pouvaia  me  perauader  que  aea  principes  de  Pbysique  g4o^ 
rale  dussent  occuper  dans  Tenseiffnenient  deniande  une  place  assez 
considerable  pour  que  leur  developpemcnt  eut  rendu  probable  le 
aucces,  et  je  n  avai«»  pas  assez  cultive  les  parties  de  la  pbysique 
qui  me  paraissaient  es^etitielles  dans  cet  enseigiiement  pour  que 
pendant  le  peu  de  mois  qui  reistaient  encore  jusqu'a  la  fin  du  Qoa* 
cours ,  je  puaae  me  flatter  de  faire  aur  la  phy^ique  un  travail  Qul 
me  promit  le  aucc^.  J'envoyai  donc  mon  plan  relatif  aux  Ma« 
theniatiquea,  et  daoa  le  billet  cacfaetd  je  m'loacrivais  comme  aoo 
diaciple. 

£iDe  kleine  Arbeit 

1)  Lettre  en  röponae  aux  objectiona  ^lev^ea  contre  la  joa- 

vitatioD  newtonienne  [Joorn.  encyclop.  Ferrier  1773] 

auscrenommen,  debfitlrte  Lh  uilier  mit  dieser  Preisschrift,  die  sich 
gröästentheils  auf  allgemeine  Arithmetik  bezogen  zu  haben  scheint. 
Ein  für  ihn  ^glücklicher  Umstand  war  es,  dass  Christoph  Frie- 
drieb Pfleiderer  (1730  —  1821),  der  von  17ö3— 1700  aU  Schü- 
ler und  Mitarbeiter  bei  Lesage  in  Genf  geweaen,  und  durch  ihn 
1766  nach  Warschau  an  die  vom  KOnige  Stanialaa  August  neu 
gestiftete  Miritair- Academie  als  Profesaor  der  Mathematik  und 
Physik  empfohlen  worden  war,  in  der  zur  Abfassung  und  Prü- 
fung von  Schulbüchern  im  Königreich  Polen  niederü;esetzten  Com- 
mission,  welche  jenen  Preis  ausschrieb,  als  eines  der  thiitigsten 
und  einllussreichstcn Mitglieder  sass.  P  f  lei  d  e rer  fand  noüjwendig 
an  der  io  Lesag'.e's  Geist  geschriebenen  Arbeit  ein  besonderes 
Wohlgefallen,  —  aie  wurde  gekrönt,  erschien  als 

2)  Arithmetique  pour  lea  Eeolea  palatlnales.  Varaovie 

1777.  b«  ^ 
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■■d  gleichzeitig  auch  in  polnischer  l}eb#rtetiQiig^.  Der  Konig 
Ton  Polen  liess  den  jungen  Verfasser  für  seine  Arbeit  beglück- 
wünschen,  und  der  Fürst  (Jzartorinski  lud  ihn  ein  nach  Warschau' 
za  kommen,  um  seinen  Sohn,  der  in  spaterer  Zeit  das  Haupt 
der  emigrirten  Polen  werden  sollte,  zu  unterrichten.  Lhuiiier 
folgte  der  .Einladung,  und  die  lange  Reihe  von  Jahren,  welche  er 
iR  dem  fdrstlidkeii  Hanse  zubrachte,  bildete  nicht  nur  die  glück- 
lichste Epoche  seines  Lebens,  sondern  war  aacfa  für  die  Wissen- 
schaft von  reicher  Ausbeute.  ZunSchst  erschien  1781  In  denBer> 
liier -Memoiren  sein 

3)  Memoire  sur  le  minimum  de  cire  des  alveotes  des  abeil- 

les,  et  en  particiilier  Bor  un  minimum-minimorum  rein* 
tif  a  cette  luatiere, 

in  welcfaem  er  nach  demUrtb^le  von  Professor  Maurice  diesea 
Gegenstand  vollkommen  erschöpfte Dann  folgte  sein  grosse- 
ifs  Werk 

4)  De  relatione  mutua  capacitatis  et  terminorum  figurarum» 

geometrice  coosiderata.   Varsoviae.  1782.  4^. 

Ober  welches  mehr  als  ein  halbes  Jahrhundert  spSter  der  compe- 

tenteste  Richter  in  diesem  Gebiete  der  Mathematik,  Herr  Profes- 
sor Steiner  in  Berlin ,  noch  folgendes  Urtheil  fällte^) :  „Alles,  was 
„seine  Vorgänger  auf  elementarem  W'eire  üher  diesen  Gegenstand 
„geleistet,  von  den  uns  äheriiefertef)  ersten  Aiii  iiii^en  der  Glrie- 
„chen  bis  auf  die  Fortsetzungen  und  tiefere  Begründung  durch  R. 
„Simson  und  Andere,  hat  i^huilier  mit  grosser  Umsicht  zusam- 
„mengefasst,  mit  seltenem  Scharfsinne  verbessert,  ergänzt  und 
„beträchtlich  erweitert.  Leider  scheint  öfter  sein  Werk  cittrt, 
msIs  die  darin  herrschende  Methode  richtig  verstanden,  oder  ffehö- 
„rig  gewQrdigt  und  befolgt  wordei^  zu  sein;  denn  alle  seine  riacb- 
„folger  sind,  «soviel  mir  heknnnt,  mehr  oder  weniger  von  seiner 
„einfachen  natürlichen  Betrat  litnngsueise  abgewichen;  sie  nah- 
„nien  zu  andern  künstlichen  HuMsmith  In  Zuflucht,  und  beschränk- 
„ten  sich  überdies  auf  eine  vicl  geiiu<^ere  Zahl  von  Aufgaben  und 
«Sätzen.  Dadnrch  verschwand  aber  auch  Immer  mehr  die  schone 
JEhfaehbelt  der  Beweise,  der  innige  Zusammenhang  dm*  Sätse 
MÜebst  dem  Bewusstsein  der  Gründe,  durch  welche  derselbe  be- 
M^ngt  wird."  Zwei  nach  Petersburg  gesandten  Abhandlungen 

.  5)  Sur  les  pyramides  isoperimetres  [Nova  Acta  IIIJ, 


*)   Kach  Montucla  ULMS«  waren  anch  tor  ihm  verfasate  Element« 

«le  g^om^trie  gebrüjDt  und  Teroffentlicht  \rorden.  Ueherhaopt  lat  es  mir 
riictit  ganz  Vhir  geworden,  was  Alles  ia  Lhoiliflr'a  Sendung  nach  P«lai 
cathalteii  war« 

*)    Discoora  sur  riostruction  publique  par  De  Is  Rive.  Gen&vu 

1840.  8«. 

^)    Denkachriften  der  Berlmer  Akademie  1336« 
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0)  TM«rtae  mn  W»  emrtiw  de  gnitM  [Nov»  Aät^  IV] 

folgte  seine,  nach  ßeurtheilung  von  einer  durch  L»glf  Aftge prlit' 
4ir(eD  Coiuiüiitoo,  in  berlia  gekrönt«  Prei«chrift 

7)  £xp«altioD  Mntntaire  des  i»riiid|iee  de«  ealeule  «f^ 
rienrs  qai  a  remportd  le  prix  proposä  par  TAeiuleinie 
royaie  de«  eoieoeee  et  bellee«lettree  peer  i'aiuide  ITH. 
BerÜA.  4®. 

in  welcher  er  auf  d'Alemberts  Cfcistreiche  Idee  der  Gr^^nzen  Ua- 
sirte,  auf  welche  man  auch  in  der  ueueätcn  Zeit  wieder  allgemeui 
wHidkfcoiDiiit  Naeh  MontDcle^)  bette  eigentlieb  die  fierlioer  Aat- 
demle  die  Entwidctoofc  der  Tbeorle  de  l'niioi  roatbdniatiqiie 
ingt»  —  aher  Lhuilier  gerade  die  gebotene  Gelegenheit  beoetad^ 
diese  Theorie  xu  bekämpfen  und  ihr  die  der  Limites  zu  mdbifr 
tnlree.  Dane  eracbleeeo  wieder  mehrere  ideinere  Ariieiteu : 

8)  Examen  du  memoire  sur  iea  puidä  et  mesures,  ou  Ton  se 

propoee  le  moyeo  d*avolr  dee  «Stalone  en  medMee  deve- 
eurea  et  de  poids  qui  soieot  r^gl^a  par  des  principes 
certales  et  iovariablee  [Joure.  encycl.  Jtnllet  17!S6]; 

9)  Theoreme  ^(ir  les  solides  piano  •  superlicield   [Mem.  de 
BerliiL  A.  im  et  1787J ; 

S^oT  Ift  d^coroposltion  en  facteore  de  la  eomme  et  de  Ii 

diff^rence  de  deux  puissances  a  exposanfs  ouelconqucs 
de  Ja  baae  des  logarithroes  hyperboliques ,  dans  le  hol 
de  d^gager  rrfte  decomposition  de  toute  idee  de  rialHi 
[M^m.  de  Beriio.  A.  ITBS  et  1789]. 

Am  Ende  seines  Aufenthaltes  in  Polen  fasste  der  Dnermfidliclit 
Lhnlllcr,  dessen  Lefstengen  bereite  die  AeademieD  le  Berlin  «i 
Petersburg  veranlasst  hatten^  ihn  xnni  Oorrespondeeten  sa  ernen 
uen ,  den  Plan  zu  seiner  Polygenometrie.  VoU  von  seinen  Eil' 

würfe  kam  er  nach  Tubinj^en  zu  sfincni  Freunde  Pf!  e.i*d  er  er,  der 
schon  J781  als  Professor  der  iM;itl)('inntik  und  Phvsik  in  sein  Va- 
terland  zuriicki^ekeln  t  war.  Dieser  inarhte  ihn  auf  die  betreffen- 
den Arbeiten  LexelTs  aufmeik.sam ,  die  eben  in  den  Petersburger 
Memoiren  -erschienen  waren.  Lhuilier  verelich  sie  aufmertuam 
mit  seiner  eigenen  Arbeit,  Hess  aller  dennoch  nadi  sdner  RMe> 
kebr  nach  Genf  sofort  die  Schrift 

II)   Polygononu'tno ,  ou  de  la  nicsure  des  figures  rectilicrne«;. 
Et  Abrege  d  läoperimetrie  elämentaire.  Geneve  178i^«  4^. 

ersehenen.  In  der  Eioleitanir  das  Reeeltat  jener  Vergleicbung 
seinen  Lesern  in  folgenden  Worten  mittbeilend:  ,»Je  trooTai  en 
treffet  queMr.Lexell  avait  ex^cntdleplanque  je  meproposabyetqa'ee 
Mparticulier  11  avait  tronv^  iee  mdaiee  propositlons  londaventales. 


»)  lU.  368. 
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^CtpMdant  je  vis  bientdt  quo  »en  procede  dlftrail  — m  daflieil» 

,,^oit  par  la  forme  de»  divtsiooa  et  Bubdivisioos ,  soit  par  la  ma- 

„lüere  (lont  j'etais  parvenu  ä  ces  propositions  fondumentales,  soit 
„par  Jes  constnictions  qne  je  rievelloppais,  soit  par  les  reflexioos 
„»^ometriques  auxquelle.s  j  etais  amene  ,  pour  que  ie  travail  de 
Mr.  Lexeii  ne  düt  pa^  m^enga^er  ä  supprinier  Ie  niien.  La  d^- 
termioatioD  de  la  entface  d'uoe  figure  rectiliene  dans  sen  cotes 
et  S68  angles^  et  l«s  applicatione  de  la  formole  61dgante  par  la* 
j»l|uelle  eile  est  exprim^e,  est  uoe  inatiere  que  je  erois  entieremeut 
»neuve  et  qui  m'est  propre.'*  Daee  Lbuilier  seine  Arbeit  nicht 
2«  hoch  nhpr  die  Lexcils  stellte,  mag  folixeTides  ürthcil  IVIoti- 
tucla's^)  bezeugen:  „ Le  cit.  Lbuilier  souniot  a  dos  regles  sem- 
,,blal»les  a  teile  de  !a  trigononi^trie,  le  calcul  des  cdtes  et  des 
,,angles  de  tout  polygone  rectiligne;  c'est  un  coin,  pour  ainsi  dire, 
.ydu  vaste  et  immenae  champ  de  la  geom^le ,  oü  Etiler  et  Lexell 
^avaient,  k  la  yfMH»  fait  quelques  inenrsloiis»  mafs  oh.  le  dt 
»»Lbuilier  est  entr«^  profondement,  et  dont  il  a  tir^  aoe  anple 
»yXnoisson  de  veriti^s  nouvelles  et  utiles."  Lbuilier  war  übrigens, 
ohne  es  711  wissen,  noch  mehr  mit  Masch  eron  i  als  mit  I^exell  auf 
diesem  1  elde  ziisaninKMi^otroff«»n ;   doch  auch  Masch  er  oni  aner- 
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iin  petit  mdmoire  iotitulä:  Methode  pour  la  mesure  des  po» 
»Jygones  plana.  Deux  ans  apr&s,  Mr.  Lbuilier  publia  k  Ge* 
y,Deve  sa  Polygonometrie.  Je  reconnus  en  la  lisant,  non  seu- 
„leinent  que  nion  ouvrage  renfermait  tous  sps  problemes,  mais 
„que  mes  Solutions  analytiques  in'avaient  conduit  aux  m^mes  for- 
,,niules,  et  que.  nous  avions  suivi  nas  a  pas  la  meme  carriere. 
,,Un  accord  aussi  parfait  avec  ce  celebre  geometre  lut  pour  luol 
,,d'un  grand  prix,  et  la  preuve  la  plus  complM  que  men  travatt 
»jHmvait  6tre  de  quelque  utiPit^.  Au  raste»  Touvrage  de  Mr.  Lbui- 
lier ne  fait  pas  seniement  boanear  k  son  druditien ;  il  l'a  enrieU 
de  demonstrations  £;eon)etriques  qui  lui  appartiennent ,  et  de  beau- 
„coup  d'üxemples  d  un  bon  choix  {\n\  eclaircissent  ses  niethodes." 
Der  isojici  iinctrische  Anhang  ist  eiu  Auszug  aus  seiner  oben  be* 
sprocbeneu  Relutio  mutua. 

Noch  sollte L bull i  er  kein  ruhiger  Aufenthalt  in  seinem  Vater ' 
lande  vergönnt  sein.  Bald  nach  seiner  Rfickkebr  nach  Genf  wurde 
seine  Vaterstadt  so  sehr  in  die  Stürme  der  französischen  Revo- 
lotion  verwickelt,  dass  er  es  rathsam  fand,  für  einige  Jahre  zu 
Pfleiderer  nat  Ii  Tübingen  zurückzukehren.  Er  benutzte dieseZeit, 
in  welcher  ihn  auch  die  Roval  Society  of  London  mit  ihrem  Di- 
plome beehrte,  zu  einer  gan^ti;  neuen  iiearbeitung  seiner  Berliner 
Ftetaschrlft»  die  dann  unter  dem  Titel 

12)   Prineipiorum  calcnli  differentialis  et  integraüs  expositio 
eleraentaris  ad  normam  dissertationis  ab  Acad.  Petent 


•)  III.  MS. 

O  Fransdaischo  Ausgabe^  Paris  180a.  H», 
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Reg.  Pnitsica  A.  1786  pmmii  boiiore  decontae  Abo* 
rata.  Tublagaa  1795.  A 

erschieUf  und  seinen  bereits  erworbeneu  Üubm  durcb  ihre  Klar* 
beit  und  Strenge  nicht  wenig  steigerte.  Maurice  glaubte  jedoch^ 
fleinem  mit  MoDtucIa^  ÜrnreioatiinineDdea  Lobe  beifiigeD  in  am- 
len:  »»Mais  cette  rigueur  est  accompagn^e  de  loopienra  ^a*OD 
;,aurait  pu  äviter,  et  d^pourvue  de  cette  ^legaoce  aexposition  ä 
»»laquelle  les  oufragea  de  Lagraage»  anrtout,  oot  accoatumö  ies 
«»göometres. " 

Lbuilier  kehlte  1794  nach  Genf  zurück«  und  publicUrte  swei 
Ueioe  Scbriftent: 

13)  Examen  du  mede  d*dlectlon  proposd  k  la  eouTeofioa  na- 
tionale de  France  en  fdvrier  j17v3  et  adopte  k  Gea^e. 
Gen«FeJl794.  ^. 

14)  Cat<&cbisme  d'Aritbmetique  destine  aux  ecolea  primaires 

(lerrn  letztere  mir  einzig  durch  Maurice***)  bekanntgeworden  ist, 
welcher  von  ihr  sagt:  „Ce  Catechisme  ^tait  une  espece  de  touT 
„de  force  d  uii  homme  fort  habile;  mais  »a  forme,  pie^que  inu- 
»,sitee,  en  a  fait  peu  k  peu  abandooner  remploi." 

Im  Juli  1795,  bald  nachdem  L  hui  Her  einen  Ruf  als  Professor 
der  liithcrn  Mathematik  an  der  Universität  Leyden  ansgeschlagen 
hatte,  erhielt  er  die  Professur  der  Mathematik  nii  der  Aeademie 
zu  Genf,  —  wie  es  iliui  Hertrand,  der  sich  nun  zur  Huhe  setzte, 
längst  prophezeit  hatte.  iSo  sehr  er  «ich  s  aber  auch  angelegen 
sein  Hess»  den  ibm  flbertrageoen  Uiiterricbt  anfs  Beste  zu  geben» 
so  wenig  wurde  dadurch  seine  literarische  Thätigk ei  t  gestfirt*  2a-> 
afiehst  l^grüsste  er  die  Royal  Society  of  London  mit' seiner 

J5)  Mani^re  dliSmentalre  d*obtenir  les  suites  par  lesquelles 
s'expriment  les  quantiUis  escponentielles  et  les  fonctions 
trigonom^triques  des  arcs  circulaires  [Pbilos.  Transact« 

J796J; 

dann  die  Berliner  Academie  thei^ä  mit  seiner 

16)  Solution  alg^braique  du  problenio  guivant:  A  un  cercle 
doiine,  inscrire  un  polygone  dont  le8  cotes  passent  par 
des  points  doones  [Mein,  de  Berlin  1796] ; 

theilsin  Verbindung  mit  PierrePrdvost  mit  zwei  Abhandlungen 


*)  In  dem  eebon  erwähnten  Discoart,  pag.  6. 
III.  262. 

Difcours,  pag*  7. 
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17^  Sur  les  probabilites  [Mem.  de  Bcriiii  l/DO.j 

18)  Sur  I  application  du  calcul  des  i)r<i!>al)ilitds  k  la  valeor 
fttt  tf^moignage  [Mein,  de  Berlin  1797.] 

Zu  Lhuilier's  vorzüglichsten  Werken  gehurt  unstreitig  die 

19)  Anleitung  zor  Elementar- Algebra.  •  Zwei  Theile.  Tfibin- 
gen  1799-1801.  8^., 

welche  nach  dem  Verfasser  eine  neue  Bearbeitung  seiner  zwan- 
zig Jahre  früher  pdnisch  herausgegebenen  Algebra  sein,  und  dem 

(Ii/)i^e  folgen  soll,  welchen  Lcsa£?e  beim  ünterrichle  Lhui- 
üers  einsohlnir'  sie  wird  mit  Euler's  Ali^fbri  dir  Mehrzahl  von 
Werken  dieser  Art  überdauern.  Die  in  diesem  Werke,  in  Ver- 
»lilikoiunnuing  des  Eiiler'schen  Aerlabreus,  auf  die  lür  jeden 
Werth  von  m  und  n  erwiesene  Richtigkeit  der  Beziehung 

CryCDCD  <ZDCO^-<ÜG) 

basirte  Ableitunj?  des  allgemeinen  irmomischen  Lehrsatzes^^)  ver- 
dient besondere  üeaebtung.  —  Am  1.  April  1800  (11  germinal  an 
8)  kamen  seine 

HO)  Tb^orömes  de  polyb^dromtftrie   [fll^meires  pitent^ 
Tom.  i.} 

w  der  Pariser  Academie  zum  Vortrage  und  fanden-  eine  sehr 
günstige  Aufnnbme ,  da  es  Lhuilier  nicht  nur  gelungen  war, 
die  vor  ihm  i)ekannteii  Eigenschaften  der  Polyeder  zu  verallge- 
meinero^  sondern  ihnen  eine  grosse  Anzahl  neuer  Eigenschaften 
soznfägen.  Manefae  dieser  Eigenschaften  entwickelte  oald  darauf 
der  berOhmte  Carnot  in  seiner  G^om^trie  de  position^^»  mch 
jedoch  mit  folgenden  Worten  verwahrend »  Lhuilier's  Arbeit  be< 
f>utzt  zu  haben:  „Cette  partie  de  mon  ouvrage  etait  ä  Tlmpres- 
^fon,  lorsque  j'appris  qu'il  existait  depuis  longtemps,  sur  le 
■,aieme  sujet,  un  IVlemoire  manuscrit  de  Simon  Lhuilier  de 
»Geneve.  Ce  Memoire,  depose  au  secretariat  de  l'Institut  nafio- 
»nai,  contient  en  effet  le  principe  fondamental  enonce  ci-dei>äus, 
»ainsi  que  diverses  consäqnences  importantes  que  Tauteur  en  a 
»deduites  avec  sa  sagacitä  ordinaire.  Ii  est  de  la  nature  des  v^ 
„T\i6s  math^matiques^  d'etre  aouvent  decouvertes  ä  peu  prkB  en 
«meme  temps  par  differents  moyens  et  par  ditferentes  personnes; 
>M  je  ue  puls  qu  «tre  flattä  de  m  etre  rencontrö  avec  le  cit. 


")  Siehe  Satz  47 — 50  meine«  Taschenbuches  für  Mathe- 
Batik  and  Physik. 

Pari«  1803.  4°,  —  während  Lhuiliers  Abhandlung  erst  1805 
*aB  mcke  ktm. 

n* 
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„Lhu iiier,  jubtemeot  celebre  par  im  grand  nonilire  d'cxcellents 
„ouvrages."  —  Eine  neue  Bearbeitung  von  Lbuilier's  Algebra 
erschiea  onter  dem  Titel 

21)  Elämente  raisonn^s  d'Algdbre.  2  voL  Gem^ve.  1804. 

auf  dem  er  eich  unter  Anderm  als  Mitglied  der  G5ttmger  Aca* 
demie  and  als  Professeur  honoraire  de'Mathämatiquee  enblines 
ä  runiversit^  de  Leyde  bezeichnet  Während  dem  Dracke  dieses 

Werkes,  am  20.  October  1803,  starb  besage,  so  dass  ihm 
Lbuilier  ^\v>vh  in  <ler  Vorrede  xu  demselben  HpIiips  I^Toim. 
ment  errichten  konnte,  von  dem  folgender  Theil  hier  aufgenom- 
'  nien  werden  mag:  „Au  nioment  oii  j'ecris  ces  lignes,  quej'arrosie 
„de  mes  regrets  et  de  mes  larmes,  ies  lettres  viennent  de  perdre 
,,le  Täritable  auteur  de  roaTra<^e  que  je  publie,  G.  L.  Lesage, 
„mon  pareot  et  mon  guide  daiis  mes  premieres  etudes.  II  est  le 
»»fruit  des  legons  et  des  directions  qae  j'ai  eu  le  bonheur  de  re- 
„cevoir  de  cet  hahiie  mathematicien  ,  qui,  ä  la  profondeur  et  a 
„retendue  des  connaissancrs  .  joiünfiit  IVsprit  le  plus  philoN'ophi- 
»,que;  qui  a  cousacre  sa  longue  vie  a  la  recherche  de  la  verite  et 
„a  sonaer  Ies  mysteres  de  la  nature;  qui  a  merite  la  reconnais- 
„i>auce  de  ses  compatriotes  par  ies  Services  litteraires  qu'il  a 
„rendtt  ä  un  grand  nombre  d'eotre  enx;  qui,  par  ses  Instruction^ 
„par  ses  direction;«  et  par  ses  conseils ,  a  contribu^  ä  entretenir 
„et  a  repandre  dans  notre  patrie  le  gout  des  connaissances  utilea 
,,et  la  cultiire  de  la  saine  philosophie."  —  Das  letzte  grossere 
VVerk  unseres  Lhu iiier  waren  seine 

22)  Elements  d'analyse  jjeometrique  et  d'analy*;e  lalgebrlqne, 
appliquees  a  la  recherche  des  iieux  geometriques.  Paciä 
1809.  4«. 

welche  er  seinem  frühem  Schuler  Czartorinski»  damaligem, 

kais.  russischem  Minister  des  öffentlichen  Unterrichts,  widmete. 
Sie  enthalten  eine  Abliandluiii^  über  den  Pnnkt  der  mittlem  Ent- 
teinun*jen,  eine  freie  üebertragung  von  JSinisons  Wiederherstel- 
lung der  ebenen  Oerter  des  Apollonius,  etc.  etc.,  kurz  etn  aus- 
serordentlich reiches  Material  fdr  den  durch  den  Titel  aniiedeute- 
ten  Theil  der  Geometrie.  —  Bald  nachher  begann  Gergonne 
seine  verdienstliche  Herausgabe  der  Annales  de  raatheniatiques 

rfures  et  appiiqu^s,  und  fand  für  die  drei  ersten  Bände  inL  hui- 
ier  einen  seiner  flei-^-iirsten  Arbeiter.  Es  würde  zu  weit  fOhren, 
alle  Probleme  mitzuthellen  ,  die  Horgonne  meinen  Lesern  vorlebte, 
und  l»ei  deren  Lr)isuni;  >i«  h  Lhuilier  betlieiliste ;  es  nnl^jen  daher 
nur  einige  selbststandigere  Arbeiten  desselben  hier  aufgezahlt  ec" 
den»  die  in  den  Annales  erschienen: 

> 

23)  Analogie  entre  les  triangles  rectangles»  rectilignes  el 
sphöriques  [Vol.  I.]. 

24)  Recherche  du  plan  de  la  plus  s;rande  projection  ortho- 
gonale d'un  Systeme  de  surlaces  donnets  de  grandeui 
Sur  des  plans  donnes  de  position  dans  1  e^pace  [V^ol.  Il.j 
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25)  D^ermination  du  eentre  des  noyeium  dlstanoes  dn 
'  triaugle  aph^rique.  [VoL  IL] 

20)  Lieu  uux  sections  coniques  |_\  ol.  II.] 

27)  Ectalrcteements  snr  le  trofsidine  et  le  flizi^me  M«  de 
I             la  trlgoDoin^trie  aphdriqae.  [VoL  II.] 

28)  SoiutioD  d*uD  probleme  de  coaibinaisooa.  [VoL  II|.] 

90)  Ddmoostrafioiig  diverse«  du  tbdor^me  d*Eoler  aar  les 
poly^dres,  et  examen  de«  divers  cas  d'excepüoo  ans- 
qaew  ce  thdortoe  eat  aasujetti.  [Vol.  Iii.} 

Memoire  mr  la  possibilite  et  la  coBatructioo  dea  polyÄ- 
drea  reguliers.   [Vol.  UL] 

31)  Solution  d'an  pro1>l6me  de  probabüitd.   [Vol.  III.] 

Warum  Lhuifier  mit  f\em  Srli?i?sse  des  18r2  prsrliipneiipn  <!nt- 
ten  Bandes  plötzlich  verstummtet^),  Ist  mir  unliekaniit  gcblie> 
ben,  —  immerhin  hatte  er  seine  litterarisohe  Thfitigke it  bis  in  ein 
hohes  Alter  bewahrt.  Seioe  Lebrthätigkeit  war  nocii  aui^daueru' 
der,  «->  erat  1833  im  Alter  von  73  Jahren  verlangte  er  aeine  Ent* 
laasung;  bis  auf  diese  Zeit  erflillte  er  aelne  Pflichteii  mit  so  gros- 
aer  Gewissenhaftigkeit,  dass  er  sich  aogar  bei  Gichtanföllen  eher 
in  sein  Auditorium  tragen  liess,  als  seine  Lectionen  versäumte. 
Von  seinen  Srhfilern  (zn  denen  auch  Guizot  längere  Zeit  ge* 
hörte)  zeichneten  sich  manche  in  wissenschaftlichen  Lan(l)ahnen 
aus,  —  namentlich  ist  Sturm,  schon  seit  fielen  .fahren  eine  der 
i^ierden  der  Pariser  Academie,  zu  erwähnen,  um  den  sichLhui- 
Ii  er  beaondere  Mflbe  gab. 

Trotz  so  langer  öffentlicher  Thätigkeit,  war  es  L  hui  Ii  er 
noch  ver£jönnt,  von  einem  Sohne  und  einer  Tochter  gepflegt,  eine 
längere  Reihe  von  Jahren  in  verdienter  Ruhe  anzubringen.  Nicht 
dass  er  darüber  die  Wissenschalten  vers:esseu  liatte;  im  Gegen- 
tbeile  zeigen  seine  Matiuscripte  wie  ihn  dieselben  noch  immer  be- 
schäftigten, wie  namentlich  aehie  frflheni  Arbeiten  in  der  Poly- 
gonometrie  and  Polyedroroetrie  bia  in  aelne  letzten  Tage  fast  be- 
. sündig  vor  seiner  Seele  achwebten,  —  verauchte  er  ja  noch  aogar 
zu  wiederholten  Malen  aeine  (bedanken  weitem  Kreiaen  versa- 
lzen: 

32)  Expressions  de  la  capacite  d  un  polyedre  dans  ses  eie- 
raenta  eztörieura  [BibL  anivera.  1828.] 

33)  Elements  de  la  doctrine  generale  dea  polvgonea  et  dea 
poly^drea  [8  S.  In  4<»  ohne  Titel.] 


Nach  MittheiloQ^  meines  I«  Preonde«,  Herrn  logeafenr  Dens-» 
1er  in  Zürich,  der  die  Gate  hatte,  alle  90  Binde  der  Anaalen  für  mich 
darohsasehea. 


I 
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34)  DIscusaloM  gte^mki  dM  doctrtnes  4m  potvgon^s  et  des 
poly^dres,  par  le  proresscur  Lbuilier,  pnu  qu'odog^ 
naire  [3      in     ohne  Titel]. 

Doch  verdunkelte  sivh  natürlicli  nach  und   niwM  sein  ^eistii;es 
Aug:e,   und  in  ♦  nizeltjcMi  Augenblicken  trat  der  Untcrschie«!  7"i 
sehen  vnrmals  tnid  jvAzt  trübe  vor  seine  iSeele«  so  da^  er  ein 
nmi  niil  /.ittcrndcr  Uand  niederschrieb: 

  .  Je  m\s  hors  de  saison. 

On  ae  veut  plus  d  un  etre  octog^naire. 

Je  eais  volein  de  perdre  la  raison » 

Je  suis  un  poids  qui  snrcfiarge  la  terre* 

Er  schied  von  unserer  Erde  am  28.  lliSrs  1840,  in  einem  Alter 
von  beinahe  90  Jahren.  Ehre  seinen  Andenlcen! 


» 


Druckfehler. 

In  der  Ueberschrift  des  Aufsatzes  Nr.  XXXIII.  in  dieseia 
Hefte  (Tbl.  XVIIL  S.  357.)  in  einem  Tbeile  der  Exemplare  iMi 
es  statt  i»die  Basiswinkel^'  belesen: 

„die  die  ß^asiswinlcel''. 
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JLitorarfeclier  Berlclit;« 


Systeme,  Iiehr-  und  Worterbüeher« 


Unter  diese  wissenschaftliche  Rubrik  gehört  der  VolletSndIg* 
keit  seines  lohalts  wegen  aach  das  Iblgenae: 

TascheDbuch  für  Mathematik  und  Physilr.  Zum 
eignen  Gebrauche  entworfen  von  RudoU  VVoH.  Bern. 
Hallcr'sche  Buchdruckerei.  1852.  Kleines  Taschen- 
buchformat. 

Wir  glauben  die  Leser  des  Archivs  -auf  dieses' Tasebenboch 
fUr  Mathematik  und  Physik  aufmerksam  machen  zu  müsseh,  well 
es  unter  den  meisten  ähnlichen  Büchern  jedenfalls  einen  seht 
ehrenvollen  Platz  einnimmt,  iinf!  vor  denselben  sieh  in  mehreren 
Beziehungen  vortheillia ft  auszeichnet.  Die  meisten  Bücher  dieser 
Art  stellen  nur  Fornielii  zusammen ,  welche  bei  praktischen  und 
technischen  Anwendungen  häulig  vorkommen,  und  sind  deshalb 
bei  Weitem  vorzugsweise  nur  auf  den  CSebitoeb .  von  PrakÜlcein 
irad  Technikern  berechnet.  Dagegen  hat  das  vorliegende  Büch- 
IciD  jedcnftdls  viel  mehr  den  eigentlichen  wissenschaftlichen  Ma« 
theraatfker  und  Physiker  im  Aujye,  und  dient  ihm  als  Erinneruni^s- 
bucb  an  die  Lehrsätze»  Formeln  und  Aufgaben,  nrlrhe  er  bei 
seinen  wissenschaftlichen  Untersuchungen  am  Uäuügsten  und  am 
Meisten  l^raucbt,  weshalb  es  namentlich  auch  Lehrern  der  Mathe- 
matik und  Physik  an  höheren  Unterrichtsanstalten  zur  Beachtung 
empfohlen  zu  weiden  verdient,  um  so  mehr»  weil  es  sich,  för 


Band  XVlIl. 
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tiiesen  liebr.iiith  ganz  zweckninssli» ,   fHr  jetzt  nur  mit  die  ele-  ' 
nientareii  Tljeile  der  beiden  aul  tJeiii  Titel  i^enaimten  WisseO'  ^ 
ücbafteo  erstreckt.    Lt»  umfasät  in  dieser  Weise »  verhältnissmäs-  i 
sig  in  gleicher  VoiistSndigkeit»  die  Arithmetilc  und  Algebra,  ebeie 
und  körperiicb«  Geometrie ,  die  aiialytieclie  Geometrie,  die  Kegel- 
schnitte, Goniometrie,  ebene  und  spliärieche  Trigonometrie,  Poly- 
gonometrie,  Statik  und  Mechanik  fester  und  flüssiger  Körper,  Aku- 
stik, Optik,   Wrirnielehre,  Masnetismiis ,  Efectricität  und  Galva-  . 
nismus,    Geodäsie,    Projectionslelire    (polare,    perspectivi^che,  j 
orthogonale  und  Schatten-Projection) ,  inid  in  ziemlicher  Vollstän- 
digkeit die  Astronomie.    Ausserdem  sind  folgende  Tafelo  beiee* 
geben:    Potenztafel,   Logarithmentafel,  trigonometmche  Tafel, 
§ebnentafel,    Tafel   der   Vielfachen  von  »,  luterpolationstafel, 
Zeittafel,  Ortstafel,  Refractionstafei ,  Planeten-  und  Cometentafel, 
Sterntaffl  luit  dor  Pracession.    Den  Beschluss  macht  eine  histo- 
risch-literarische Tafel,    in  weicher  die  Kichti2;stpn  Entdectnnsen 
und  literarischen  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik 
und  l^hysik  chronologisch  verzeichnet  sind.    Das  Ganze  umfasst 
our  162  Saiteq  ujyd  uoersclureitet  also  den  Raum  eine«  TaMlM- 
buel»  dsrdianch  »leht.  Wir  «wünschen ,  daes  es  de«  Henn-^ 
fasser  gefallen  möge ,  auch  fiSr  die  höhere  Blathematik  m  ÜMf 
liehes  BOcblein  zu  liefern« 


:  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der 
Di f feren zial-  und  Intej? ralrechnun^  mit  Verwandlung 
der  Functionen  von  F.  VV.  U esseibai  th,  Dr.  ubil.  Zweiti 
verbesserte  Auflage.  Leipzig.  Arnold.  180^2.  4 

Indem  wir  diese  Schrift  aus  ihrer  ersten  Auflage  als  hinrei» 
cbend  bekannt  voraussetzen,  wollen  wir  nur  noch  bemerken,  dass 
wir  in  der  That,  auch  bei  dem  besten  Willen,  nichts  zn  ihrer 
Efiipfeliiuog  zu  s^gee  wissen,  I 

.  •        f  ■  .  . 

(•^  Trassformatieu  und' Ausmittelung  bestimmter  U*  ' 
tegrale.  Abhandlung,  welche  bei  der  HoeliFefordDa* 
t^n  philosophlscbett  Fakultät  der  Kaiserlichen  Uni- 
versität 'AU  Dorpat  zur  Erlangung  der  Magisterwörde 
eingereicht  hat  und  (öffentlich  vertheidii^-en  wird  Dr. 
Pb.  P.  Helmiing.  Mitau  und  Leipzig.  Keyher.  4. 

Eine  sehr  gute  Gradualschrift ,  die  /u  allgemeiner  Bearhtnng  . 
empfohlen  und  weiter,  als  es  hei  dergleichen  Schritten  cewuhu-  | 
Reh  geschieht,  verbreitet  zu  werden  verdient.  Es  beschmigtdch 
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dtweA«  nit  4cr  Enfirkfcelimg  der  Integrale,  welche  unter  der 


stehen ,  wobei  ein  Integral  dieser  Fetoi  deir  Herr  VerC  ain  gelmi* 
den  betmcbtet,  wenn  c«  aof  ein  anderen  von  der  Form 

/a  />*  a 

e-*'dxt  oder  /    e-'*dx,  oder  /  c+*'8a? 


Zill  ii(  k^ofulirt  ist,  und  wenn  viberhaupt  bei  dem  redocirten  die  me- 
dia ii'i>ciie  Quadratur  bequemer  aii«eu endet  werden  kann,  iiaupt- 
säciilich  i^t  vermittele»!  der  äogeuanoten  Metbode  der  Variatioa 
der  Constanten  die  Answertliang  besUnunter  Inf^ale  voo  der 
Integration  Tollstind^r  oder  redacirter  linearer  Diflerentialgtei 
churii^en  abbänp^^  gemacht,  nnd  dadurcli  sind  Tiele  integrale  auf 
solche  von  einfacherer  Form  und  anderen  GrSnzen  zurückgeführt 
Warden.  Die  Schrift  enthält  einen  grossen  Hrichthuni  bemerkens- 
werther  Formeln,  und  ist  auch  Anfängern  in  der  Integralrechnung' 
zur  Uebung  io  dieser  Wissenschaft  recht  sehr  und  mehr  zu  em- 
pfehlen, als  viele  unserer  Sammlungen  voo  Beispielen  aus  der 
lotegralreebninig.  In  der  Vorrede  spricht  der  Herr  Vf.  dem  Herrn 
ProwBSOT  Mi  Odin  g  seinen  Dank  für  mehrfache  ilnn  von  demsel« 
heu  gewordene  ßelehrung  ans,  nnd  bemerkt  aneh»  daas  das  Ton 
ihm  entwickelte  Integral 


r 


schon  früher  von  Herrn  Collegienrath  Clausen  für  deo  speziellen 
Fall  r  =  l,  a  =  l  entwickelt  worden  sei.  Solche  inaugoralschriften 
mochte  mau  allen  Cniver^itäten,  selbst  manchen  grossen  und  weit 
i>«>rlili«tniien,  wAnscbsa.  Möge  der  Herr  Ver£  bald 
rtfcigkriifin  «ntspiechsDden  WMnnfskmla  iadml . 


Ueber  die  bestimmten  Integrale  ron  der  Form 


in  denen 

iV=/-|-^eos^9  4-  rain^+1biiees9»hi9}+^«h»^H'9m^coa^ 

ist.  Vbn  A.>  Wiehert»  Oheriehrer  am  Gymnaeiam  an 
KTonlia.  (Programm  des  Gymnasiums  an  Konits  wom 
l^tenAngeet  lStn.)L  K#vitn.  mh  i  i 
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Die  lotegrati.«  v.  f%  giebt  gleiel»elti,  di.  1..^ 

/cosyfly      /^sinySy      Pco^(pdw  P8iu^<pdq) 


y  — 2«^ 


mit  deren  Enlirlckelnng  zwischen  den  GrSnzen  0  und  2fr  sich  der 
Herr  Verf.  in  dieser  sehr  lesenswerthen  und  einen  gaten  Beitraf 
zur  Integrairechnung  liefernden  Schuischrift,  die  einer  weiteren 
Verhrcitung ,  als  dergleichen  Schriften  ajovöhnlich  linden,  sehr 
Werth  ist,  beschäftigt,  für  den  Fall  nämlich,  dass  iV  IVir  keinen 
reellen  Werth  von  cp  verschwindet.  Auch  giebt  der  Herr  Verf. 
die  Mittel  an,  um  allgemein 


/cos/y .  dq>  /*sin/(p.9y 


zu  finden,  wenn  i  und  k  ganze  positive  Zahlen  sind.  Die  Me- 
rode der  Losung  ist  «inetlreifache»  da  jene  loteerale  einmal  dordi 
Transfonnation  des  Nenners       dann  darch  ZeralÜang  desselheo 

in  Factoren  und  durch  Reihenentwickelung  gefunden  werden  kuo- 
oen.  Jede  dieser  Methoden  wendet  der  Herr  Vf.  an,  und  weiset 
die  Identität  der  liesultate  nach«  Die  Transformation  de«  I^*' 
uers  io  die  Form 

iV=Ä+Jfc^in2t/;-f-Ä»cosV  I 

schickt  der  Herr  Verf.  nach  C.  G.  J.  Jacob i  in  Crelle's  Jour- 
nal, ßd.  II.  und  VIII.  voraus.  Die  Schrift  leirt  von  dem  analytischen 
Scharfsinne  des  Herrn  Verfassers  ein  sehr  vortheilhaftes  Zeu^^niss 
ab,  und  verdient  jedenfalls  recht  sehr,  von  den  Mathematikern 
allgemeiner  beachtet  zu  werden.  Auch  vorgerückteren  jungen  Ma- 
tbMatiIcem  whrd  sie  eine  sehr  gute  Uebung  in  der  Integralieol-| 
nuns  gewähren.  Mögen  diese  «migen:  Wem  ihr  in  luttri 
der  Knipfehlang  dienest 


Beiträge  zu  einer  systematischen  Entwickelung 
der  Geometrie  ans  der  Anschauung.  Von  €.  R.  Kosaef 
Lehrer  der  Mathematil^  nnd'Pfiysil '«m  GyMa«fiihi* 
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Nor4fc«««ta«  (Fr^fffanm  4««  €ymna»f«iiift  .  ss  Nord- * 
haM«ii  TOB  Ostarn  1853.).  llor4lia\ioen.  i8tt2.-4. 

Ob  diese  BeftrSge,  welcfto  uns  mehr  einen  pMoeopbisehen 

als  streng  mathematischen  Standpunkt  einzunehmen  SfÄNBioen»  go- 
racfe  die  stren!»  wissenschaftliche  Geometrie  fördern  werdeo»  mfls- 
sen  wir  dahin  gestellt  sein  lassen.  Vielleicht  aher  können  Leh- 
rer bei  dem  ersten,  vorzüglich  auf  die  Anschauung  basirten  geo- 
metrischen Unterrichte  Gebrauch  von  denselben  machen,  und 
mögen  sie  daher  in  dieser  Beziehung  immerhin  zur  Beachtung 
•nipfohlea  waiden.  Eia  streoger  ealctfdlsclMr  CMst  hat  ans  nichl 
MS  densellian  entgegen  gewehet;  sich  in  dieaem  aa  bewegen, 
war  ja  aber  auch  nicht  die  Absicht  des  Herrn  Vfs.,  da  er  aas^ 
driicklich  die  Entwickeinng  der  Geometiio  aus  der  Ansohaaaag 
als  seineo  Zweck  bezeichnet 


Die  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  der  Fignren  und 
die  Aehnlichkeit  derselben.  Ein  Su])plement  derEle- 
aaen targeometrie  vod  Dr.  Richard  Baltzer,  Oberlehrer 
an  der  Kreuzschule  zu  Dresden.  Dresden.  G*  Schon« 
leid  (C.  A.  Werner).   1852.  & 

Die  van  Mdbiaa  in  die  Geometrie  efn^ftthrte  Lehre  von 
den  Verwandtschaften  der  Flüren  ist  bekanntlich  als  eine  wesent- 
liche £r\veiterun|;  dieser  V^issenschaft  zu  betrachten.  Bisher  ist 
diase  Lehre  meistens  nur  von  dem  Standpunkte  und  mit  Hülfe 

tler  analytischen  Geometrie  behanrlelt  worden,  und  in  die  Lehr- 
bücher (fer  synthetischen  Geometrie  hat  dieselbe  noch  keinen 
rechten  Eingang  gefunden,  ist  überhaupt  noch  nicht  (Jenieingut 
der  sogenannten  LIeniente  geworden«  wohin  sie  doch  offenbar  ge- 
hört, da  sie  recht  eigentlich  in  das  Wesen  der  Geometrie  em- 

8 reift,  und  gleich  beim  Eintritt  in  diese  Wissenschaft  dem  Lehr- 
l|Sa  sich  (larl)ietet»  da  ja  schon  in  der  euklidischen  Geometrie 
liekanntlich  die  Congruenz,  die  Gleichheit  und  die  Aehnlichkeit 
der  Figuren  besonders  scharf  hervortretende  Hauptabschnitte  bil- 
den. Der  Herr  Verf.  der  vorliegenden  Schrift  hat  es  nun  unter- 
nommen, die  Lehre  von  den  Verwandtschaften  der  Figuren,  von 
einem  aligemeineren  Standpunkte  aus,  biossauf  dem 
Wege  der  syntibetiscben  oder  sogenannten  elementaren  Geometrie 
20  behandeln,  fiberhaopt  diese  Lehre  in  den  Kreis  der  Elemente 
za  ziehen,  und  hat  dabei  mit  den  beiden  Verwandtschaften  der 
Crlaiebheit  nnd  Aehnlichkeit,  und  der  Aehnlichkeit,  den  Anfang 
gemacht,  wobei  er  sich  keineswegs  bloss  auf  ebene  Fignren  ein- 
schränkt, sondern  auch  die  (iehilde  <lcs  Raums  überhannt,  ins- 
besondere auch  sphärische  Figuren,  in  den  Kreis  seiner  iietruch- 
«uiiuen  zieht.  Wir  halten  dieses  Unternehmen  für  ein  sehr  ver- 
diebstUcbM«  and  wOoschen  sehr,  dass  die  Torliegende  Schrift, 
naneatlicb  aach  von  den  Lehrern  der  Mathematik,  die  wöhl  ver- 
diente fieachtung  finden  und  bei  dem  geometrischeo  Unterrichte 
benutzt  werden  möge.  Alle  Beniiihungnn ,  die  Resultate  aus 
liGheraa  Gesichtspunkten  unternoouueuer  Forschungen  so  viel  als 
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*  ninglieh  io^  den  Mfei«  der  sogeannten  EleoKiite  zu  ziehen,  habet 
wir  immier  filr  sehr  verdienstlich  gehalten,  und  wünschen  daher, 

dass  fler  crf^phrtp  Herr  Vorfrisser  der  vorfiejrenden  Schrift  seine 
Müsse  dergleichen  Arbeiten  auch  ternerliin  zuwenden  niuire,  uo- 
durch  er  gewiss  um  die  Wissenschaft  in  methodischer  1\ lick^icht 
»ich  wesentlich  verdient  machen  wird.  Wir  scheu  der  1  ürUeUuüg 
aeioer  Arbetten  nuf  diosem  Felde  mit  Verlangen  entgegen« 


Ueber  Parallel-  und  Oegentransversalen  imgerad- 
lini'gen  Dreieck,  ▼om  Gymnasiallehrer  Gandtner«  Pro* 

framm    des   Gymnasiums    zu   (rreifswald   yon  Ostern 
852.  Greifswald.  C.  A.  Kochs  Verlagsb.  (Tb*  Kunike). 
1852.  4.    Preis  9  INgr. 

W  enn  von  den  Endpunkten  B  und  C  einer  Seite  BC  eines 
ebenen  Dreiecks  ABC  aus,  man  sich  entweder  auf  der  Seite  BC 
selbst,  oder  auf  deren  Verlängerungen  über      und  C  hinaus,  be- 
liebige aber  gleiche  Stficke  ßD  und  CE  abgeschnitten  denkt, 
etwa  durch  den  Punkt  D  und  die  Spitze  J  des  Dreiecks  ABC 
die  Ecktr<ansversnle  AD,  und  durch  den  Punkt  E  mit  derselbes 
eine  Parallele  LF  zieht:  so  nennt  der  Herr  Verf  des  vorliesren- 
deti  Programms    die   Linie  EF  die  zu  der  Erktransversale  AD 
gehürige    Paralleltransversale;    jenachdem  der  Punkt  E, 
durch  welchen  FF  ^ezowen  ist,  in  der  Seite  AB  selbst  oder  in 
deren  Verlängeruug  nach  der  einen  oder  nach  der  anderen  Seite 
bin  liegt,  hetsst  EF  eine  Innere  oder  ftussere  Paralleltmas* 
Tersale.  Was  der  Herr  Terfl  unter  Gegen  transversalen  ve(^ 
steht,  muss  man  S.  10.  der  vorliegenden  Schrift  seihst  nachsehe^ 
da  dieser  Begriff  nur  im  Fortgange  der  Untersuchung  selbst  j^ewonnci 
%verden  kann,  und  sich  daher  hier  in  der  Kürze  und  ohne  Figur  nicht 
wohl  deutlich  machen  lässt.    Von  solchen  Parallel-  und  Get,tM 
transversalen  hat  der  Herr  V^erf.  in  diesem  Programm  eine  Keihc 
von  Sätzen  bewiesen,  die  dem  grüsseren  Tbeile  nach  neu  uni 
recht  benierkenswerth  sind»  und  von  Neuem  den  Beweis  li^feiH 
wie  reich  an  merkwürdigen  geometrischen  !3eziehungen  eine  so 
einfache  Fi^ur  wie  das  ebene  Dreieck  ist.  Die  säramtlichen  Sätze 
stehen  in  emem  inneren  Zusammenhange  unter  einander,  und  det 
Herr  Verf.   hat  durch  diesen  Anfsntz   zugleich  seinen  Scbdlern 
Stoflf  und  Materialien  zu  geoiuetrischt^ü  Uebungen  darbieten  w'ol' 
len,  indem  er  es  für  zweckmässig  hält,   den  Schülern  der  obere 
Klassen  von  Zeit  zu  Zeit  eine  Icurze  geometrische  Abhandlmift 
welche  eine  Reihe  von  Sätzen  in  systematischer  Folge  enth&^ 
zum  Privatstadium  vorzulegen,  worin  wir  ihm  Völlig  beistimmen^ 
und  der  Meinung  sind,  dass  dergleichen  Uehungen  zur  Kräftigung 
des  mathematischen  Geistes  weniirsfens  eben  so  zweckmMssiig  sinr 
wie  zur  eignen  Lösung  den  Schülern  vorgelegte  einzelne  geoMie- 
trische  Aufgaben,    indem   man  nach   unserer  Üeberzeugung  und 
früheren  langen  Erfahrung  in  ieizterer  Beziehung  ja  nicht  zu  weil 
g(*hen  darf,   und  sich  immer  auf  nur  leichtere,  die  Kräfte  dm 
Schfiler  in  keiner  Weise  übersteigende  Aufgaben  beschrVnfcef 
niuss,  deren  Lösung  zugleich  so  viel  als  möglich  nach  einer  be 
stimmten  mathematischen  Methode  folgerecht  mit  Leicbtigbel 
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ag9gefiuhrt  wden  W  -««*i|}f^jl«R,/ert^^  * 
mlUgen  tioclens  anheini  gestellt  blefl^,,.Sfi  .u<ie^ne)nJft^^ 
man  früher  nut  dem  Aufgeben  einzelner  gaometrisdier  Pjfefieme 

in  den  Schulen  war,  so  scheinen  doch  iu  neuerer  Zeit,  so  weit 
unsere  Erlahrung  und  Kefuitniss  in  diesen  Dinger»  reichen,  viel^ 
umsichtige  Lehrer  mit  Recht  davon  theilweise  zurückzukonunen, 
und  vltefS  Stoff  geometrischen  üebungen  in  solchen  Arbeiten 
w  en^heo»  wie  4»  Herr  Ver(  m  diesem  Programm  ihn  in  xiecht 
sweckmSseiger  Weise  darbietet  'i  ' 

Die  ßehandlunsrs weise  des  Gesjenstandes  ist  für  den  zu  er- 
reichen beabsichtigten  Zweck  mit  Kecht  eine  j^emischte,  theils 
geometrische,  theils  trigonometrische;  Und  so  einlach  der  Gegen- 
stand auch  an  sich  ist^  so  sind  wir  doch  überzeugt,  das»  nament- 
ficb  solelie  Leser  des  Archivs ,  welche  für  das  immer  bessere  Ge- 
dcflien  des  mathematiseben  Unterrichts  sich  '  interessireii^  von 
mttet  empfehlenswerthen  Schalschrift  mit  eben  so?  vielem  Ver« 
irniigen  wie  wir  nähere  Kenotniss  eehmen  werden;  möge  dieselbe 
daher  deren  Beachtung  und  gewiss  erfolgreichen  Benuüiung  beim 
Uuterricbte  bestens  empi'ohien  seio. 


Zoeftiare  %v  dem  Fiaren^lner  Problein.  ¥on  |tt;  yf, 
Ihobtseb,  Mitglied  der  Kdnigl.  Sftcbs.  Oe«ellscliaft 

ler  W  iSsenschaften.  Ans  den  Abhandlungen  derma« 
thematisch -physischen  Klasse  der  Königlich  S&chs-I« 
9chen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  au  Leipaig. 
Leipzig.  Weidmann.  8. 

Das  von  Viviani  den  Geometern  seiner  Zeit  vorgelegte  so- 
genannte Florentiner  Problem  (Aenigma  Florentinum)  ver- 
kogte  auf  der  Obertläche  einer  Kugel  eine  Curve  zu  fmden,  die 
jiie  ouadrlrbare  Filicfae  entweder  einsehHeset,  oder  deren  JFlSehe,- 

et  ctnem  angeblichen  Tbeile  der  Kngelflfiehe  binweggen'oniinen, 
en  anadrirbaren  Rest  übrig  lässt.  Statt  der  sphärischen  Cufve 
i^lbst  Kann  man  auch  deren  Projectinn  auf  die  Ebene  eines  gfliss«- 
ten  Kreises  snchen.  Auf  diesem  We<:e  hat  Euler  gezeigt,  dass 
es  unendlich  viele  Losungen  des  l^roblems  giebt.  Viviani  selbst 
hatte  den  geometrischen  Satz  gefunden,  dass  ein  über  der  Ebene 
mta  grössten  Kreises  der  Kugel  errichteter  Cy linder,  der  zur 
Ivk  einen  Qher  dem  Halbmesser  der  Ku^el  als  Durchmesser 

erlebenen  Kreis  hat,  die  Kugelfl/icbe  in  zwei  Oeffnnngen 
bricht,  deren  Fläche,  von  der  sie  umschlicssenden  Halbkugel 
liDweg  genommen,  einep  Rest  übrig  lässt,  welcher  dem  Quadrat 
des  Kugeldurchmessers  gleich,  also  quadrirbar  ist.  Theils  andere 
genmetrische  Sätze,  theils  Erweiterungen  der  vorhergehenden, 
haben  Montucla,  Bossut  und  Nie.  Fuss  gefunden.  Den  ße* 
^Ifibongen  dieser  Mathematiker  schliessen  sich  nun  die  Unter- 
iVinngen  des  Herrn  Verfassers  der  vorliegenden  Abhandlung  auf 
Mdige  Weise  an.  Dabei  ist  es  weniger  seine  Absicht,  das  Pro- 
!BSd  in  so  allgemeiner  Weise,  wie  Euler  that,  zu  fassen,  als 
fippebrj  wie  die  drei  vorher  genannten  Mathematiker,  neue  be* 
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merkeiiswettlie  specfene  gemnetrtseheBeiteliinigeii  m  findcii,  wm 

ihra  auch  in  ansgezeichneter  Weiae  gelungen  ist,  indem  er  seine 
Betrachtungen  vorzüglich  an  die  zwar  sehr  einfache,  bisher  aber 
unbeachtet  gebliebene  Bemerkung  anschliesst,  dass  die  sphäri- 
sche Curve,  welche  dit»  quadrirbare  sphärische  Flache  begrinzt, 
auf  die  Ebenen  von  drei  auf  einander  senkrecht  stehenden  gross- 
ten  Kreisen  der  Kugel  projicirt  werden  kann,  und  daher  immer 
drei  der  Aufgabe  genügende  ebene  Curven  gieht;  l«t  nun  eine 
ier  letzteren  gegeben,  so  sind  es  auch  die  neiden  andern,  und 
ee  fdbrt  daher  jede  Auflunung  des  Problems  durch  eine  solche, 
von  dem  Herrn  Verf.  die  quadrirende  genannte,  Cnrve  immer 
zu  zwei  andern  conrjexen  Auflösungen  durch  quadrirende 
Curven,  die  in  den  bezeichneten  beiden  andern  Ebenen  liegen. 
Wir  halten  diese  Abhandlung  für  einen  sehr  guten  Beitrag  zur 
höheren  Geometrie,  und  wünschen  sehr,  dass  sie  namentlich  auch 
▼on  jungen  Mathematikern  zur  Uebung  In  der  Anwendung  der 
höheren  Analysls  auf  die  Theorie  der  krummen  Flächen  fletssig 
benutzt  werden  möge,  wozu  sie  vor6refHiche  Materialien  eothlK. 


0 

Tabulae  cnrTarum  quartae  ordinis  aynmetricaram, 

asyroptotis  rectis  et  linea  fundamentali  rerta  praedita- 
raro,  qoas  delineavit  et  expositione  illustravit  Augti> 
«tus  Beer,  Phil,  Dr.  Cum  XXXV  Tabulis.  Bouuae,  apud 
A.  iMarcum.   IbüL   4    2  Thir. 

*  Mit  diesen  o5  Tafeln  hat  der  Herr  Verf.  den  Mathetnatikeni 
ein  sehr  angenehmes  Geschenk  gemacht   Die  auf  denselben  ge- 
lieferten graphischen  Darstellungen  der  auf  dem  Titel  nSher  be- 
zeichneteo  Curven  des  Yierten  Grades  sind  Susserst  lehrreich  und  | 
interessant,  und  bieten  zu  weiteren  Betrachtungen  mannigfaltigen  | 
Stoff  dar.    Je  vernickelter  diese  Curven  theilweise  siTid,  nruije 
schwieriger  ihre  Gestalten  bloss  aus  ihren  (ileichungen  zu  <  rkpii- 
nen  sind,    desto  lehrreicher  sind  diese  Zeichnungen.    Die  den 
Tafeln  vorangescbickte  Einleitung  enthalt  Alles,  was  zu  dereu 
VerstSndnIss  nStfaig  ist,  und  das  Werk  darf  daher  den  Lesern 
des  Archivs  In  jeder  Beziehung  zur  Beachtung  bestens  empfohlea' 
werden. 
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B eobacTituDgen  und  Wahrnehmungen,  welche  bei 
der  totale»  Soanenfin&teruiss  am  2^.  Juli  1851  ge* 
matiit  wordeD  sind«  Von  Ur,  Bnach,  Director  der 
Sternw arte  sa  Königsberg.  K&nigsberg.  Voigt  1$52. 
&  10  Sgr. 

Dieser  Abdruck  eine«  iii  der  eliyeikaKsch  -  okononiiscben  6e« 
Seilschaft  in  Königsberg  am  12.  November  1851  gehaltenen  Vor- 
trags enthält  eine  sehr  gute,  für  joden  Gebitdeten  interessante 
Zusammenstellung  aller  an  verschiedenen  Orten  und  von  verschie- 
denen Beobachtern  bei  der  vorjährigen  i?ros}«eu  ^oniienfnistprniss 
gemacbten  Beobachtungen  von  allgeuieiuein  natura  isäeuticliaitiiT 
die«  Ittteteiee»  wesbiA  wir  mieere  Leaer  ledit  eebr  «vf  diese« 
SehrifltciMi  SHfmerksam  machen.  Auf  Uittlieihingto  aas  demeei- 
ben  kennen  wir  bicr  aatärlich  nicht,  eingehen,  troUeii  iiidess 
Folgendes  zu  bemerken  nicht  unterlassen.  Bekanntlich  ist  di0 
Hauptfrage,  welche  rücksichtlich  der  totalen  Sonnenfinsternisse 
bei  jetzigen  Stande  der  Sache  zu  beantworten  ist,  folgende: 
„Gehören  die  Corona  und  die  so «re  nannten  Protube- 
ranzen  oder  Prominenzen  der  Sünne  oder  dem  Monde 
an)^  Ueber  diese  Ifkag«  spHdbt  der  ^brte  Henr  Verf.  S.  2S. 
sich  folgendennassen  aass  »Es  findet  zwischen  den  Pre* 
tuberanaea  und  den  Soaneoflecken  ein  an  verkeoobarer 
Z  usam  menh  anj?  statt,  und  sowo!)!  die  Protuh  eranze  n, 
wie  auch  Hie  t'ornna,  gehören  der  Sonne,  und  nicht 
dem  Monde  an."  Caiiz;  in  demselben  Sinne  haben  diese  Fra<ce 
bis  jetzt  alle  vörurtheilsfreien  Beobachter,  welche  zugleich  oie 
bier  im  Welträume  uns  sich  zeigenden  Erscheinungen  in  der  un- 
Bodllcben  Grossartigkeit,  in  der  sie  in  der  Wirklichkeit  d.  b. 
im  Welträume  selbst —  auftreten,  au&ofassen  im  Stande  sind» 
Iteantwortet,  und  nach  den  verschiedenen  eingetretenen  und  sorg* 
lältig  beobachteten  rmstänrlrn  kann  auch  über  die  Benntwortiing 
fJer  in  Rede  stehenden  Fraije  in  obiger  Weise  in  der  Thnt 
kein  Zweifel  mehr  sein.  Kann  es  auch  hier  natürlich  nicht  der 
Drt  sein,  dies  naher  zu  begründen,  —  was  auch  in  der  That  gar 
Bicfat  nüthig  ist,  da  Jeder,  der  die  Terschiedenen  erschienenen 
Berichte  sSnimtKch  mit  AnftnerksanAeelt  nnd  ebne  Verurtheil  ge» 
lesen  hat,  ganz  von  selbst  zu  den  obigen  Schlüssen  kommen 
niiss,  —  .so  will  ich  doch  die  Leser  bei  dieser  Gelegenheit  na- 
nientlich  auf  einen  Bericht  eines  sehr  auj^tjezeiehneten  Beobarh- 
ers,  des  Herrn  Hofratli  Otto  v.  Struvc  in  Pulkowa,  über  die 
üeobachtuna:  der'vorjiihrigeQ  grossen  Sonnenfinsferniss  zu  Lomsa 
0  Polen  aufmerksani  machen ,  welcher  der  Akademie  der  Wissen« 
Schäften  in  St.  Petersburg  am  8.  Ang.  t«  J.  vergelegt  worden  ist« 
lod  sich  Im  Bulletin  de  la  Classe  Phys^-Math.  de  TAcnd. 
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Inip.  des  sc.  de  St.  Petcrsb.  1851.  Nr.  217.  Cndet,  aacb  mU 
Janii's  astronomischen  Unterhaitungen.    1852.  Nr.  19.n 
und  Nr.  20.,  leider  jedoch  nur  im  Aiiszusre,  mitgetheiit  worden 
ist.    In  diesem  ausgezeicluH  tcii   Berichte  hat  Herr  Otto  von 
Striive  die  obise  Frage  gleichfalls  sorglaltig  disctitirt,  und  leitet 
aus  seinen  Beobachtungen  ,mit  vüUiger  Bestimmtheit  die  beideu 
Folgerongen  ab:  „1)  dase  die  Proniineuxen  oder  Protabe«  j 
ranzen  dem  Sonnenkörper  aneeborige  Tbeile  sind,  . 
welche  bei  der  Bewegung  des  Mondes  vor  der  Sonnen* 
ischeibe  auf  der  ehicTi  Sfiitc  n  !l  nj  äli^  hervortreten  und 
auf  der  entp:c»ij;eni;e setzten   entsp rechend  verschwin- 
den;   2)  dass  auch  die  Corona  ein  integrireilder  Theil 
des  Sonnenkörpers  und  ge wissermas sen  ,ais  eine  die  ' 
PbotosphSre  der  Sonne  umgebende  Atmosphäre  ao-  ' 
z  US  eben  ist."  <—  Gut  aucb,  dase  die  Beobaebtungen  aller  vor«  ' 
nrtheilsfrelen  Beobachter  dies  nnwiderlegiich'  berausgestellt  liabenlt 
Denn  kdnnen  die  Astronomie  und  PbysÜc  noch  irgend  UolEiiiiBg 
haben,  über  die  eigentliche  Natur  unsers  Centralkijrpers  näheren  ' 
Ausschluss  zu  eiluilteii,  so  ist  dleseibe  nach  unserer  Lelierzeu^unsr 
allein   auf  die  künftisfe  sors^falti^B  Beobachtung;  der  bei  totalen 
^unueniinsternissen  voricommenden  Erjfcheinungen,    und  auf  die 
umsichtige  Diseuaaien  der  bereite  Torbandenen  fieobaebtuogen  ge-  i 
gröndel,  i««bei  man  auch  noeh  imnier  mebr,  «le  bis  jeixt  wmm  \ 
geschehen,  historisebe  Nachforschungen  ansteüen  soiite,  ob  Shi^  i 
liehe  Erscheinung^  niebt  eobon  frftlier  tieebaobtel  und  iMechri»  ^ 
ben  worden  aind. 


Specimen  academicum  inauguralede  solutione  pro* 
bteroatia  Keppleriani,  aactor  Com bertva  Petrus  Bor- 
ger, Roterodamensis.  'Lngdanl  •  fiatavervm,  apad  P. 
Engels.  1851.  4. 

4 

Wir  baben  scbon  frSber  Hilters  anf  die  Grflndllcbkeit  und  den 

£ rossen  Umfang,  durch  welche  sich  die  auf  den  bollSndiscben 
fniversitäten.  erscheinenden  Dissertationen  oft  sehr  Fortheiibaft 

aus7,rirhnen ,  hinijewlosen.  Dirs  ist  au'  h  bei  der  vorliej^enden 
Inauguralschrilt  der  i'al!.  \)vv  llt^rr  Vf.  hat  in  d^^rseUxMi  fast  alle 
lur  das  Kepler'sche  l^idlilvm  gegebenen  Aullfisnni^eii  zu&ariiinen- 
gestellt,  beurtheitt  und  durch  numerische  Beispiele  erläuteit.  Der 
meiste  Raum  ist  mit  Recht  der  von  Sessel  mit  Uüife  der  Fea- 
ner*achen  Reiben  gegebenen  Aulüsuug  gewidmet»  deren  Eigen- 
thGmIichkeit  eben  hai|pt<ächlicb  in  der  Anwendung  dieser  wichti- 
gen und  niericwürdigen  Reihen  auf  den  specietlen  Fall  der  Kepler- 
sehen  Aufgabe  liegt,  und  die  deshalb  auch  in  unseren  Supple- 
menten zum  nia  t  Ii  emati sehen  Wörter  buc  he.  ThI.  I. 
8.  200.  Art.  lies  ti  nun  tes  Integral,  von  uns  entwickelt  worden 
'mi*    Vielleicht   ist  es  für  den  geehrteu  Herta  Verf.  nicht  ohne 

IntefMse*  wenn  wir  ihn  dara^  anfmerksam  au  machen  uns  «^rM* 
ben*  dass  schon  früher  in  Devtachland  eine  von  ihm  nicht  gekannt 
an  aein  scheinende  Dissertation  über  das  Kepler'sche  Pf'oblem 
srsofaiene«  ist»  die  den  Titel  bat;  ^opleri  Problem.»  cele* 
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iir«.  C»n«fttfttio  aaam  smpl.  dPk'^i^d,  .CM«,f  etc.  pu- 
blice defetttiet  W.  H.  Detmoidti   Gottingae.    1798.  4 

Dieselde  kann  sich  aber  mit  der  ausj^ezei ebneten  Schriflt  des 
Herrn  Veiisi  ?rnr  nicht  messen,  iint]  dprselUe  würde  für  seineo 
Zweck  in  ihr  nur  wenig  Autiheute  gelun(]e)i  Imben.  Alleti  denen, 
welche  sieb  mit  der  Kepierscben  Aufgabe  und  deren  verschiede- 
iMNi  Aufiusungen  ausHSbrlioh  bekannt  machen  wollen»  empfehlen 
wir  die  Torliegenil«  Sehrift  reeht  selir  m  fiMbtoM;. 


Index  Lectionura  in  Lyreo  Regio  Hosiano  Bruns- 
bergens i  per  aestatem  anni  AIUCCCLIT  a  die  XIX  A  prilis 
inntitii  nii darum.  Prae  ni  issa  est  Dr.  Laar.  Feldtii  com- 
nientatio  de  Gaiissii  iorroula  Pascbali  aiialytica.  Ad- 
jectiini  est  tabulae  paschalis  ab  anno  1850  usuue  ad 
aiinnm  2000  «[^eeimen.  Brunabefgue.  Heyne.  4^. 

• 

In  diesem  sehr  verdienstlichen  Programm  hat  Herr  Professor 
Feld! in  BraQ»eber^  einen  Beweis  dw Basel «nrBeteohMig  de« 

Osterfestes  geliefert,  die  Gauen  sehen  Im  Jahre  MO.  Im. zweiten 
Bande  8.  12l.  dst  MonstL  Corr espon  d  enz  ohne  Beweis  mit- 
theilte,  und  eine  von  ihm  berechnete,  von  1850  bis  '2000  reichen<le, 
O^tertife!  bp'mefüijt.  wes)i;ilb  wir  nlle,  welche  an  dieser  (iatissischew 
Rei^el  zur  Bereclinuiit^  des  Ostei Testes  das  derselben  gebtibrende 
liiteres«e  nehmen,  auf  diese  ie&enswertbe  v^cbriflt  aufmerksam 
roacben.  -Bemerken  wollen  wir  nur  noch,  dass  Gauss  in  der 
2eitsehrift  für  Astronamle  nnd  verwandle  Wtssa«T 
«e haften.  Tbl.  I.  S.  158»  ebe  Berichtigong  salaer  Regel  be^ 
kannt  gemadit  bat,  aoC  die  er  durch  den  verstorbenen  Professor 
l>r.  Tittel  ans  Erlau  zuerst  aufmerksam  gemacht  worffen  war. 
Diesen  letzteren  Gaussi  schen  Aufsatz  scheint  <ier  geehrte  Herc 
VX  des  vorliegenden  Programms  nicht  gekannt  zu  bäeo. 


Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Hefehl  Seiner  k.  k.  apost.  Majestät  auf  üffentlichc  ko- 
sten beraufigegeben  von  Carl  von  Littrow,  Director 
der  Sternwarte  «•  s.  w«  Dritter  Folge  Erster  Band. 
Wien.  Gedruckt  hei  Sommer.  1851.  a 

Mit  diesem  Bande  bMinnt  der  verdienstvolle  Director  der 
^Viener  Sternwarte,  Herr  C.  von  LIttrow,  die  dritte  Folge  der 

Annalen  des  unter  seiner  Directinn  stehenden  Instituts,  wofiei 
zugleich  das  Format  vernndpft  worden  ist,  indem  die  Annalen 
nicht  melir  wie  bisher  in  <^uart,  uikI  noch  früher  in  l'Olin,  son- 
dern von  jetzt  an,  nacb  (lern  Vorgänge  anderer  äbiilicber  Werke, 
zweck-  und  zeitgemäss  in  Octav  erscheinen,  gedruckt  auf  sehr 
«dbSaam  starken  Papier  ndt  sehr  aeharfer  «iid  deatUehef  Sehfift» 
Ana  neaern  friberen  Berichlan  Über  diese  Aanalen  kennen  die 
I^eser  iiaaecef  ZsHaeivllil  das  giosse  Veedleaat»  irelAas  Harr  C 
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von  Littrow  sich  duteh  die  nun  vollendete  Heraosgabe  dar 

PiazziVchen  Beobachtungen  erworben  hat,  unc^  Merrlen  anch  wis- 
sen, tlass  dieses  Werk,  indem  es,  z.  Ii.  von  ilerrn  Prot^si^or 
Peters  ii»  Köni^sberar  bei  seinen  bekannten  .*icbunen  Arbeiteu 
über  die  Fixsterne^  als  Grundlage  verschiedener  astronomischer 
fjoterradiviigeii  benutzt  worden'  ist,  der  WieacMM^aft  echoa 
MMinebe  ecbOne  Fracht  getragen  hat.  Durch  die  Herausgabe  des 
vorliegenden  ersten  Bandee  der  dritten  Folge  der  Annalen  erwirbt 
sich  Herr  C.  v.  Littrow  ein  neues  ähnliches  Verdienst  um  die 
Wissenschaft,  indem  er  in  demselben  die  erste  Hälfte  eiTU's  von 
Herrn  VV.  Oeltzcn  aus  den  bekannten  Argelan  dorisch  lh  Zonea 
abgeleiteten  Sterncatalog^  unter  dem  folgenden  Titel  pubiicirt: 

Arfrelandcrs  Zonen-ßeobachtungtiii  ^  o  m  45.  bis  80. 
Grude  nördlicher  Oeclination,  in  mittleren  Positionen 
fOr  1842,0  nach  gerader  Aufsteigung  geordnet  von 
Wilhelm  Oeltzen,  Assistenten  der  i¥ieuerSlern.irarte. 
Erste  AbtbeiluDg  (0*  bis  11A.34>»).  ^ 

Ueher  die  Entstehung  dieser  Arbeit  spricht  sich  Herr  C.  voi 

Littrow  in  der  Vorrede  auf  folgende  Art  aus:  ,,der  2:ec^enwärtige 
Bdi\(\  f^cr  Annalen,  in  der  vollständigen  Reihe  der  XXXV.,  und 
der  toigende,  bereits  unter  der  Presse  befindliche,  <^el>en  einen 
aus  den  ersten  Argelander'schen  Zonen  al)i:el<  it»  ten  Stern- 
katalog, dessen  Anfertigung  sich  Herr  W.  Oeltzen  zur  rühndi- 
oben  Aufeabe  gestellt  hat  Als  Herr  Oeltzen  im  Spitherbste 
1S60  in  oas  Personal  des  hiesigen  Ohservatorinms  trat,  hatte  er 
bereits  einige  Monate  sich  mit  diesem  Gegenstände  beschäftigt. 
Die  höchst  umsichtige  Anlage  des  Ganzen  bestimmte  mich  sofort, 
ihn  zunächst  znr  Vollendung  dieses  Tbeils  ueiterer  Untersuchun- 
gen,  in  denen  ar  begrifl'en  ist,  zu  ermuntern  und  iimi  hierbei  mit 
allen  mir  zu  Gebote  stehenden  Mitteln  um  .so  mehr  zu  Hülfe  zu 
kommen,  als  dan/it  eine  'wichtige  Vorbereitung  für  das  schon 
frfiber  von  unserer  Anstalt  gefasste  und  eben  angebahnte  Vorha- 
hen  ergänzender  Zonenbeobachtungen  geliefert  wird/'  —  Wir  bä- 
hen diese  Worte  hier  angeliihrt,  weil  aus  denselben  sich  ergiebt, 
dass  das  Verdienst  der  uirklicben  Anfertigung  dieses  Tntalogs 
Herrn  W.  Oelt/en  irnbührt.  Aber  auch  Herr  C.  von  Littrow 
niacbte  die  Auslührung  der  Arbeit  in  verbältnissniässi^L'^  so  kur/.er 
Zeit  dadurch  möglich,  dass  er  Herrn  Oeltzen  der  i  iieilnabme 
an  den  allgemeinen  Geschäften  der  Sternwarte  enthob,  und  durch 
die  bekannte  grosse  Liberalität,  nirt  welcher  der  k.  k.  Osterr^ebi- 
sehe  Unterrichtsminister,  Herr  Leo  Graf  von  Thun,  Ezcellens» 
alle  wissenschaftiieben  Unternehmungen  nnterstiltzt ,  wurdo  es 
möglich,  Herrn  W  Opitzen  ffir  flie  mechanisrlien  Ausführungen 
noch  einen  Hüifsarbetter  beizugeben,  was  ein  neuer  l  >(M\  ('is  ist,  wie  sehr 
die  k.k. österreichische  StaatsreaierunL' sich  die  Fürderuugderexacten 
Wissenschaften  nach  allen  Seiten  und  Richtungen  bin  angelegen 
sein  l&sst*  Ueber  die  Art  der  Berechnung,,  die  Eniriehlung  und 
den  Gebrauch  desCataloers  enthält  eine  demselben  voranffescbickte 
sehr  deutlich  verfasste  Einleitung  alles  Erforderliche.  Wir  wün* 
sehen  sehr,  dass  es  dem  verdienteo  Herrn  Berechner  und  Her- 
ausgeber bald  gelingen  möge,  das  raathematisehe  uad  astronotnl* 
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heit  zu  beschenken,  woran  ja  auch  kein  Zweifel  sein  kann,  dft  ^ 
derselbe  laut  der  Vorrede  schon  unter  der  Presse  ist.  Schliess- 
lich bemerken  wir  noch,  dass  es  bei  der  HfransfjnJre  dieses  Stern- 
cataloGfs  keitieswes^s  die  Absicht  sein  konnte,  das  trettliche  Ori- 
«jinal,  derselbe  beiirl»eitet,  gleichsam  zu  verdrängen,  son- 

dern nur  de;ssen  UenuUuug  zu  erleichtern  und  tibersichtÜcher  zu 
mdieii,  WM  aaeb  nach  unserer  Uebenseugung  inteh  denselben 
TolIstSndiif^  «rreicbt  wird,  da  der  Catalog  in  möglichst  lebendigem 
Zasamroenbange  mit  dem  arsprOnglichen  Werke  erhalten  wurde, 
das  man  natürlich  bei  dem  Gebrauche  des  Catalo2;s  immer  zusleicfi 
zur  Hand  haben  wird.  Wir  müssen  nns  hier  leider  mit  diesen 
kurzen  Andeutungen  begtn'igen ,  und  uünschen  schiiestflich ,  dass 
das  verdieuistüchc  Werk  recht  bald  in  den  Händen  aller  Astrono- 
men befindlreh  sein  und  häulig  benutzt  werden  möge,  was  jeden- 
falls zu  scbOnen  Resultaten  iQhren  wird.  Den  sweiten  Theit 
werden  wir  nach  seinem  Erscheinen  sogleich  anzeigen. 


■  i 


Termisebte  Schriften. 


Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  Wien  (S.  Literar.  ^er.  ^r.  LXV. 
S,  8.47.).  ■  . 

Jahrgang  1851.  VI.  Band.  1.  Heft.  S.  43.  Pucher: 
Neue  Methode  photograpbische  Bilder  auf  Glas  zu  verfertigen. — 
S.  53.  Rochleder:  üeber  eine  bituminöse  Substanz.  — ,  S.  58. 
Schritt  er:  Ueber  das  AequWalent  des  Phosphors.  -—$.881 
Magnetische  Declinationsbeobachtungen  vom  Bergamte  am  JOtlrren* 
berge.  —  8.  90.  Boue:  Drei  Wasser hosefi  Im  Monat  August 
1838  auif  dem  See  von  Januia  in  Albanien. 

♦ 

Jahrgang  1851.  VI.  Band.  2.  Heft.  S  149.  Burg: 
Ueher  die  vom  Civil -Ingenieur  Kehn  angestellten  Versuche,  den 
Kiniluss  wiederholter  'Torsionen  auf  den  Molecularzustand  des 
Schmiedeisens  auszumitteln.  —  S.  152.  Spitzer;  Ueber  die  geo- 
metrische Darstellung  eines  »Systems  hüberer  Zahlengleichungen« 
188.  Mllttsert  HiUhlafeln  der  Reduistion  gemessener  «ras- 
vohnnina  auf  die  Temperatur  und  .Aeft  Luftdruck  760  ''  '  ->t 
S-SOi,  Doppler:  Ueber  die  Anwendung  der  SyreMi.noi  de» 
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akustisofaen  PKigrftdebens  w  BeMImimg  dks  SfpwmmapseirsAm 
Wasserdämpfe  und  der  comprimirtflii  Luft.      8.  214.  sdirit'* 
ter;  U^ber  die  üestinmiepg  dce  AeqnivaleiitB  des  Selens. 

Jahrgang  186t  VL  Band.  3.  Heft  S.  253.  Stampfer: 
CenMUnsberielit  über  die-  EinlUbrung  genaset  Aikebolometer.  — 

8«  «265.  Stampfer:  Ueber  *  Versuche,  weiche  sich  auf  die  Wir» 
fcwg  der  Oapiilarität  bezieheo.      S.  286.  Tb  omas:  Beobachtung 

fen  über  gewif^se  Erscheinuncen ,  welche  sich  an  des  ICrystali- 
liiisen  verschiedener  Thiere  beobachten  iaä&eo.       S»  ZIZ»  Mo» 
Ud;  FalsUa  di  iin  esperimeuto  dl  Matteucci« 

Jahrgang  1851.  VI.  Band.  4.  Heft.  S.  430.  Santini: 
Ueber  den  Biela'schen  Cometen.  —  S.  4di.  Ginti:  Der  transpor- 
toble  Telegraph  für  Eiseobahnzöge* 

Jahrgang  1861*  Tl.  Band.  6.  Heft  S.  664.  BrScke: 
Ueber  eiae  \  <)n  ihm  erfundene  und  susanimenge^tellte  Arbeits- 
loupe.  —  S.  555.  Stampfer:  Ueber  einen  in  der  Werkstätte  des 
k.  k.  polytechnischen  Instituts  verfertigten  l^heodoHten  für  Mark- 
scheider» der  sich  auch  vorzuglich  zum  Gebrauche  auf  wissen- 
schaftlichen h*eihen  eignet  —  S.  557.  Natterer:  üelier  Gas- 
verdichtutigävcrsucbe.  ^  8.571.  t^uhl:  Chemisch-physikalische 
Notizen.  —  S.  601.  Mayer:  Ueber  das  mechanische  AeqaivalsDt  | 
der  Wärme.  i 


Jahrgang  1851.  VII.  Band.  1.  Heft  S.  3.  Kunzel;: 
Uehersichten  der  Jahres-  und  MonatsniiUcI  aus  den  während 
eines  Zeitraumes  von  20  Jahren  in  Lemberg  fortgeführten  meteo* 
lologischen  Beobachtungen.  S.  160«  Doppler:  Ueber  Decli- 
nationsbeobachtungen  aus  älterer  Zeit  in  Freiber^  In  Sachsen.  — 
8.  162.  Doppler:  Ueber  den  £inflttss  der  Bewegung  auf  die  In- 
tensität der  Tone. 

•  ■ 

Jahrgang  1851.  Vtl.  I5and*  2.  Heft  S.  228.  Stampfer:  | 
Ueber  die  am  28.  Juii  (1851)  beverstehende  Sonnenfinsterniss.  ■ 

Jahrgang  1851.  TU.  Band.  3.  Heft  S.  386.  Freyer: 
Ausflug  auf  den  Terglitu'  mir  Zelt  der  Sonnenfinsternfus'  am  28. 
Juli  d.  J.  —  S.  389.  Haid  Inger:  Das  Interferenz -Schachbrett* 
Ainster  und  die  Farbe  der  Polarisationsbüschel.  ^  S.  407.  Co- 
Inmbnst  Die  Sonnenfinsterntss  am  Juli  1851.  —  S.  411. 
fiinjjer:  Be^timmuni^en  der  elektromotorischen  kraft  feiner  sral- 
vanischeii  Ketfe.  —  ^.  412.  F ritsch:  üeber  die  Temperatur- 
verhältnisse und  die  Menge  des  Niederschlages  in  BObmen.  —  i 
S.  449.  Weissei  Meteorologische  Beobachtungen.  6.  453. 
Bou^:  Ueber  die  wunderbsven  demierartigen  Detonationen,  ml- 
eh»  dkr'beattgen  tiewitter  emd  vngeheersn  Regeegfiose  swisehes 
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cn  20.  und  26.  September  lu  VOslan  mehrmals  begleiteten.  • 
.464.  BrGcke:  Ueber  Meyer 8  optischen  Versuch.  —  S. 
pitser:   Zusätze  zu  seinen  Arbeiten  über  höhere  Gleichungen. 

-  S.  471.   Skwfhersky:  Hie  Theorie  der  TheÜUBgspUDkte  ftls 
«itrag  zur  Lehre  von  der  Ireien  Perspective. 

Jahrgang  1851.  VlI.  Band.  4  und  5.  Heft.  S.  563. 
on^:  Ueber  die  Notbwendigkeit  die  Erdbeben  und  ▼ulcanischen 
ncheiiiUngfin;»  genauer  ab  bis  jetzt  beabachtei^.  .su  lassen, 
.  684.  Stampfer:  Ueber  die  kleinen  Planeten  zwisehen  Mars 
od  Jupiter.  —  S.  750.  Dersolbe  über  denselben  Gegenstand. 
•  S.  776.  Boue:  Ueber  das  Erdbeben,  welches  Mittel- Ah»anien 
n  October  d.  J.  so  schrecklicli  getroffen  hat.  —  S.  Kreil: 
erlebt  über  die  Broschüre:  Instruction  for  takitig  meteorological 
^senrationa  at  the  principal  foreign  atations  of  the  Royal 
ngioeers. 

Mitth eif II n gen  der  naturforscbeuden  Gesellschaft 
löern.,  iNr.  21H^t-230,  :.  :  .        .  b  - 

(M.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  LXX.  S.  893.) 

L.  R.  Fellenberp^,  Analyse  des  Mineraiwassers  von  Bin- 
eastein.  INr.  219.  und  220. 

R.  Wolf,  Simon  Lhuilier.  Erster  Artikel.  Nr.  22L  bis  22a 

r.  Brunn  er,  Chemische  Nntrzen  (Darstellung  von  reinem 
'^hvT  aus  Cbiorsilher.  —  Ueber  Fällun&;  von  metallischem  Kupfer 
Iii  Bereitung  von  Kupferoxyd).  Kr.  2'i5. 

C.  BeBiiflierrSobiik.\Jbir  die.  wichtigste  A'heitf  welche  .wir, 
der  Geologie  der  Alpen  besitaen.  Nr.  227.  und  228. 

R.  Wolf,  Sonnenflecken-Beobacbtun^en  in  der  zweiten  Hälfte 
s  Jahres  1851.  —  Beobachtung  der  totalen  Mondlinsterniss  am 
Januar  lb52.  —  Beobachtungen  über  das  ALpengiilheu.  Nr.  229. 
d  230. 
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Preisaa%abeil  der  kriserlkhen  Akadmnie  der  Wissen* 

Schäften  zu  Wien. 

L 

Was  sind  Druck-  und  Wärme  -  Capacität  bei  Gasen»  die  aick 
ausserhalb  der  Nähe  der  Liqaefaction  befinden»  fifar  Functionea 
der  Dichte  nnd  Temperatur  f 

Termin  der  Einsendung:  31.  December  1852.  PreU: 

200  Ducaten. 

(S.  Sitzungsberichte  der  niatheniatisch-natarwissenschalUiehte 
Klasse.   1851.  fiand  VI  Heft  6.  8.  683.) 


Ii.,.,  •         '  • 

Nene,  mDglichst  ffenane  nnd  amfassende  Bestimmnog  der  Pla- 
nefetfma^eir»  nameittRch  der  wiebtigeren  llauptplaneten. 

Termin  der  Einsendung:  3L  December  1853.  Preis: 
300  Ducaten. 

(S.  ebeadaä.  S.  685.).  -  ' 
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